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ВВЕДЕНИЕ

 
Курс высшей математики для студентов ускоренной формы обучения (на базе среднего специального образования) рассчитан на два семестра. В каждом семестре студентам необходимо выполнить две контрольных работы, каждая из которых содержит восемь заданий. Каждая контрольная работа содержит десять вариантов контрольных заданий с номерами 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Номер варианта контрольной работы соответствует последней цифре номера зачетной книжки студента. Например, студент, у которого последней цифрой номера зачетной книжки является цифра 3, выполняет третий вариант всех четырех контрольных работ.

Контрольные работы должны быть оформлены в соответствии с нижеизложенными правилами:

1) каждую контрольную работу следует выполнять в отдельной тетради (12 листов) чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля для замечаний рецензента;

2) на обложке тетради должны быть ясно написаны фамилия и инициалы студента, шифр, номер контрольной работы и название дисциплины; необходимо также, указать дату отсылки работы в университет и адрес студента; в конце работы следует проставить дату выполнения и расписаться;

3) должны быть выполнены все задания своего варианта (работы, содержащие не все задания, а также содержащие задания другого варианта, не засчитываются);

4) задачи в работе надо располагать в порядке возрастания номеров, сохраняя нумерацию;

5) перед решением каждой задачи нужно выписать полностью её условие, подставляя конкретные данные из своего варианта; решение задач следует излагать подробно, объясняя все действия по ходу решения и делая необходимые чертежи;

6) рекомендуется оставлять в конце тетради чистые листы для исправлений и дополнений в соответствии с указаниями рецензента (вносить исправления в сам текст работы после её рецензирования запрещается);


7) после получения не зачтённой, прорецензированной работы (зачтённые работы остаются у рецензента), студент должен исправить все указанные рецензентом ошибки и недочёты в той же тетради после слов работа над ошибками;

8) к экзамену допускаются только те студенты, контрольные работы которых зачтены рецензентом; так как на рецензирование контрольной работы преподавателю отводится две недели, то задания следует высылать на проверку заблаговременно.

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1

Задание 1. Даны матрицы 
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Задание 2. Решите линейную систему по теореме Крамера и с помощью обратной матрицы. 
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Задание 3. Решите линейную систему методом Гаусса 0).
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Задание 4. Даны векторы 
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Задание 5. Найти собственные числа и собственные векторы матрицы. 
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Задание 7. Дано уравнение плоской линии в полярных координатах. Требуется найти уравнение этой линии в декартовых координатах, определить тип линии и построить её.
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Задание 8. Вычислите указанные пределы, не пользуясь правилом Лопиталя.
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Задание 9. Исследовать данные функции на непрерывность. Если у функции
[image: image177.wmf])

(

x

f

 имеются точки разрыва, тогда определить  характер разрыва 
функции в этих точках (точка разрыва первого или второго рода).
0). а) 
[image: image178.wmf])

(

x

f

= 
[image: image179.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

-

,

0

,

0

,

0

,

1

x

x

x

e

   б) 
[image: image180.wmf])

(

x

f

 = 
[image: image181.wmf]x

x

|

|

1

+

.  1). а) 
[image: image182.wmf])

(

x

f

= 
[image: image183.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

,

0

,

0

,

0

,

sin

x

x

x

x

   

б)  
[image: image184.wmf]=

)

(

x

f


[image: image185.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

>

-

£

£

<

£

-

+

.

,

,

0

,

cos

,

0

1

),

1

ln(

2

2

2

3

p

p

p

x

x

x

x

x

x

  2).  а) 
[image: image186.wmf]=

)

(

x

f

 
[image: image187.wmf]1

2

+

+

x

x

x

,   б)   
[image: image188.wmf]=

)

(

x

f

 =
[image: image189.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

<

<

-

±

=

=

.

1

|

|

,

1

,

1

|

|

0

,

1

,

1

,

0

,

1

2

x

x

x

x

x

  3). а) 
[image: image190.wmf]=

)

(

x

f

 
[image: image191.wmf]x

1

2

1

1

+

, б)   
[image: image192.wmf]=

)

(

x

f


[image: image193.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

-

£

£

<

.

2

,

5

,

2

0

,

,

0

,

2

sin

2

x

x

x

x

x

x


4). а) 
[image: image194.wmf]=

)

(

x

f

 
[image: image195.wmf]x

x

2

sin

cos

1

-

,   б)  
[image: image196.wmf]=

)

(

x

f

 
[image: image197.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

-

-

.

1

,

0

,

1

,

1

1

2

x

x

x

x

 5). а) 
[image: image198.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image199.wmf]x

x

e

1

+

, 
б)   
[image: image200.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image201.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

-

.

0

,

0

,

0

,

2

1

x

x

x

e

 6). а) 
[image: image202.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image203.wmf]2

1

1

x

e

-

-

,   б) 
[image: image204.wmf]=

)

(

x

f

 =
[image: image205.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

.

0

,

0

,

0

,

|

|

sin

x

x

x

x

 
7). а) 
[image: image206.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]x

x

|

sin

|

,   б) 
[image: image208.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

.

0

,

0

,

0

,

1

sin

x

x

x

x

  8). а) 
[image: image210.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image211.wmf]x

1

sin

, б)   
[image: image212.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image213.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

-

.

0

,

2

1

,

0

,

cos

1

2

x

x

x

x

 9).  а) 
[image: image214.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image215.wmf]x

arctg

1

,      б) 
[image: image216.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.3  [image: image217.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

¹

-

.

0

,

1

,

0

,

)

1

ln(

2

2

x

x

x

x



Задание 10.  Найдите производные второго порядка 
[image: image218.wmf]2

2

dx

y

d

 функций, первая из которых задана уравнением
[image: image219.wmf])

(

x

f

y

=

, вторая неявно, а третья параметрически.  

0). а)  
[image: image220.wmf]y

 = 
[image: image221.wmf](

)

2

2

sin

x

x

e

+

,   б) 
[image: image222.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image223.wmf]e

e

xy

y

=

+

,   в)   
[image: image224.wmf]t

t

y

t

t

x

1

,

1

-

=

+

=

. 
1). а)  
[image: image225.wmf]y

=
[image: image226.wmf](

)

2

3

3

sin

x

x

e

-

,   б) 
[image: image227.wmf]0

2

=

+

-

x

y

x

y

e

, в) 
[image: image228.wmf]2

t

arctg

x

=

, 
[image: image229.wmf].

1

2

t

y

=

 
2). а)  
[image: image230.wmf]y

 =
[image: image231.wmf]x

x

e

e

-

+

sin

cos

2

,   б) 
[image: image232.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image233.wmf]0

2

2

=

+

+

xy

y

x

, в) 
[image: image234.wmf]t

x

3

cos

=

,
[image: image235.wmf].

sin

3

t

y

=

 
3). а)  
[image: image236.wmf]y

  =
[image: image237.wmf]2

3

1

2

+

-

x

x

,   б) 
[image: image238.wmf]0

3

3

=

-

+

xy

y

x

, в) 
[image: image239.wmf]2

t

e

x

-

=

, 
[image: image240.wmf]2

t

e

y

=

. 
4). а)  
[image: image241.wmf]y

 =
[image: image242.wmf]x

x

ln

, б) 
[image: image243.wmf]+

3

2

x

 +
[image: image244.wmf]0

3

2

=

+

-

y

y

, в) 
[image: image245.wmf]t

e

x

2

-

=

, 
[image: image246.wmf]2

3

t

e

y

=

. 
5). а)  
[image: image247.wmf]y

 =
[image: image248.wmf]3

2

sin

x

x

, б) 
[image: image249.wmf]+

-

+

-

y

y

x

4

3



 EMBED Equation.3  [image: image250.wmf]=

1

0, в) 
[image: image251.wmf]t

x

2

ln

=

, 
[image: image252.wmf]t

y

ln

=

.  
6). а) 
[image: image253.wmf]y

=
[image: image254.wmf]x

tg

x

2

1

, б) 
[image: image255.wmf]0

2

=

+

-

x

xy

y

arctg

, в) 
[image: image256.wmf]=

x



 EMBED Equation.3  [image: image257.wmf]t

arcsin

, 
[image: image258.wmf]2

1

t

y

-

=

. 
7). а)  
[image: image259.wmf]y

=
[image: image260.wmf])

1

1

(

1

4

3

x

x

-

-

+

, б) 
[image: image261.wmf]0

=

+

-

x

y

x

y

arctg

, в) 
[image: image262.wmf],

2

sin

t

x

=

 
[image: image263.wmf]t

y

2

cos

=

. 8). а)  
[image: image264.wmf]y

=
[image: image265.wmf]4

2

1

1

x

x

x

-

+

-

,   б) 
[image: image266.wmf]0

2

2

=

+

-

x

y

x

y

, в) 
[image: image267.wmf]-

=

t

x

2



 EMBED Equation.3  [image: image268.wmf]t

2

sin

, 
[image: image269.wmf]t

y

2

cos

1

-

=

. 
9). а) 
[image: image270.wmf]y

=
[image: image271.wmf]2

2

1

x

x

e

e

-

+

, б) 
[image: image272.wmf]0

3

2

2

=

-

-

+

x

y

y

x

, в) 
[image: image273.wmf]),

sin

(

3

t

t

x

-

=

 
[image: image274.wmf])

cos

1

(

3

t

y

-

=

. 
МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ № 1



Задание 1. Матрицей размерности 
[image: image275.wmf]n

m

´

 называют прямоугольную таблицу из чисел, которые расположены в 
[image: image276.wmf]m

строках и 
[image: image277.wmf]n

столбцах 


[image: image278.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

mn

m

m

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

L

L

L

L

L

L

L

2

1

2

22

21

1

12

11

.
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ОПРЕДЕЛИТЕЛИ
 
Каждой квадратной матрице ставится в соответствие действительное число, которое вычисляется по определённым правилам по элементам матрицы. Это число называют определителем (детерминантом) матрицы 
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 Если матрица 
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Алгебраическим дополнением элемента 
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Определителем квадратной матрицы 
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2. Определитель третьего порядка
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.
Назовём главной диагональю ту диагональ квадратной матрицы, которая проходит из левого верхнего угла в правый нижний угол, а вторую диагональ назовём вспомогательной диагональю. Тогда определитель третьего порядка равен сумме шести слагаемых, каждое из которых является произведением трёх элементов этого определителя. При этом произведение элементов главной диагонали и произведения элементов, расположенных в вершинах треугольников с основаниями параллельными главной диагонали, берутся со своими знаками, а произведение элементов вспомогательной диагонали и произведения элементов, расположенных в вершинах треугольников  с основаниями параллельными этой диагонали, берутся с противоположными знаками. Например, 
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3. Определители более высокого порядка.  Умение вычислять определители третьего порядка и определение позволяют вычислять определители 4–ого, 5–ого и т.д. порядков.
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Обратная матрица
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Задание 2.  Рассмотрим линейную неоднородную систему n уравнений с n неизвестными
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Вместе с определителем  ( системы будем рассматривать определители (
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Теорема 2 (Крамера).  Система (1) имеет единственное решение ( определитель системы ((((((. При этом, решение системы определяется формулами Крамера: 
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Пример. Решить по теореме Крамера следующую систему
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Решение линейных систем с помощью обратной матрицы

Если ввести одностолбцовые матрицы неизвестных
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Равенство (2) называют матричной формой записи линейной системы (1). Если определитель системы (1) ( = det
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Задание 3. Метод Гаусса. Пусть дана система m уравнений с n неизвестными общего вида
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Для практического отыскания решений общих линейных систем чаще всего используется метод Гаусса. Этот метод состоит из следующих трех этапов. 1) Записываем расширенную матрицу 
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 системы (3) и сверху над каждым столбцом записываем неизвестные, из коэффициентов при которых образован этот столбец
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2) Приводим расширенную матрицу
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 системы (3) к трапецевидной форме с матрицей 
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 указанными преобразованиями, является расширенной матрицей системы, эквивалентной исходной системе.

3) При этом возможны три случая: а) система имеет единственное решение, б) система имеет бесконечно много решений, в) система несовместна (не имеет решений). Рассмотрим все эти случаи на конкретных примерах.

Пример 1. Решить методом Гаусса систему
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Приведем расширенную матрицу системы к трапецевидной форме.
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Пример 2.  Решить систему методом Гаусса
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Приведем расширенную матрицу системы к трапецевидной форме:
[image: image508.wmf]A

 = =

( 

( 

( →

= 
[image: image509.wmf]B

. Данная система имеет бесконечное множество решений, так как из третьей строки матрицы 
[image: image510.wmf]B

 получаем 
[image: image511.wmf]4

3

3

4

x

x

-

=

. Из второй строки получаем уравнение 
[image: image512.wmf]+

=

7

5

2

x



 EMBED Equation.2  [image: image513.wmf]4

3

4

7

x

x

-

 = 
[image: image514.wmf]-

+

4

(

7

7



 EMBED Equation.3  [image: image515.wmf]4

4

4

)

3

x

x

-

 или 

. Из первой строки матрицы получаем, 
[image: image516.wmf]-

+

-

=

2

1

2

2

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image517.wmf]3

3

x

+  +
[image: image518.wmf]=

4

x



 EMBED Equation.2  [image: image519.wmf]+

-

2



 EMBED Equation.3  [image: image520.wmf]-

-

×

)

5

7

(

2

4

x



 EMBED Equation.3  [image: image521.wmf]0

)

3

4

(

3

4

4

=

+

-

×

x

x

 Обозначив 
[image: image522.wmf]c

x

=

4

, запишем множество всех решений системы 
[image: image523.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

-

=

=

c

x

c

x

c

x

x

4

3

2

1

3

4

5

7

0

, где 
[image: image524.wmf]c

 – любое действительное число.  

Пример 3. Решить систему 
[image: image1.wmf]B

A

,
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Задание 5. Условимся называть 
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Известно, что однородная система (6) имеет ненулевое решение тогда, и только тогда, когда её определитель равен нулю. Следовательно, матрица
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Пример. Найти собственные числа и собственные векторы матрицы 
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Задание 7. При выполнении этого задания необходимо учесть связь декартовых координат точки с полярными координатами этой точки: 
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Задание 8. 1) Если требуется вычислить предел при 
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Задание 9. Это контрольное задание относится к теме: «Непрерывность функции, точки разрыва и их классификация». Рассмотрим основные понятия, относящиеся к этой теме.
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 Из непрерывности основных элементарных функций и свойств непрерывных функций следует, что сумма, произведение и частное двух элементарных функций непрерывна в своей области определения. Например, функция 
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Задание 10. Это задание относится к теме: «Дифференциальное исчисление функции одной переменной». Основным понятием этой темы является понятие производной функции.
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Из определения производной функции и замечательных пределов получают производные основных элементарных функций. 

Таблица производных основных элементарных функций
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Правила дифференцирования. Пусть функции 
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Производные более высокого порядка 
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Дифференциал и его свойства
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ЗАДАНИЕ 3.  Вычислите частные производные второго порядка  функций.
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ЗАДАНИЕ 5. 0). Найдите размеры прямоугольного участка наибольшей площади, который можно огородить забором длины L.
1). Найдите размеры аквариума (без верхней крышки), имеющего форму прямоугольного параллелепипеда объёма V, на изготовление которого требуется наименьшее количество стекла.
2). Для изготовления цилиндрического бака (без верхней крышки) объёма V использовали материалы стоимостью C[image: image1487.wmf]1

 (на изготовление дна) и C[image: image1488.wmf]2

(на изготовление боковой стенки) рублей за квадратный метр. Какими должны быть радиус основания и высота бака, чтобы стоимость расходованного материала была наименьшей.

3). Найдите размеры ящика (с крышкой), имеющего форму прямоугольного параллелепипеда, наибольшего объёма, который можно изготовить из S м[image: image1489.wmf]2

железа.

4). Найдите размеры открытой цилиндрической ванны с полукруглым поперечным сечением и площадью поверхности  S м[image: image1490.wmf]2

, имеющей наибольшую вместимость.
5). На сфере [image: image1491.wmf]1
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 найдите точку, сумма квадратов расстояний которой от двух данных точек A(2,–1,1), B(–1,3,4) была бы наименьшей.

6). Найдите размеры прямоугольного параллелепипеда наибольшего объёма, который можно вписать в полушар радиуса R.
7). Найдите размеры прямоугольника (стороны которого параллельны полуосям) наибольшей площади, который можно вписать в эллипс  [image: image1492.wmf]1
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y
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.
8). Найдите размеры прямоугольного параллелепипеда наибольшего объёма, который можно вписать в прямой круговой конус высоты h и с радиусом основания r.
9). Найдите размеры прямоугольника с периметром P, который при вращении вокруг одной из своих сторон образует тело наибольшего объёма.
ЗАДАНИЕ 6. Вычислите данные неопределённые интегралы.
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ЗАДАНИЕ 7. Вычислите определённые интегралы. 
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ЗАДАНИЕ 8. Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость.
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        ЗАДАНИЕ 9. 0). Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями 
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. 8). Найдите объём тела, полученного вращением фигуры [image: image1585.wmf]0

,

2

=

-

=

y

x

x

y

 вокруг оси OX. 9). Найдите объём эллипсоида [image: image1586.wmf]1

2

2

2

2

2

2

=

+

+

c

z

b

y

a

x

.
Методические указания к контрольной работе № 2

Задание 1. Это задание относится к теме: «Исследование функции с помощью производной и построение её графика». Для того чтобы построить график функции [image: image1587.wmf])

(

x

f

 необходимо провести исследование основных свойств этой функции по следующей схеме:

1) найти область определения D([image: image1588.wmf]f

) функции [image: image1589.wmf])

(

x

f

;

2) найти точки пересечения графика функции с координатными осями;

3) выяснить, является ли функция [image: image1590.wmf])

(

x

f

чётной или нечётной;

4) выяснить, является ли функция [image: image1591.wmf])

(

x

f

периодической или нет;

5) найти интервалы возрастания (убывания) функции и точки локального экстремума;

6) найти интервалы выпуклости вверх (вниз) и точки перегиба функции;

7) найти вертикальные и наклонные асимптоты кривой [image: image1592.wmf])

(

x

f

y

=

(графика функции [image: image1593.wmf])

(

x

f

); исследовать поведение функции на границах области определения D([image: image1594.wmf]f

) (например, область определения логарифмической функции D([image: image1595.wmf]x

ln

) = (0, +∞); на границе [image: image1596.wmf]x

= 0 области определения поведение функции определится в пункте 7), так как прямая [image: image1597.wmf]x

= 0 является вертикальной асимптотой и [image: image1598.wmf]-¥

=

+

®

x

x

ln

lim

0

, а на границе +∞ необходимо вычислить [image: image1599.wmf]=

®+¥

x

x

ln

lim

 + ∞).

Остановимся подробнее на каждом выше указанном пункте схемы.
1) Областью определения функции [image: image1600.wmf])

(

x

f

называют множество всех значений аргумента [image: image1601.wmf]x

, для которых можно выполнить все указанные в функции действия над аргументом. Область определения функции [image: image1602.wmf])

(

x

f

принято обозначать D([image: image1603.wmf]f

). Например, область определения функции [image: image1604.wmf]1

+

x

x

 определяется системой неравенств [image: image1605.wmf]x

+ 1 ≠ 0, [image: image1606.wmf]0

1

³

+

x

x

. Эти неравенства эквивалентны неравенствам [image: image1607.wmf]î

í

ì

>

+

³

,

0

1

,

0

x

x

 либо [image: image1608.wmf]î

í

ì

<

+

£

.

0

1

,

0

x

x

После объединения решений двух последних систем неравенств получим, что D([image: image1609.wmf]f

) =
= (– ∞, –1)[image: image1610.wmf]È

[0, + ∞).
2) Точка пересечения графика функции [image: image1611.wmf])

(

x

f

с осью OY (осью ординат) имеет координаты (0,[image: image1612.wmf])

0

(

f

). Чтобы найти точку пересечения графика с осью OX (осью абсцисс) необходимо решить уравнение [image: image1613.wmf])

(

x

f

= 0; если точка [image: image1614.wmf]0

x

– решение этого уравнения, то есть [image: image1615.wmf])

(

0

x

f

= 0, тогда точка с координатами ([image: image1616.wmf]0

x

,0) является точкой пересечения графика функции с осью OX. Если уравнение [image: image1617.wmf])

(

x

f

= 0 имеет несколько решений [image: image1618.wmf]1

x

, 
[image: image1619.wmf]2

x

, [image: image1620.wmf]K

,
[image: image1621.wmf]m

x

, тогда точки
[image: image1622.wmf])

0

,

(

1

x

,
[image: image1623.wmf])

0

,

(

2

x

, [image: image1624.wmf]K

, 
[image: image1625.wmf])

0

,

(

m

x

будут точками пересечения графика с осью OX. Найдём, например, точки пересечения графика функции [image: image1626.wmf])

(

x

f

= [image: image1627.wmf]1

2

3

2

2

+

+

-

x

x

x

 с координатными осями. Так как [image: image1628.wmf])

0

(

f

= 2, тогда точка пересечения с осью OY имеет координаты (0,2). Для определения точек пересечения графика с осью OX решим уравнение [image: image1629.wmf]1

2

3

2

2

+

+

-

x

x

x

 = 0, которое эквивалентно квадратному уравнению [image: image1630.wmf]0

2

3

2

=

+

-

x

x

, имеющему два решения [image: image1631.wmf]x

= 1, [image: image1632.wmf]x

= 2. Следовательно, график рассматриваемой функции пересекает ось OX в двух точках с координатами (1,0), (2,0).

3) Определение. Функция [image: image1633.wmf])

(

x

f

называется чётной, если для любых значений аргумента [image: image1634.wmf]x

, принадлежащих области определения D([image: image1635.wmf]f

), выполняется равенство [image: image1636.wmf])

(

x

f

=[image: image1637.wmf])

(

x

f

-

; если же для любых [image: image1638.wmf]Î

x

 D([image: image1639.wmf]f

) выполняется равенство [image: image1640.wmf])

(

x

f

-

=[image: image1641.wmf])

(

x

f

-

, тогда функция [image: image1642.wmf])

(

x

f

называется нечётной.

 
Области определения чётной и нечётной функций должны быть симметричны относительно точки [image: image1643.wmf]x

= 0, так как вместе с точкой [image: image1644.wmf]x

 множеству D([image: image1645.wmf]f

) принадлежит и точка – [image: image1646.wmf]x

. Например, функции 
[image: image1647.wmf]2

x

,
[image: image1648.wmf]2

sin

x

 являются чётными, так как для них выполняется равенство [image: image1649.wmf])

(

x

f

=[image: image1650.wmf])

(

x

f

-

, а функции  [image: image1651.wmf]2

5

3

,

sin

,

x

e

x

x

x

-

являются нечётными, так как для них выполняется равенство [image: image1652.wmf])

(

x

f

-

=[image: image1653.wmf])

(

x

f

-

. Очевидно, что произведение двух нечётных функций является чётной  функцией, а произведение чётной функции на нечётную является функцией нечётной. Например, функция [image: image1654.wmf]x

x

sin

3

 является чётной, так как получена умножением двух нечётных функций, а функция [image: image1655.wmf]x

x

cos

3

 является нечётной как произведение чётной и нечётной функций. Функция [image: image1656.wmf]x

ln

 не является ни чётной, ни нечётной функцией, так как её область определения D([image: image1657.wmf]x

ln

) = (0, +∞) не симметрична относительно начала координат.
Свойства чётности и нечётности функции при построении графиков функций используются следующим образом: график чётной функции симметричен относительно оси OY, а график нечётной функции симметричен относительно начала координат. Следовательно, достаточно построить график таких функций для [image: image1658.wmf]x

≥ 0, а затем отобразить симметрично относительно оси OY (для чётной функции) либо относительно начала координат (для нечётной функции).
4) Определение. Функция [image: image1659.wmf])

(

x

f

называется периодической с периодом [image: image1660.wmf]T

, если для всех [image: image1661.wmf]Î

x

 D([image: image1662.wmf]f

) выполняется равенство [image: image1663.wmf])

(

T

x

f

+

= [image: image1664.wmf])

(

x

f

.

Очевидно, что если число [image: image1665.wmf]T

 является периодом функции [image: image1666.wmf])

(

x

f

, тогда числа [image: image1667.wmf]kT

, где [image: image1668.wmf]k

= 0, ± 1, ± 2, [image: image1669.wmf]K

, также являются периодами этой функции. Основным периодом функции называют наименьший положительный период этой функции. Следовательно, основной период функций [image: image1670.wmf]x

sin

, [image: image1671.wmf]x

cos

, [image: image1672.wmf]x

e

sin

 равен 2[image: image1673.wmf]p

, а основной период функций [image: image1674.wmf],

x

tg

 [image: image1675.wmf]x

ctg

,[image: image1676.wmf]x

tg

e

 равен [image: image1677.wmf]p

. Отметим, что если основной период функции [image: image1678.wmf])

(

x

f

равен [image: image1679.wmf]T

, тогда основной период функции [image: image1680.wmf])

(

ax

f

 будет равен [image: image1681.wmf]a

T

, где [image: image1682.wmf]0

¹

a

. Действительно, [image: image1683.wmf])

(

ax

f

= =[image: image1684.wmf])

(

T

ax

f

+

=[image: image1685.wmf](

)

(

)

a

x

a

f

T

+

. Следовательно, по определению периода, [image: image1686.wmf]a

T

 будет основным периодом функции [image: image1687.wmf])

(

T

ax

f

+

. Отсюда следует, что основным периодом функций [image: image1688.wmf]x

x

5

cos

,

5

sin

[image: image1689.wmf]x

e

5

sin

,

 будет число [image: image1690.wmf]5

2

p

, а основной период функций [image: image1691.wmf]3

,

3

,

3

x

tg

e

x

ctg

x

tg

 буде равен [image: image1692.wmf]p

p

3

3

1

:

=

. Периодичность функции при построении графика учитывают следующим образом: строят график функции на промежутке [image: image1693.wmf]T

x

£

£

0

, или на любом другом промежутке длины [image: image1694.wmf]T

, а затем продолжают этот график по периоду на всю область определения.
5) Функция [image: image1695.wmf])

(

x

f

 называется монотонно возрастающей (монотонно убывающей) на интервале [image: image1696.wmf])

,

(

b

a

, если для любых [image: image1697.wmf]1

x

,[image: image1698.wmf]Î

2

x

[image: image1699.wmf])

,

(

b

a

, таких что [image: image1700.wmf]1

x

,[image: image1701.wmf]2

x

<

, выполняется неравенство [image: image1702.wmf])

(

1

x

f

[image: image1703.wmf])

(

2

x

f

<

 ([image: image1704.wmf])

(

1

x

f

[image: image1705.wmf])

(

2

x

f

>

).
Для того чтобы функция[image: image1706.wmf])

(

x

f

монотонно возрастала (монотонно убывала) на интервале[image: image1707.wmf])

,

(

b

a

 достаточно чтобы её производная[image: image1708.wmf])

(

/

x

f

> 0 ([image: image1709.wmf]0

)

(

/

<

x

f

) для всех значений [image: image1710.wmf]Î

x

[image: image1711.wmf])

,

(

b

a

, за исключением конечного числа точек, в которых [image: image1712.wmf]0

)

(

/

=

x

f

. Например, функция [image: image1713.wmf]3

)

(

x

x

f

=

 имеет производную [image: image1714.wmf]2

/

3

)

(

x

x

f

=

 > 0 для всех 
[image: image1715.wmf]0

¹

x

, а [image: image1716.wmf]0

)

0

(

/

=

f

. Следовательно, эта функ-

ция монотонно возрастает на всей числовой прямой.

Определение. Точка [image: image1717.wmf]0

x

 называется точкой локального максимума (локального минимума) функции [image: image1718.wmf])

(

x

f

, если существует число ∆ > 0 такое, что для любых значений [image: image1719.wmf]Î

x

([image: image1720.wmf]0

x

– ∆, [image: image1721.wmf]0

x

+ ∆) выполняется неравенство[image: image1722.wmf]£

)

(

x

f

[image: image1723.wmf])

(

0

x

f

 ([image: image1724.wmf]³

)

(

x

f

[image: image1725.wmf])

(

0

x

f

). Точки локального максимума и локального минимума функции [image: image1726.wmf])

(

x

f

 называют точками экстремума этой функции.
Необходимый признак экстремума. Если точка [image: image1727.wmf]0

x

 является точкой экстремума функции[image: image1728.wmf])

(

x

f

и существует производная[image: image1729.wmf])

(

0

/

x

f

, тогда[image: image1730.wmf])

(

0

/

x

f

= = 0.

 
Из необходимого признака экстремума следует, что у дифференцируемой функции точками экстремума могут быть только такие точки, в которых производная этой функции равна нулю. Такие точки называют стационарными точками функции. Точками экстремума функции могут быть и такие точки, в которых[image: image1731.wmf])

(

x

f

непрерывна, но не дифференцируема. Все точки этих двух типов, которые могут быть точками экстремума, называют критическими точками этой функции. Например, функция[image: image1732.wmf])

(

x

f

= [image: image1733.wmf]3

2

1

-

x

 непрерывна для любых [image: image1734.wmf]Î

x

(– ∞, + ∞). Производная этой функции[image: image1735.wmf])

(

/

x

f

= =[image: image1736.wmf]3

2

2

)

1

(

3

2

-

×

x

x

. Решив уравнение[image: image1737.wmf])

(

/

x

f

= 0, найдём единственную стационарную точку [image: image1738.wmf]0

=

x

. Но так как производная рассматриваемой функции не существует в точках [image: image1739.wmf]x

= ± 1 (в этих точках знаменатель дроби равен 0), то у функции, кроме стационарной точки [image: image1740.wmf]0

=

x

, имеются две критических точки второго типа [image: image1741.wmf]x

= ± 1.

Таким образом, для отыскания точек локального минимума и локального максимума функции сначала необходимо найти все критические точки этой функции. Так как не все критические точки в действительности являются точками экстремума функции, необходимо каждую из них проверить на наличие экстремума с помощью достаточных признаков экстремума. Рассмотрим два достаточных признака экстремума.

Первый достаточный признак экстремума. Пусть точка [image: image1742.wmf]0

x

 является критической точкой[image: image1743.wmf])

(

x

f

и существует производная[image: image1744.wmf])

(

/

x

f

на множестве ([image: image1745.wmf]D

-

0

x

, [image: image1746.wmf]0

x

)[image: image1747.wmf]È

([image: image1748.wmf]0

x

, [image: image1749.wmf]0

x

+ ∆), где число ∆ > 0. 1). Если[image: image1750.wmf])

(

/

x

f

> 0 на промежутке ([image: image1751.wmf]0

x

– ∆, [image: image1752.wmf]0

x

) и[image: image1753.wmf])

(

/

x

f

< 0 на промежутке ([image: image1754.wmf]0

x

, [image: image1755.wmf]0

x

+ ∆) (производная меняет знак с плюса на минус при переходе через точку [image: image1756.wmf]0

x

), тогда точка [image: image1757.wmf]0

x

 является точкой локального максимума[image: image1758.wmf])

(

x

f

. 2). Если[image: image1759.wmf])

(

/

x

f

< 0 на промежутке ([image: image1760.wmf]0

x

– –∆, [image: image1761.wmf]0

x

) и[image: image1762.wmf])

(

/

x

f

> 0 на промежутке (x[image: image1763.wmf]0

, x[image: image1764.wmf]0

+ ∆) (производная меняет знак с минуса на плюс при переходе через точку [image: image1765.wmf]0

x

), тогда точка [image: image1766.wmf]0

x

 является точкой локального минимума[image: image1767.wmf])

(

x

f

. 3). Если[image: image1768.wmf])

(

/

x

f

> 0 ([image: image1769.wmf])

(

/

x

f

< 0)  на множестве ([image: image1770.wmf]D

-

0

x

, [image: image1771.wmf]0

x

)[image: image1772.wmf]È

([image: image1773.wmf]0

x

, [image: image1774.wmf]0

x

+ ∆) (производная не меняет знак при переходе через точку [image: image1775.wmf]0

x

), тогда точка [image: image1776.wmf]0

x

 не является точкой экстремума.

Второй достаточный признак экстремума. Пусть точка [image: image1777.wmf]0

x

 является стационарной точкой[image: image1778.wmf])

(

x

f

(то есть[image: image1779.wmf])

(

0

/

x

f

= 0). Тогда: 1) если
[image: image1780.wmf])

(

0

//

x

f

> 0,  то точка [image: image1781.wmf]0

x

 является точкой локального минимума; 2) если
[image: image1782.wmf])
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Раскрытие неопределённости  [o∙∞]. Такого рода неопределённость возникает при вычислении предела вида [image: image2016.wmf])
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Раскрытие неопределённости типа [∞ – ∞]. Такого рода неопределённость раскрывается сведением к неопределённостям первых трёх типов тождественными преобразованиями.
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Задание 3. Рассмотрим функцию трёх независимых переменных [image: image2090.wmf])
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Частные производные более высокого порядка. Из последнего примера видно, что частные производные первого порядка являются функциями [image: image2161.wmf]z

y

x

,

,

 и следовательно, эти функции можно также дифференцировать по переменным [image: image2162.wmf]z

y

x

,

,

. Эти производные называют частными производными второго порядка и обозначают [image: image2163.wmf]2

2

x

f

¶

¶

= [image: image2164.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

x

f

x

, [image: image2165.wmf]y

x

f

¶

¶

¶

2

 =[image: image2166.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

x

f

y

, [image: image2167.wmf]z

x

f

¶

¶

¶

2

 = [image: image2168.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

x

f

z

. Аналогично, частную производную первого порядка [image: image2169.wmf])

,

,

(

z

y

x

y

f

¶

¶

 можно дифференцировать по переменным [image: image2170.wmf]z

y

x

,

,

, а именно, [image: image2171.wmf]x

y

f

¶

¶

¶

2

 = [image: image2172.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

y

f

x

, [image: image2173.wmf]2

2

y

f

¶

¶

 =[image: image2174.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

y

f

y

, [image: image2175.wmf]z

y

f

¶

¶

¶

2

 = [image: image2176.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

y

f

z

. Дифференцируя [image: image2177.wmf])

,

,

(

z

y

x

z

f

¶

¶

 по переменным [image: image2178.wmf]z

y

x

,

,

, получаем частные производные второго порядка [image: image2179.wmf]x

z

f

¶

¶

¶

2

=[image: image2180.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

z

f

x

, [image: image2181.wmf]y

z

f

¶

¶

¶

2

 = [image: image2182.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

z

f

y

,[image: image2183.wmf]2

2

z

f

¶

¶

 = [image: image2184.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

z

f

z

. Следовательно, функция трёх переменных[image: image2185.wmf])

,

,

(

z

y

x

f

 имеет девять частных производных второго порядка, но некоторые из этих производных совпадают. Справедлива следующая теорема о смешанных производных.
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Пример. Вычислим частные производные второго порядка функции [image: image2198.wmf])
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(

M

i

f

¶

¶

= =[image: image2277.wmf])

(

M

gradf

∙[image: image2278.wmf]i

 = [image: image2279.wmf])

(

M

x

f

¶

¶

. То есть частная производная по переменной [image: image2280.wmf]x

равна производной по направлению единичного орта [image: image2281.wmf]i

 оси OX.
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Экстремум функции двух переменных

Определение. Точка [image: image2295.wmf])
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Точки плоскости, в которых частные производные первого порядка равны нулю, называют стационарными точками функции [image: image2309.wmf])
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Достаточный признак экстремума. Пусть точка [image: image2320.wmf])
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Составим уравнение касательной плоскости к поверхности, заданной уравнением [image: image2364.wmf]3
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Задание 6. Определение. Функция [image: image2377.wmf])
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Неопределённый интеграл. Из свойств первообразной следует, что множество всех первообразных для функции[image: image2404.wmf])
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Определение. Неопределённым интегралом от функции[image: image2407.wmf])
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Таблица неопределённых интегралов
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Докажем равенство 10. По определению первообразной нужно доказать, что производная правой части этого равенства равна подинтегральной функции. Действительно, имеем [image: image2441.wmf](
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Формула интегрирования по частям. Если [image: image2460.wmf])
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– непрерывно дифференцируемые функции, тогда справедливо равенство
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которое называют формулой интегрирования по частям. 
Рассмотрим интегралы, которые вычисляются только с помощью этой формулы.
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(

)

(

x

P

x

u

n

=

, [image: image2469.wmf]ax

x

v

sin

)

(

/

=

, либо [image: image2470.wmf]ax

x

v

cos

)

(

/

=

, либо [image: image2471.wmf]x

e

x

v

=

)

(

/

. При каждом интегрировании по частям степень полинома уменьшается на единицу.
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Пример. Вычислим с помощью формулы интегрирования по частям [image: image2489.wmf]ò
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3). Интегралы, в которых под знаком интеграла находятся обратные тригонометрические функции, тоже вычисляются интегрированием по частям. Это интегралы вида [image: image2504.wmf]ò
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Замена переменной в неопределённом интеграле. Пусть функция [image: image2524.wmf])
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Задание 7. Пусть функция [image: image2554.wmf])
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Свойства определённого интеграла
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Формула Ньютона–Лейбница. Если функция [image: image2594.wmf])
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Методы интегрирования

1). Формула интегрирования по частям для определённого интеграла. Пусть функции [image: image2599.wmf])
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Равенство (12) называют формулой интегрирования по частям. Рассмотрим некоторые примеры вычисления определённых интегралов при помощи этой формулы. Основные типы интегралов, которые вычисляются только с помощью интегрирования по частям, уже были рассмотрены в примерах к предыдущему заданию. В этом пункте рассмотрим дополнительно ещё несколько интегралов такого вида.
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2). Замена переменной в определённом интеграле. Пусть функция [image: image2625.wmf])
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Задание 8. Несобственные интегралы.
1. Несобственный интеграл первого рода. Пусть функция [image: image2647.wmf])
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