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�°¥¤¨±«®¢¨¥

� ±²®¿¹¨© ³·¥¡­¨ª ¿¢«¿¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥­­® ° ±¸¨°¥­­»¬ ¨ ¯¥°¥° ¡®-

² ­­»¬ ¨§¤ ­¨¥¬ ª­¨£¨ [14]. �¤¥¿ ­ ¯¨± ­¨¿ ² ª®£® ³·¥¡­®£® ¯®±®-

¡¨¿ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² �² ­¨±« ¢³ �¨ª®« ¥¢¨·³ �°³¦ª®¢³, ¢ª« ¤ ª®²®°®-

£® ¢ ²¥®°¨¾ ³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª 

²°³¤­® ¯¥°¥®¶¥­¨²¼. �²® ¨§¤ ­¨¥ ¢»µ®¤¨² ³¦¥ ¯®±«¥ ¡¥§¢°¥¬¥­­®©

ª®­·¨­» ¯°®´¥±±®°  �.�.�°³¦ª®¢ , ¢»¤ ¾¹¥£®±¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¨ ² -

« ­²«¨¢®£® ¯¥¤ £®£ . �®·¥²±¿ ®²¬¥²¨²¼ ®£°®¬­³¾ °®«¼ �² ­¨±« ¢ 

�¨ª®« ¥¢¨·  ¢ °¥®°£ ­¨§ ¶¨¨ ª³°±  ³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§-

¢®¤­»¬¨, ª®²®°»© ·¨² ¥²±¿ ­  ¬¥µ ­¨ª®{¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ´ ª³«¼-

²¥²¥ ��� ¨¬. �.�.�®¬®­®±®¢ . �® ¥£® ­ ±²®¿²¥«¼­®© °¥ª®¬¥­¤ ¶¨¨

ª³°± ±¥¬¨­ °®¢ ¡»« ³¢¥«¨·¥­ ± ¯®«³£®¤®¢®£® ¤® £®¤®¢®£®. �»«¨ ¢¢¥-

¤¥­» ­®¢»¥ ° §¤¥«», ±°¥¤¨ ª®²®°»µ | ³° ¢­¥­¨¿ ± · ±²­»¬¨ ¯°®-

¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , £¤¥ ¨§³· «¨±¼ «®ª «¼­ ¿ ª« ±±¨·¥±ª ¿

²¥®°¨¿, ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥ ¨ ´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ° §°»¢®¢ ³ °¥¸¥­¨© §  ª®-

­¥·­®¥ ¢°¥¬¿, ®¡®¡¹¥­­»¥ ° §°»¢­»¥ °¥¸¥­¨¿, ³¤ °­»¥ ¢®«­».

�²  ª­¨£  ¡»«  § ¤³¬ ­  ª ª ³·¥¡­®¥ ¯®±®¡¨¥ ± ¡®«¼¸¨¬ ª®«¨-

·¥±²¢®¬ § ¤ ·, ­  ¯°¨¬¥°¥ °¥¸¥­¨¿ ª®²®°»µ ¨§« £ ¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥­-

­ ¿ · ±²¼ ¬ ²¥°¨ « . � ¬ µ®²¥«®±¼ ±¤¥« ²¼ ª­¨£³, ª®²®° ¿ ¯®¬®£ « 

¡» ±²³¤¥­² ¬ ¨§³· ²¼ ±®¢°¥¬¥­­»¥ ¯°®¡«¥¬» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨-

§¨ª¨ ¢ «¥£ª®© ¨ ¤®±²³¯­®© ´®°¬¥. �²¬¥· ¿ ¡®«¼¸³¾ °®«¼ ³·¥¡­®£®

¯®±®¡¨¿ [15], ¯®±¢¿¹¥­­®£® ³° ¢­¥­¨¿¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , ¬» ¯»² -

«¨±¼ ±¤¥« ²¼ ² ª³¾ ¦¥ µ®°®¸® ¢®±¯°¨­¨¬ ¥¬³¾ ±²³¤¥­² ¬¨ ª­¨£³

¯® ³° ¢­¥­¨¿¬ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª .

�«¥¤³¾¹¥¥ ­¨¦¥ ¢¢¥¤¥­¨¥ ¬» ±®µ° ­¨«¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢ ²®¬ ¢¨¤¥,

¢ ª ª®¬ ®­® ¡»«® ­ ¯¨± ­® �.�.�°³¦ª®¢»¬ ¤«¿ [14], ­¥±¬®²°¿ ­  ²®,

·²® ­ ±²®¿¹¥¥ ¨§¤ ­¨¥ ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ °¿¤ ­®¢»µ ° §¤¥«®¢. �°¥¦¤¥

¢±¥£® ½²® ª ± ¥²±¿ «®ª «¼­®© ²¥®°¨¨ ³° ¢­¥­¨© ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤-

­»µ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨ ­¥«¨­¥©­»µ (° §¤¥«» 2.1{2.6).

�°®¬¥ ²®£®, ° ±±¬®²°¥­» ®¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ ®¤­®¬¥°­®£® ­¥«¨-

­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (° §¤¥« 4.4), ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ¨§«®¦¥­» ¢®¯°®±»,

±¢¿§ ­­»¥ ± ¯®­¿²¨¿¬¨ ½­²°®¯¨¨ ¨ ½­¥°£¨¨ (° §¤¥«» 5.3{5.5).

�°¨¢¥¤¥­­»© ¢ ª®­¶¥ ¯®±®¡¨¿ ±¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» ° §¤¥«¥­ ­  ¤¢¥

£°³¯¯». �¥°¢ ¿ ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ­ ³·­»¥ ±² ²¼¨ ¨ ´³­¤ ¬¥­² «¼­»¥

° ¡®²», ª®²®°»¥ ¬» °¥ª®¬¥­¤³¥¬ ·¨² ²¼ ¢ ±«³· ¥ ¡®«¥¥ ³£«³¡«¥­­®-

£® ¨§³·¥­¨¿ ²¥¬»; ¢²®° ¿ · ±²¼ ¢ª«¾· ¥² ³·¥¡­¨ª¨ ¨ ³·¥¡­»¥ ¯®±®-

¡¨¿, ¯°¥¤­ §­ ·¥­­»¥ ¤«¿ ±²³¤¥­²®¢.

�®°¨¶ª¨© �.�., �¥·ª¨­ �.�., �®±ª¢ , 19  ¯°¥«¿ 1999 £.
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�¢¥¤¥­¨¥

�¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£®

¯®°¿¤ª  ¢®§­¨ª«¨ ­¥±ª®«¼ª® ¯®§¦¥ ¯®¿¢«¥­¨¿ ¯®­¿²¨¿ ¯°®¨§¢®¤­®©.

�¥²ª¨© ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ½²®£® ¯®­¿²¨¿ ª ª ±ª®°®±²¨ ¤¢¨¦¥­¨¿ ¨

­¥ ¬¥­¥¥ ·¥²ª¨© ¨ ­ £«¿¤­»© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¥£® ª ª ² ­£¥­-

±  ³£«  ­ ª«®­  ª ± ²¥«¼­®© ª ®±¨  ¡±¶¨±± ­  ª®®°¤¨­ ²­®© ¯«®±ª®-

±²¨ ¯°¨¢®¤¨«¨ ®£°®¬­®¥ ·¨±«® § ¤ · ¬¥µ ­¨ª¨ ¨ £¥®¬¥²°¨¨ ª °¥¸¥-

­¨¾ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ± · ±²­»¬¨

¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ¯°¨ § ¤ ­­»µ ­ · «¼­»µ ¤ ­­»µ.

�®ª «¼­ ¿ ²¥®°¨¿ ² ª¨µ ³° ¢­¥­¨©, ®±­®¢ ­­ ¿ ­  ¯®­¿²¨¿µ ¯°®¨§-

¢®¤­®© ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ±´®°¬¨°®¢ « ±¼ ¢ XVIII

¢¥ª¥.

�® ¬­®£¨µ ² ª®£® °®¤  § ¤ · µ ®¤­®© ¨§ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¯¥°¥¬¥­-

­»µ ¿¢«¿¥²±¿ ¢°¥¬¿,   ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¯°®¶¥±±», ¬®¤¥«¨°³¥¬»¥ ¨¬¨, ¯°®-

²¥ª ¾² ¤®±² ²®·­® ¤®«£®. � ²¥·¥­¨¥¬ ¢°¥¬¥­¨ ¬®£³² ¢®§­¨ª­³²¼

®±®¡¥­­®±²¨ ³ ª« ±±¨·¥±ª¨µ °¥¸¥­¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ³° ¢­¥­¨©.

�±­®¢­»¥ ®±®¡¥­­®±²¨ ¡»¢ ¾² ¤¢³µ ²¨¯®¢: ±« ¡»¥ ° §°»¢», ª®£¤ 

± ¬® °¥¸¥­¨¥ ¥¹¥ ­¥¯°¥°»¢­®, ­® ° §°»¢­®© ±² ­®¢¨²±¿ ¯°®¨§¢®¤-

­ ¿, ¨ ±¨«¼­»¥ ° §°»¢», ª®£¤  §  ª®­¥·­®¥ ¢°¥¬¿ °¥¸¥­¨¥ ¯°¨®¡°¥-

² ¥² ° §°»¢ ¯¥°¢®£® °®¤ . �»¢ ¾² ¥¹¥ ¡®«¥¥ ±¨«¼­»¥ ±¨­£³«¿°­®-

±²¨ ¢§°»¢­®£® ²¨¯  (\blow up"), ª®£¤  ³ °¥¸¥­¨¿ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ° §°»¢

¢²®°®£® °®¤ . �®±«¥¤­¾¾ ±¨²³ ¶¨¾ ¢ ­ ±²®¿¹¥¬ ¯®±®¡¨¨ ¬» ° ±-

±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬.

�®­¿²­®, ·²® ¯®±«¥ ¯®¿¢«¥­¨¿ ±¨«¼­»µ ®±®¡¥­­®±²¥© ­¥®¡µ®¤¨¬®

¡»«® ¢¢®¤¨²¼ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ¯®­¿²¨¥ ¯°®¨§¢®¤­®© ° §°»¢­»µ ´³­ª-

¶¨©, ¤  ¨ ° §°»¢­»¥ ­ · «¼­»¥ ³±«®¢¨¿ ¢ ¯°¨­¶¨¯¥ ¡»«¨ ¢®§¬®¦­»

± ¬¨ ¯® ±¥¡¥. �®«£®¥ ¢°¥¬¿ ¡»«¨ ­¥¿±­» ª ª¨¥-«¨¡® ¯®¤µ®¤» ª ½²®©

±¨²³ ¶¨¨. �»µ®¤ ­ ¬¥²¨«±¿ ²®«¼ª® ª ±¥°¥¤¨­¥ ­ ¸¥£® ¢¥ª  ¯®±«¥ ¯®-

¿¢«¥­¨¿ \¨¤¥®«®£¨¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©" (ª ª ´¨§¨·¥±ª®©, ² ª ¨

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®©). �¥°¢®© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© °¥ «¨§ ¶¨¥© ½²®© ¨¤¥®«®-

£¨¨ ¿¢¨« ±¼ ²¥¯¥°¼ ³¦¥ ª« ±±¨·¥±ª ¿ ° ¡®²  �.�®¯´  [1] 1950 £®¤ , ¢

ª®²®°®© ¯®±²°®¥­  ­¥«®ª «¼­ ¿ ²¥®°¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿

ut +
�
u2=2

�
x
= 0 (0.1)

± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬

u
��
t=0

= u0(x); (0.2)

£¤¥ u0(x) | ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ®£° ­¨·¥­­ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿. �±²¥-
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±²¢¥­­»¬ ®¡®¡¹¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (0.1) ¿¢«¿¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥

ut + (f(u))x = 0: (0.3)

�³¹¥±²¢¥­­»© ¢ª« ¤ ¢ ­¥«®ª «¼­³¾ ²¥®°¨¾ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ½²®-

£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢­¥±«¨ (¢ µ°®­®«®£¨·¥±ª®¬ ¯®°¿¤ª¥ ®±­®¢­»µ ° ¡®²)

�.�.�«¥©­¨ª [2], [6], �.�.�¨µ®­®¢, �.�.� ¬ °±ª¨© [3], �.� ª± [4],

�.�.� ¤»¦¥­±ª ¿ [5], �.�.�¥«¼´ ­¤ [7]; ­ ¨¡®«¥¥ ®¡¹ ¿ § ª®­·¥­­ ¿

²¥®°¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (0.3),(0.2) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®£° ­¨·¥­­»µ ¨§¬¥-

°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ¯®±²°®¥­  �.�.�°³¦ª®¢»¬ ¢ [8], [9] (±¬. ² ª¦¥ [16]).

�° ¢­¥­¨¿ ¢¨¤  (0.3) ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®±²¥©¸¨¬¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ¬®-

¤¥«¿¬¨ ¬­®£¨µ ¯°¨°®¤­»µ ¿¢«¥­¨©, ®²° ¦ ¾¹¨¬¨ ±³²¼ ½²¨µ ¿¢«¥-

­¨©.

�±­®¢­ ¿ ¶¥«¼ ¤ ­­®£® ¯®±®¡¨¿: ¯®±«¥ ­ ¯®¬¨­ ­¨¿ ¬ ²¥°¨ «  «®-

ª «¼­®© ²¥®°¨¨, ®¡º¿±­¨²¼, ª ª °¥¸ ¥²±¿ § ¤ ·  ® ¯°®¤®«¦¥­¨¨ ° §-

°»¢­»µ ±®±²®¿­¨© ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¯®­¿²¨¿ ®¡®¡¹¥­­»µ °¥¸¥­¨©. �±®-

¡®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ¡³¤¥² ³¤¥«¥­® ² ª ­ §»¢ ¥¬®© § ¤ ·¥ �¨¬ ­  ® ° ±¯ ¤¥

¯°®¨§¢®«¼­®£® ° §°»¢ , °¥¸¥­¨¥ ª®²®°®© ¢»° ¦ ¥²±¿ ª ª ° §°»¢-

­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ (³¤ °­»¥ ¢®«­»), ² ª ¨ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨

(² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ¶¥­²°¨°®¢ ­­»¥ ¢®«­» ° §°¥¦¥­¨¿).

�» ­ ¤¥¥¬±¿, ·²® ¤ ­­®¥ ¯®±®¡¨¥ ¡³¤¥² ¯®«¥§­»¬ ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨

±®¢°¥¬¥­­®© ²¥®°¨¨ ³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¨ ³° ¢­¥-

­¨© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨.

1. �»¢®¤ ³° ¢­¥­¨©

�° ¢­¥­¨¥�®¯´ . � ±±¬®²°¨¬ ®¤­®¬¥°­³¾ ±°¥¤³, ±®±²®¿¹³¾ ¨§

· ±²¨¶, ¤¢¨¦³¹¨µ±¿ ¯® ¨­¥°¶¨¨ (².¥. ¡¥§ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¨ ¢ ®²±³²-

±²¢¨¨ ¢­¥¸­¨µ ±¨«). �¡®§­ ·¨¬ u(t; x) | ±ª®°®±²¼ · ±²¨¶», ­ µ®-

¤¿¹¥©±¿ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ¢ ²®·ª¥ x. �±«¨ x = '(t) | ²° ¥ª²®-

°¨¿ ¤¢¨¦¥­¨¿ ­¥ª®²®°®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© · ±²¨¶», ²® ¥¥ ±ª®°®±²¼ |

_'(t) = u(t; '(t)), ³±ª®°¥­¨¥ ¦¥ �'(t) ° ¢­® ­³«¾. �­ ·¨²,

0 =
d2'

dt2
=

d

dt
u(t; '(t)) =

@u

@t
+
@u

@x
_' =

@u

@t
+
@u

@x
u:

�®«³·¥­­®¥ ³° ¢­¥­¨¥

ut + uux = 0; (1.1)

®¯¨±»¢ ¾¹¥¥ ½¢®«¾¶¨¾ ¯®«¿ ±ª®°®±²¥© u ­¥¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ · -
±²¨¶, ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ �®¯´ .
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�° ¢­¥­¨¥ ­¥° §°»¢­®±²¨. �²® ³° ¢­¥­¨¥, ª®²®°®¥ ¢»¢®¤¨²±¿

¢ ª³°±¥ ¬¥µ ­¨ª¨ ±¯«®¸­®© ±°¥¤», ®¯¨±»¢ ¥² ¤¢¨¦¥­¨¥ ¦¨¤ª®±²¨

(¨«¨ £ § ) ¢ Rn ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ¨±²®·­¨ª®¢ ¨ ±²®ª®¢. �¡®§­ ·¨¬

v(x; t) = (v1; : : : ; vn) | ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ ¤¢¨¦¥­¨¿ ¦¨¤ª®±²¨, �(x; t)
| ¥¥ ¯«®²­®±²¼. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ®¡« ±²¼ V � Rn. � ¬®-

¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ¬ ±±  ¦¨¤ª®±²¨, ±®¤¥°¦ ¹¥©±¿ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ° ¢­ 

MV (t) =

Z
V

�(x; t) dx;

±ª®°®±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ½²®© ¬ ±±» ¥±²¼ dMV =dt. � ¤°³£®© ±²®°®­»,

¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ¨±²®·­¨ª®¢ ¨ ±²®ª®¢ ¢­³²°¨ V , ¨§¬¥­¥­¨¥ ¬ ±±»MV

¯°®¨±µ®¤¨² ²®«¼ª® ®² ¢²¥ª ­¨¿ ¨ ¢»²¥ª ­¨¿ ¦¨¤ª®±²¨ ·¥°¥§ £° ­¨-

¶³ @V ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ®¡« ±²¨, ²® ¥±²¼ ±ª®°®±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¬ ±±»

MV (t) ° ¢­  ¯®²®ª³ ¦¨¤ª®±²¨ ·¥°¥§ @V :

dMV

dt
= �

Z
@V

(v(x; t); �) � �(x; t) dSx:

�¤¥±¼ (v; �) | ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°  ±ª®°®±²¨ v ¨ ¢¥ª²®° 
¥¤¨­¨·­®© ¢­¥¸­¥© ­®°¬ «¨ � ª £° ­¨¶¥ ¢ ²®·ª¥ x 2 @V , dSx |

½«¥¬¥­² ¯«®¹ ¤¨ ­  @V .
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥¬:

d

dt

Z
V

�(x; t) dx = �

Z
@V

(v(x; t); �) � �(x; t) dSx:

� ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨, ·²® � ¨ u ¤®±² ²®·­® £« ¤ª¨, ¯°¥®¡° §³¥¬ ¯° ¢³¾

· ±²¼ ¯®±«¥¤­¥£® ° ¢¥­±²¢  ¯® ´®°¬³«¥ � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£® (¨­-

²¥£° « ®² ¤¨¢¥°£¥­¶¨¨ ¯® ­¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨ ° ¢¥­ ¯®²®ª³ ·¥°¥§ ¥¥

£° ­¨¶³): Z
V

@�

@t
dx = �

Z
V

div(�v) dx; (1.2)

£¤¥ div | ®¯¥° ²®° ¤¨¢¥°£¥­¶¨¨ ¯® ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¬ ¯¥°¥¬¥­­»¬.

� ¯®¬­¨¬, ¤¨¢¥°£¥­¶¨¥© ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a(x) = (a1; : : : ; an) 2 R
n

­ §»¢ ¥²±¿ ±ª «¿°­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

div a = (a1)x1 + : : :+ (an)xn :

� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼­®±²¨ ®¡« ±²¨ V � Rn, ¨§ ° ¢¥­±²¢  (1.2) ¯°¨µ®¤¨¬

ª µ®°®¸® ¨§¢¥±²­®¬³ ¢ £¨¤°®¤¨­ ¬¨ª¥ ³° ¢­¥­¨¾ ­¥° §°»¢­®±²¨:

@�

@t
+ div(�v) = 0: (1.3)
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�° ¢­¥­¨¥ ¯°®± ·¨¢ ­¨¿ ¢®¤» ·¥°¥§ ¯¥±®ª. �«¿ ³¯°®¹¥­¨¿

¢¢¥¤¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¥±²¥±²¢¥­­»µ ®£° ­¨·¥­¨©. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢®-

¤  ¤¢¨£ ¥²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ²®«¼ª® ±¨«» ²¿¦¥±²¨, ².¥. ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢¥°-

²¨ª «¼­®¥ ¨ ®² £®°¨§®­² «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² § ¢¨±¨¬®±²¨ ­¥². �±²®·-

­¨ª¨ ¨ ±²®ª¨ ®²±³²±²¢³¾²,   ±ª®°®±²¼ ¯°®± ·¨¢ ­¨¿ v ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿
¯«®²­®±²¨ � � u(t; x), ².¥. v = v(u).

�ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­® ³±² ­®¢«¥­®, ·²® § ¢¨±¨¬®±²¼ v(u) ¢»£«¿¤¨²
² ª, ª ª ¨§®¡° ¦¥­® ­  °¨±. 1. �  ®²°¥§ª¥ [0; u0] ± µ®°®¸¥© ²®·­®-

±²¼¾ ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ½²  § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®·²¨ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª ¿,

².¥. v(u) = Cu2.
� ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¥ (1.3) ¯¥°¥¯¨-

¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

ut(t; x) + [u(t; x) � v (u(t; x))]x = 0; (1.4)

¨«¨

ut + p(u)ux = 0;

£¤¥

p(u) = v(u) + v0(u)u:

�±¯®¬¨­ ¿ ®¡ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­®

­ ©¤¥­­®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ±ª®°®±²¨

¯°®± ·¨¢ ­¨¿ ®² ¯«®²­®±²¨, ±·¨-

² ¥¬ v(u) = u2=3, ¨ ®ª®­· ²¥«¼­®
¨¬¥¥¬:

ut + u2ux = 0:

�¨±. 1

�° ¢­¥­¨¥ ¤®°®¦­®£® ¤¢¨¦¥­¨¿. �²® ³° ¢­¥­¨¥, ª ª ¨ ³° ¢-

­¥­¨¥ ´¨«¼²° ¶¨¨, ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ®¤­®¬¥°­®£® ¯® x ³° ¢­¥­¨¿ ­¥° §-
°»¢­®±²¨ (1.3). � § ¤ · µ ¤®°®¦­®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¾² ½ª±¯¥°¨-

¬¥­² «¼­® ­ ©¤¥­­³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ±ª®°®±²¨ ¤¢¨¦¥­¨¿  ¢²®¬®¡¨«¥©

v(u) ®² ¯«®²­®±²¨ u(t; x) ¬ ¸¨­ ­   ¢²®±²° ¤¥ ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥. �¨-

¯¨·­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¤®°®¦­®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©

v(u) = Au(1� u); A = Const > 0:

� ½²®¬ ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¥ (1.4) ¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤

ut + A(2u� 3u2)ux = 0:

9



2. �®ª «¼­ ¿ ª« ±±¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿

�®ª «¼­® ³° ¢­¥­¨¿ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  °¥-

¸ ¾²±¿ ¬¥²®¤ ¬¨ ²¥®°¨¨ ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢-

­¥­¨© ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±¢¥¤¥­¨¿ ¨µ ª ² ª ­ §»¢ ¥¬®© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-

±ª®© ±¨±²¥¬¥. � ´¨§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ½²®² ´ ª² ¬®¦­® ° ±±¬ -

²°¨¢ ²¼ ª ª ¤¢®©±²¢¥­­®±²¼ ®¯¨± ­¨¿ ¿¢«¥­¨© ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¢®«­ ¨

¯°¨ ¯®¬®¹¨ · ±²¨¶ (ª®°¯³±ª³«¿°­®{¢®«­®¢®© ¤³ «¨§¬). �®«¥ ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¥² ­¥ª®²®°®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£®

¯®°¿¤ª , ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¦¥ · ±²¨¶ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ®¡»ª­®¢¥­­»µ

¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©. �¢¥¤¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®-

¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ª ±¨±²¥¬¥ ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨-

 «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ¯®§¢®«¿¥² ±¢¥±²¨ ¨§³·¥­¨¥ ½¢®«¾¶¨¨ ¢®«­ ª ¨§³-

·¥­¨¾ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ · ±²¨¶.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¡®«¼¸ ¿ · ±²¼ ¢®¯°®±®¢, ° ±±¬®²°¥­­»µ ¢ ­ ±²®-

¿¹¥¬ ¯ ° £° ´¥, ¯®¤°®¡­® ®±¢¥¹¥­  ¢ ³·¥¡­¨ª µ ¯® ®¡»ª­®¢¥­­»¬

¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¿¬ (­ ¯°¨¬¥°, [12, �« ¢  2]). � ¤ ·¨ ­ 

­ µ®¦¤¥­¨¥ ®¡¹¨µ °¥¸¥­¨© ¤«¿ «¨­¥©­»µ ¨ ª¢ §¨«¨­¥©­»µ ³° ¢­¥-

­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª ,   ² ª¦¥ ­  °¥¸¥-

­¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© § ¤ ·¨ �®¸¨ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¢ [17, x20]. �¨¦¥
¬» ª° ²ª® ­ ¯®¬­¨¬ ®±­®¢­»¥ ´ ª²», ª ± ¾¹¨¥±¿ «®ª «¼­®© ²¥®-

°¨¨ «¨­¥©­»µ ¨ ª¢ §¨«¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»-

¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ®±² ­®¢¨¢¸¨±¼ ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ­  ²¥®°¨¨ ­¥«¨-

­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ª®²®° ¿ ®¯¨± ­  ¤ «¥ª® ­¥ ¢® ¢±¥µ ³·¥¡­¨ª µ.

�³±²¼ x = (x1; : : : ; xn) | ²®·ª  n-¬¥°­®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ­-

±²¢ . � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ ¢¨¤ 

F

�
x1; : : : ; xn; u(x);

@u(x)

@x1
; : : : ;

@u(x)

@xn

�
= 0; (2.1)

£¤¥ u(x) � u(x1; : : : ; xn) | ­¥¨§¢¥±²­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«³· ©, ª®£¤  ´³­ª¶¨¿

F (x; u; p) � F (x1; : : : ; xn; u; p1; : : : ; pn)

¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬  ¯® ¯¥°¥¬¥­­»¬ p1; : : : ; pn.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.1. �¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ± · ±²­»¬¨ ¯°®-

¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ ¢¨¤  (2:1), ¥±«¨

jrpF j
2
=

nX
i=1

�
@F

@pi

�2
6= 0
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­  ­¥ª®²®°®¬ ®²ª°»²®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ G � R2n+1 ¯°®±²° ­±²¢  ¯¥-

°¥¬¥­­»µ x1; : : : ; xn; u; p1; : : : ; pn:

�®¤ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1) ¯®­¨¬ ¥²±¿ ­¥¯°¥-

°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ u(x), ª®²®° ¿ ¯°¨ ¯®¤±² ­®¢ª¥ ¢

­¥£® ¤ ¥² ¢¥°­®¥ ° ¢¥­±²¢®.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ x-®¢ ´¨ª±¨°®¢ ­  £« ¤ª ¿ £¨¯¥°¯®-
¢¥°µ­®±²¼ 
 � Rn, dim
 = n � 1, ¨ ­  ­¥© § ¤ ­  ´³­ª¶¨¿ u0(x):

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.2. � ¤ ·¥© �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (2:1) ­ §»¢ ¥²±¿
§ ¤ ·  ® ­ µ®¦¤¥­¨¨ °¥¸¥­¨¿ u(x) ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿-

¾¹¥£® ­ · «¼­®¬³ ³±«®¢¨¾

u
��


= u0(x): (2.2)

2.1. �¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥

�³±²¼ v = v(x) | £« ¤ª®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¢ ®¡« ±²¨ 
 � Rn.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.3. �¨­¥©­»¬ ®¤­®°®¤­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ± · ±²­»¬¨

¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥

Lv[u] � v1(x)
@u

@x1
+ : : :+ vn(x)

@u

@xn
= 0: (2.3)

� ¯®¬­¨¬, ·²® ¢ ²¥®°¨¨ ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢-

­¥­¨© ®¯¥° ²®° Lv � v1
@
@x1

+: : :+vn
@

@xn
­ §»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬ ¤¨´-

´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ v(x). �¥®¬¥²°¨·¥-
±ª¨ ³° ¢­¥­¨¥ (2.3) ®§­ · ¥², ·²® £° ¤¨¥­² ru �

�
@u
@x1

; : : : ; @u
@xn

�
¨±-

ª®¬®© ´³­ª¶¨¨ u ®°²®£®­ «¥­ ¢¥ª²®°­®¬³ ¯®«¾ v(x) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥
®¡« ±²¨ 
.

�«¿ ²®£® ·²®¡» £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ u = u(x) ¡»«  °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢-

­¥­¨¿ (2.3), ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» u ¡»«  ¯®±²®¿­­  ¢¤®«¼
´ §®¢»µ ª°¨¢»µ ¯®«¿ v(x), ².¥. ¿¢«¿« ±¼ ¯¥°¢»¬ ¨­²¥£° «®¬ ±¨±²¥¬»

³° ¢­¥­¨© 8>><
>>:

_x1 = v1(x1; : : : ; xn);
_x2 = v2(x1; : : : ; xn);

� � �
_xn = vn(x1; : : : ; xn):

(2.4)

�¨±²¥¬  (2.4), ª®²®°³¾ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ² ª¦¥ ¢ ¢¥ª²®°­®© ´®°-

¬¥ _x = v(x), ­ §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© «¨­¥©­®£®
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³° ¢­¥­¨¿ (2.3). �¥¸¥­¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ­ §»¢ ¾²±¿

µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨, ± ¬® ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ v(x) ¢ n-¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­-

±²¢¥ x-®¢ ­ §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥ª²®°­»¬ ¯®«¥¬ «¨­¥©-

­®£® ³° ¢­¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.4. �¨­¥©­»¬ ­¥®¤­®°®¤­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ± · ±²­»-

¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥

Lv[u] = f(x); (2.5)

£¤¥ f(x) | § ¤ ­­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿.

� ³° ¢­¥­¨¨ (2.5) ´ ª²¨·¥±ª¨ ­ ¯¨± ­®, ·²® ¥±«¨ ¬» ¤¢¨£ ¥¬±¿

¯® µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬ x(t) (².¥. ¢¤®«¼ °¥¸¥­¨© x(t) ±¨±²¥¬» (2.4)),

²® u(x(t)) ¬¥­¿¥²±¿ ± ¨§¢¥±²­®© ±ª®°®±²¼¾ f(x(t)). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

¢ ±«³· ¥ ­¥®¤­®°®¤­®£® «¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾

±¨±²¥¬³ (2.4) ±«¥¤³¥² ¤®¯®«­¨²¼ ³° ¢­¥­¨¥¬ ­  u:

_u = f(x1; : : : ; xn): (2.6)

�«¿ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.3),(2.2) ¤«¿ «¨­¥©­®£® ®¤­®°®¤­®-

£® ³° ¢­¥­¨¿ ¤®±² ²®·­® ¯°®¤®«¦¨²¼ ´³­ª¶¨¾ u(x) ± ¯®¢¥°µ­®±²¨

 ª®­±² ­²®© ¢¤®«¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª x(t). � ±«³· ¥ § ¤ ·¨ (2.5),(2.2)

¤«¿ ­¥®¤­®°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ­ · «¼­»¥ ³±«®¢¨¿ ­ ¤® ¯°®¤®«¦ ²¼ ¢

±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± § ª®­®¬ (2.6).

�²¬¥²¨¬ ¤¢¥ ¢ ¦­»¥ ®±®¡¥­­®±²¨ ª®°°¥ª²­®© ¯®±² ­®¢ª¨ § ¤ ·¨

�®¸¨.

�¨±. 2.

� ¬¥· ­¨¥ 2.1. � ¤ ·  �®¸¨ ±² ¢¨²±¿ «®ª «¼­® (².¥. ¢ ®ª°¥±²­®-

±²¨ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¨ x0 ­  
). � ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥, ª ª ½²® ¢¨¤­®,
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­ ¯°¨¬¥°, ¨§ °¨±. 2, µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¬®¦¥² ¯°¨­¥±²¨ ¢ ­¥ª®²®°³¾

²®·ª³ x ° §­»¥ §­ ·¥­¨¿ ®² ° §­»µ ²®·¥ª ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ 
. � ª¨¬
®¡° §®¬, °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (2.3),(2.2) ¡³¤¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ­¥ ¯°¨ «¾-

¡»µ ­ · «¼­»µ ³±«®¢¨¿µ u0(x).
� ª¦¥ ¢¯®«­¥ ¢®§¬®¦­®, ·²® ¢±¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ®¡¹¨¥

²®·ª¨ ± ­ · «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ 
, ­¥ § ¯®«­¿¾² ¶¥«¨ª®¬ ®¡« ±²¼,

¢ ª®²®°®© ¨¹¥²±¿ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ­¥ ¡³¤¥²

¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ °¥¸¥­¨¿.

� ¬¥· ­¨¥ 2.2. �±«¨ ¢ ²®·ª¥ x0 2 
 ¢¥ª²®° v(x0) ª ± ¥²±¿ ¯®-

¢¥°µ­®±²¨ 
 (² ª¨¥ ²®·ª¨ x0 ­ §»¢ ¾²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¨, ±¬.
°¨±. 2), ²®, ¢»¡¨° ¿ ¤ ¦¥ ¬ «³¾ ®ª°¥±²­®±²¼ ½²®© ²®·ª¨, ¬» ­¥ ¨§-

¡ ¢«¿¥¬±¿ ®² ¯°®¡«¥¬, ®²¬¥·¥­­»µ ¢ � ¬¥· ­¨¨ 2.1. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¬®¦­® £ -

° ­²¨°®¢ ²¼ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ «¨¸¼ ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ­  
.

�¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª 

¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ­¥° §°¥¸¨¬»¬ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®©

²®·ª¨ ¨ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ª ¦¤ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¯¥°¥±¥ª ¥² ­ -

· «¼­³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ 
 °®¢­® ®¤¨­ ° §.

�°¨¬¥° 2.1. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ �®¸¨:

@u

@x
= 0; u

��
y=x3

= x2: (2.7)

� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥ª²®°­»¬ ¯®«¥¬ §¤¥±¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²®¿­­®¥

¥¤¨­¨·­®¥ ¯®«¥ (1; 0), µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨ | ¯°¿¬»¥ y = C, ª ¦¤ ¿ ¨§
ª®²®°»µ ¯¥°¥±¥ª ¥² ª³¡¨·¥±ª³¾ ¯ ° ¡®«³ 
 = f(x; y) j y = x3g °®¢­®
¢ ®¤­®© ²®·ª¥. �°®¤®«¦ ¿ ­ · «¼­³¾ ´³­ª¶¨¾ x2 (° ¢­³¾ y2=3 ­ 


) ¯®±²®¿­­®© ¢¤®«¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ².¥. ­¥§ ¢¨±¨¬®© ®² x, ¯®«³· -
¥¬ \°¥¸¥­¨¥" u(x; y) = y2=3 | ´³­ª¶¨¾, ­¥ ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ­¥¯°¥°»¢­®

¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®© ­  ¯°¿¬®© y = 0.

�®§° ¦¥­¨¥, ·²® ²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ­ ©¤¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨¬¥¥² · ±²-

­³¾ ¯°®¨§¢®¤­³¾ ¯® x ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¾,

«¥£ª® ±­¿²¼, ±¤¥« ¢ ¢ § ¤ ·¥ (2.7) § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­»µ x = x0 + y0,
y = x0 � y0. �®±«¥ ½²®£® ¯®¢®°®²  (¨ ° ±²¿¦¥­¨¿ ®±¥©) ¯®«³·¨¬ ±«¥-

¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ �®¸¨:

@u

@x0
+
@u

@y0
= 0; u

��


= (x0 + y0)

2
:

�®«³·¥­­®¥ ¦¥ \°¥¸¥­¨¥" u(x0; y0) = (x0 � y0)
2=3

­¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ · ±²-

­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ­¨ ¯® x0, ­¨ ¯® y0 ­  ¯°¿¬®© x0 � y0 = 0.

13



2.2. �¢ §¨«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.5. �¢ §¨«¨­¥©­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§-

¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ (2:1) ¢ ±«³· ¥, ª®£¤ 
´³­ª¶¨¿ F (x; u; p) «¨­¥©­  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯¥°¥¬¥­­»µ p1; : : : ; pn.

�² ª, ª¢ §¨«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ | ½²® ³° ¢­¥­¨¥ ¢¨¤ 

Lv(x;u) � v1(x; u)
@u

@x1
+ : : :+ vn(x; u)

@u

@xn
= f(x; u): (2.8)

�±«¨ ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (2.8) ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥­²» vi ­¥ § ¢¨±¿² ®² u, ².¥.
vi = vi(x), ²® ³° ¢­¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«³«¨­¥©­»¬.

�®  ­ «®£¨¨ ± «¨­¥©­»¬ ±«³· ¥¬ ­ ¯¨¸¥¬ ±¨±²¥¬³ (2.4),(2.6):8>><
>>:

_x1 = v1(x1; : : : ; xn; u);
� � �

_xn = vn(x1; : : : ; xn; u);
_u = f(x1; : : : ; xn; u):

(2.9)

�²  ±¨±²¥¬  ­ §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ¤«¿ ª¢ §¨-

«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.8); °¥¸¥­¨¿ (x(t); u(t)) 2 Rn+1 ±¨±²¥¬» (2.9)

| µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿; µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ ª¢ -

§¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.8) ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ± ª®¬¯®-

­¥­² ¬¨ (v1(x; u); : : : ; vn(x; u); f(x; u)) ¢ (n+1)-¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥

± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (x1; : : : ; xn; u).

� ¬¥· ­¨¥ 2.3. � ±«³· ¥ «¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£®

ª ª ª¢ §¨«¨­¥©­®¥,   ² ª¦¥ ¢ ±«³· ¥ ¯®«³«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ¯°®-

¥ª¶¨¿ (v1; : : : ; vn) ­  ¯°®±²° ­±²¢® x-®¢ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®-
°  (v1; : : : ; vn; f) ¢ ²®·ª¥ (x0; u0), ­¥ § ¢¨±¨² ®² §­ ·¥­¨¿ u0, ² ª ª ª

ª®½´´¨¶¨¥­²» vi ­¥ § ¢¨±¿² ®² u. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ½²¨µ ±«³· ¿µ

¯°®¥ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢® x-®¢ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, «¥¦ ¹¨µ \­  ° §­»µ
¢»±®² µ", ±®¢¯ ¤ ¾² (¬» ±·¨² ¥¬ ®±¼ u ¢¥°²¨ª «¼­®©).

�±«¨ £« ¤ª ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ M � Rn+1 ¿¢«¿¥²±¿ £° ´¨ª®¬ ´³­ª-

¶¨¨ u = u(x), ²® ¢¥ª²®° ­®°¬ «¨ ª ­¥© ¢ ª®®°¤¨­ ² µ (x; u) ¨¬¥¥²
¢¨¤ (rxu;�1) = (@u=@x1; : : : ; @u=@xn;�1), ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ³° ¢­¥-

­¨¥ (2.8) £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®§­ · ¥² ®°²®£®­ «¼­®±²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-

±ª®£® ¢¥ª²®°  (v(x; u); f(x; u)) ¨ ­®°¬ «¨ ªM; ².¥. ª ± ­¨¥ ¯®¢¥°µ­®-
±²¨ M ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¯®«¿.
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�¥®°¥¬  2.1. �« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ u = u(x) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢-

­¥­¨¿ (2:8) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¥ £° ´¨ª M = f(x; u(x))g,
M � Rn+1, ª ± ¥²±¿ ¢ ª ¦¤®© ±¢®¥© ²®·ª¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£®

¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ (v1; : : : ; vn; f).

�«¥¤±²¢¨¥ 2.1. � ª ª ª µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ (x(t); u(t)) ¯® ®¯°¥¤¥«¥-

­¨¾ ª ± ¾²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ (±¬. (2:9)),
²® µ ° ª²¥°¨±²¨ª , ¨¬¥¾¹ ¿ ®¡¹³¾ ²®·ª³ ± £° ´¨ª®¬ °¥¸¥­¨¿,

¢±¿ «¥¦¨² ­  ½²®¬ £° ´¨ª¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, £° ´¨ª °¥¸¥­¨¿ u(x)
³° ¢­¥­¨¿ (2:8) ¯®«­®±²¼¾ ±®±² ¢«¥­ ¨§ µ ° ª²¥°¨±²¨ª.

(�» ¢±¥£¤  ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ³¤®-

¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ °¥-

¸¥­¨¿ ¨§ ²¥®°¨¨ ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©.)

�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.8),(2.2) ¤«¿ ª¢ §¨«¨­¥©-

­®£® ³° ¢­¥­¨¿ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �³±²¼

� = f(x; u0(x)) j x 2 
g � R
n+1; dim� = n� 1;

| £° ´¨ª ­ · «¼­®© ´³­ª¶¨¨ u0(x). �»¯³±ª ¿ ¨§ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ­ 

� µ ° ª²¥°¨±²¨ª³, ¯®«³·¨¬ ­¥ª®²®°³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ M ª®° §¬¥°­®-

±²¨ 1. �¨¦¥ ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® M ¨ ¡³¤¥² (¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ «®ª «¼-

­® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ (x0; u0(x0)) 2 �) £° ´¨ª®¬ ¨±ª®¬®£® °¥¸¥-

­¨¿ u(x), ¥±«¨ ²®«¼ª® ²®·ª  (x0; u0(x0)) | ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.6. �®·ª  (x0; u0) 2 � ­ §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-

±ª®©, ¥±«¨ ¢¥ª²®° v(x0; u0) ª ± ¥²±¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥ 
.

� ¬¥· ­¨¥ 2.4. �«¿ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ±²®¨² ¢®¯°®± ­¥ ®

µ ° ª²¥°¨±²¨·­®±²¨ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¨ x0 2 
 � Rn,   ® µ ° ª²¥°¨-

±²¨·­®±²¨ ²®·ª¨ (x0; u0(x0)) 2 � � Rn+1, ² ª ª ª µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-

±ª®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ § ¢¨±¨² ¨ ®² u.

�±«¨ (x0; u0(x0)) 2 � | ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ²® ¯«®±-

ª®±²¼ T , ª ± ²¥«¼­ ¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ª M , ¨§®¬®°´­® ¯°®¥¶¨°³¥²-

±¿ ­  ¯°®±²° ­±²¢® x-®¢. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯«®±ª®±²¼ T § ¤ ¥²±¿ ª -

± ²¥«¼­»¬¨ ª � ­ ¯° ¢«¥­¨¿¬¨, ª®²®°»¥ ¯°¨ ¯°®¥¶¨°®¢ ­¨¨ ®¡° -

§³¾² ¯«®±ª®±²¼, ª ± ²¥«¼­³¾ ª 
, ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥ª²®°®¬

(v(x0; u0(x0)); f(x0; u0(x0))), ª®²®°»© ¯°¨ ¯°®¥¶¨°®¢ ­¨¨ ¯¥°¥µ®¤¨²

¢ ²° ­±¢¥°± «¼­»© ª 
 ¢¥ª²®° v(x0; u0(x0)). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, «®ª «¼-
­® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ (x0; u0(x0)) 2 � ¯®±²°®¥­­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ M
¿¢«¿¥²±¿ £° ´¨ª®¬ £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¨ u = u(x).
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2.3. � ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿

�° ¢­¥­¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿

F (x; u; p) = 0 (2.10)

¬» ¯®«³·¨¬ ¬¥²®¤®¬ ª¢ §¨«¨­¥ °¨§ ¶¨¨, § ª«¾· ¾¹¥£®±¿ ¢ ²®¬,

·²® ¥±«¨ u(x) | °¥¸¥­¨¥ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.10), ²® ´³­ª¶¨¨

pi = uxi ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ­¥ª®²®°®¬³ ª¢ §¨«¨­¥©­®¬³ ³° ¢­¥­¨¾.
�» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´³­ª¶¨¿ F ¤¢ ¦¤» ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥-

°¥­¶¨°³¥¬ , ¨ °¥¸¥­¨¥ u(x) ³° ¢­¥­¨¿ (2.10) | ² ª¦¥ ª« ±±  C2;

p(x) � ux(x). �°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ²®¦¤¥±²¢® F (x; u(x); p(x)) = 0

¯® xi. �¬¥¥¬:

@F

@xi
+
@F

@u
pi +

nX
j=1

@F

@pj

@pj

@xi
= 0:

�·¨²»¢ ¿, ·²®
@pj
@xi

=
@pi
@xj

�
=

@2u

@xi@xj

�
;

¬» ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ¯®«³· ¥¬ ª¢ §¨«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ­  pi:

nX
j=1

@F

@pj

@pi
@xj

= �
@F

@xi
�
@F

@u
pi : (2.11)

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (2.9) µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ¤«¿ ½²®£® ³° ¢-

­¥­¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤ 8>>><
>>>:

_x1 = @F
@p1

;

� � �

_xn = @F
@pn

;

_pi = � @F
@xi

� @F
@u
pi:

�¡º¥¤¨­¿¿ ³° ¢­¥­¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ¯®«³·¥­­»¥ ¤«¿ ª ¦¤®£® pi,

¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼

_x = Fp; _p = �Fx � Fup:

�«¿ § ¬»ª ­¨¿ ±¨±²¥¬» ®±² ¥²±¿ ¯®«³·¨²¼ ³° ¢­¥­¨¥ ­  u. � ©¤¥¬
¯°®¨§¢®¤­³¾ ´³­ª¶¨¨ u(x) ¢ ±¨«³ ±¨±²¥¬» _x = Fp:

du

dt
=

nX
j=1

@u

@xj
_xj =

nX
j=1

pjFpj = p � Fp: (2.12)
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(�¤¥±¼ ·¥°¥§ p � Fp ¬» ®¡®§­ · «¨ ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢

p = (p1; : : : ; pn) ¨ Fp = (Fp1 ; : : : ; Fpn).)

�² ª, ¯®«³·¥­  ±¨±²¥¬  2n+ 1 ³° ¢­¥­¨¿8<
:

_x = Fp ;
_u = p � Fp ;
_p = �Fx � Fup ;

(2.13)

ª®²®° ¿ ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ¤«¿ ­¥«¨­¥©-

­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.10).

� ª ¬» ¢¨¤¥«¨, £° ´¨ª °¥¸¥­¨¿ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ±®-

±²®¨² ¨§ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿. �ª §»¢ ¥²±¿, ¢ ±«³· ¥ ­¥-

«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.10) ²¥¬ ¦¥ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² 1-£° ´¨ª °¥-

¸¥­¨¿ u(x).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.7. 1-£° ´¨ª®¬ £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¨ u(x) ­ §»¢ ¥²±¿

£° ´¨ª ®²®¡° ¦¥­¨¿ x !
�
u(x);

@u(x)

@x1
; : : : ;

@u(x)

@xn

�
, ²® ¥±²¼ ¬­®¦¥-

±²¢® ²®·¥ª (x; u(x); ux(x)) ¢ (2n+1)-¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (x; u; p).

�¥®°¥¬  2.2. �¬¥±²¥ ± «¾¡®© ²®·ª®© ­  1-£° ´¨ª¥ °¥¸¥­¨¿ u(x)
³° ¢­¥­¨¿ (2:10) «¥¦¨² ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª , ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ½²³

²®·ª³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ ­  1-£° ´¨ª¥ ´³­ª¶¨¨ u(x) ¯°®¨§-
¢®«¼­³¾ ²®·ª³ (x0; u(x0); ux(x0)) ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ x-®¢

ª°¨¢³¾ x(t), ¿¢«¿¾¹³¾±¿ °¥¸¥­¨¥¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿

_x = Fp(x; u(x); ux(x)) (2.14)

± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬ x(0) = x0. �®±±² ­®¢¨¬ ¥¥ ­  1-£° ´¨ª¥ ´³­ª-

¶¨¨ u(x). �®«³·¨¬ ª°¨¢³¾

(x(t); u(t); p(t)) � (x(t); u(x(t)); p(x(t))) 2 R2n+1;

£¤¥ p(x(t)) � ux(x(t)).

�®£¤  x(t) ¬¥­¿¥²±¿ ¯® § ª®­³ (2.14), ª®®°¤¨­ ²» u(t) ¨ p(t) ­ 

¯®±²°®¥­­®© ª°¨¢®© ¬¥­¿¾²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± § ª®­®¬

_u = p(x(t)) � Fp
�
x(t); u(x(t)); p(x(t))

�
;

_p = �Fx (x(t); u(x(t)); p(x(t)))� Fu
�
x(t); u(x(t)); p(x(t))

�
p(x(t)):
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�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ª¢ §¨«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (2.11) ®§­ · ¥², ·²® ª®£¤ 

¯¥°¥¬¥­­ ¿ x ¬¥­¿¥²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (2.14), ª®®°¤¨­ ²  pi ¨§¬¥-
­¿¥²±¿ ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³:

_pi = �
@F

@xi
�
@F

@u
pi;

¨§¬¥­¥­¨¥ ¦¥ u(x(t)) ¢ ±¨«³ (2.14) ¡»«® ¯®±·¨² ­® ¢ (2.12). � ª¨¬

®¡° §®¬, ª°¨¢ ¿ (x(t); u(t); p(t)) ¥±²¼ °¥¸¥­¨¥ ±¨±²¥¬» (2.13) ± ­ -

· «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ (x0; u0; p0) = (x0; u(x0); ux(x0)). �±² «®±¼ ²®«¼-
ª® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¥±«¨ F 2 C2; ²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  (2.13)
³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨

°¥¸¥­¨© ±¨±²¥¬» ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©. 2

2.4. � ¤ ·  �®¸¨ ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿

� ª ¡»«® ³±² ­®¢«¥­® ¢»¸¥, ¢ ±«³· ¥ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¤«¿ °¥-

¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.10),(2.2) ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯® ­ · «¼­®¬³ ³±«®¢¨¾

(²® ¥±²¼ ¯® 
 ¨ u0(x)) ¢®±±² ­®¢¨²¼ 1-£° ´¨ª � � R
2n+1
x;u;p ´³­ª¶¨¨ u(x)

­ ¤ 
 � Rn
x ¨ ¢»¯³±²¨²¼ ¨§ ª ¦¤®© ²®·ª¨ (n � 1)-¬¥°­®© ¯®¢¥°µ­®-

±²¨ � µ ° ª²¥°¨±²¨ª³. �®«³·¨¢¸ ¿±¿ n-¬¥°­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ M ¨ ¡³-

¤¥² «®ª «¼­® 1-£° ´¨ª®¬ ¨±ª®¬®© ´³­ª¶¨¨ (ª®­¥·­®, ¥±«¨ °¥¸¥­¨¥

§ ¤ ·¨ (2.10),(2.2) ±³¹¥±²¢³¥²).

� ¬¥· ­¨¥ 2.5. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®¢¥°µ­®±²¼ M § ¤ ¢ «  µ®²¿ ¡»

«®ª «¼­® £° ´¨ª ®²®¡° ¦¥­¨¿ x ! (u(x); p(x)), ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡»
ª ± ²¥«¼­ ¿ ª ­¥© ¯«®±ª®±²¼ T ¨§®¬®°´­® ¯°®¥¶¨°®¢ « ±¼ ­  ¯°®-

±²° ­±²¢® x-®¢. �«®±ª®±²¼ T § ¤ ¥²±¿ ª ± ²¥«¼­»¬¨ ª � ­ ¯° ¢«¥-

­¨¿¬¨, ª®²®°»¥ ¯°¨ ¯°®¥¶¨°®¢ ­¨¨ ®¡° §³¾² ª ± ²¥«¼­®¥ ¯°®±²° ­-

±²¢® ª 
, ¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿. � -

ª¨¬ ®¡° §®¬, x-ª®¬¯®­¥­²  Fp ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­¥ ¤®«¦­  ª -
± ²¼±¿ ­ · «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ 
. �²® ¨ ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ ­¥µ ° ª²¥°¨-

±²¨·­®±²¨ ¢ ±«³· ¥ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ± ª®²®°»¬ ¬» ¢±²°¥-

²¨¬±¿ ¨ ­¨¦¥.

�°¨­¶¨¯¨ «¼­®¥ ®²«¨·¨¥ ®² ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ±«³· ¿ § ª«¾· ¥²±¿

¢ ²®¬, ·²® 0-£° ´¨ª (²® ¥±²¼ ®¡»·­»© £° ´¨ª) ´³­ª¶¨¨ u(x) ­ ¤
(n � 1)-¬¥°­®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ 
 «¥£ª® ¢®±±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯® u0(x),  
1-£° ´¨ª | ­¥². �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¬» ¬®¦¥¬ ¢®±±² ­®¢¨²¼ ¯°®¨§¢®¤-

­»¥ ´³­ª¶¨¨ u(x) ²®«¼ª® ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ, ª ± ²¥«¼­»µ ª 
; ° §¬¥°-
­®±²¼ ½²®£® ª ± ²¥«¼­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ° ¢­  n�1. �«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿
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­¥¤®±² ¾¹¥©, ²° ­±¢¥°± «¼­®© 
, ª®¬¯®­¥­²» ¢¥ª²®°  p(x) ­¥®¡µ®-
¤¨¬® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ± ¬¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ (2.10) ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨, ·²®

®­® ° §°¥¸¨¬® ®²­®±¨²¥«¼­® ¨­²¥°¥±³¾¹¥© ­ ± ª®®°¤¨­ ²».

�®¿±­¨¬ ½²® ¯®¤°®¡­¥¥. �³±²¼ ­ · «¼­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ 
 § ¤ ¥²±¿
ª ª ®¡° § ­¥¢»°®¦¤¥­­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ x = �(y) ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²-
­®±²¨ ²®·ª¨ y0 2 R

n�1
y ¢ ¯°®±²° ­±²¢® Rn

x. �¥¢»°®¦¤¥­­®±²¼ ®§­ -

· ¥², ·²® ¬ ²°¨¶  �ª®¡¨ @�

@y
(y0) ®²®¡° ¦¥­¨¿ � ¢ ²®·ª¥ y0 (¨, ±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ­¥ª®²®°®© ¥¥ ®ª°¥±²­®±²¨) ¨¬¥¥² ¬ ª±¨¬ «¼­»© ° ­£

(° ¢­»© n�1). � · «¼­®¥ ³±«®¢¨¥ (2.2) ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿

¢ ¢¨¤¥

u(�1(y1; : : : ; yn�1); : : : ; �n(y1; : : : ; yn�1)) � u0(y1; : : : ; yn�1); (2.15)

£¤¥ u0(y) | § ¤ ­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ (n�1)-®© ¯¥°¥¬¥­­®©. �°®¤¨´´¥°¥­-

¶¨°³¥¬ ²®¦¤¥±²¢® (2.15) ¯® ª ¦¤®© ¨§ ¯¥°¥¬¥­­»µ yi, i = 1; : : : ; n�1,
­¥ § ¡»¢ ¿, ·²® @u=@xj = pj. �¬¥¥¬:

nX
j=1

pj
@�j
@yi

= qi(y1; : : : ; yn�1);

£¤¥ qi = @u0=@yi | ¨§¢¥±²­»¥ ´³­ª¶¨¨ (i = 1; : : : ; n � 1). �®¯®«-

­¨¢ ¯®«³·¥­­»¥ ° ¢¥­±²¢  ³° ¢­¥­¨¥¬ (2.10), ¯®«³·¨¬ ±¨±²¥¬³ ¨§ n

³° ¢­¥­¨©: 8>>>><
>>>>:

Pn

j=1

@�j

@y1
pj = q1;

� � �Pn

j=1

@�j

@yn
pj = qn;

F (�(y); u(�(y)); p) = 0:

�²  ±¨±²¥¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

�(y; p) = 0: (2.16)

� ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨, ·²® ¨¬¥¥²±¿ ²®·ª  (y0; p0) ² ª ¿, ·²® �(y0; p0) = 0;
¯® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨ ° ¢¥­±²¢® (2.16) ° §°¥¸¨¬® ¢ ®ª°¥±²-

­®±²¨ ½²®© ²®·ª¨ ®²­®±¨²¥«¼­® p (²® ¥±²¼ (2.16) ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼

¢ ¢¨¤¥ p = p(y); ¯°¨·¥¬ p(y0) = p0), ¥±«¨ ²®«¼ª® ¤¨´´¥°¥­¶¨ «

�p(y0; p0) ­¥¢»°®¦¤¥­.
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ±¬®¦¥¬ ¢®±±² ­®¢¨²¼ ­ ¤ 
 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨

²®·ª¨ x0 = �(y0) 1-£° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ u(x), ¥±«¨

det

0
BBBB@

@�1
@y1

: : : @�n
@y1

...
. . .

...
@�1

@yn�1
: : : @�n

@yn�1
@F
@p1

: : : @F
@pn

1
CCCCA 6= 0: (2.17)

�®±«¥¤­¥¥ ¢ ²®·­®±²¨ ®§­ · ¥², ·²® ¢¥ª²®°»

@�

@y1
; : : : ;

@�

@yn�1
; Fp

¿¢«¿¾²±¿ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨. �¢¨¤³ ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨ ®²®¡° -

¦¥­¨¿ x = �(y) ¯¥°¢»¥ (n � 1) ¢¥ª²®° ½²®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­® ­¥-

§ ¢¨±¨¬» ¨ § ¤ ¾² (n � 1)-¬¥°­³¾ ¯«®±ª®±²¼, ª ± ²¥«¼­³¾ ª 
 ¢

²®·ª¥ x0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢¨¥ (2.17) ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ ²° ­±¢¥°± «¼-

­®±²¨ (­¥ ª ± ­¨¿) ¯®¢¥°µ­®±²¨ 
 ¨ ¢¥ª²®°  Fp (x0; u0(x0); p0) ¢ ²®·ª¥
x0 = �(y0) 2 
. �®·ª¨ (x0; u0(x0); p0), ¢ ª®²®°»µ ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥

²° ­±¢¥°± «¼­®±²¨, ­ §»¢ ¾²±¿, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ «¨­¥©­®£® ¨«¨ ª¢ -

§¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨©, ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¨.

� ¬¥· ­¨¥ 2.6. � ±«³· ¥, ¥±«¨ ª¢ §¨«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (2.8) ° ±-

±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª · ±²­»© ±«³· © ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.10), ²®

´³­ª¶¨¿ F ¨¬¥¥² ¢¨¤

F (x; u; p) = v(x; u) � p� f(x; u);

£¤¥ v � p | ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢ v(x; u) ¨ p. �®£¤ 

1) ¯¥°¢»¥ ¤¢  ³° ¢­¥­¨¿ ±¨±²¥¬» µ ° ª²¥°¨±²¨ª (2.13) ¯¥°¥¯¨-

¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥

_x = Fp = v(x; u);

_u = p � Fp = p � v(x; u) = F (x; u; p)+ f(x; u) = f(x; u)

(¢¢¨¤³ F (x; u; p) = 0), ·²® ¯®«­®±²¼¾ ±®®²¢¥²±²¢³¥² µ ° ª²¥-

°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ (2.8) ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿. �°¨ ½²®¬

¯° ¢»¥ · ±²¨ ¯®«³·¥­­»µ ³° ¢­¥­¨© ­¥ § ¢¨±¿² ®² p, ·²® ¤ ¥²
¢®§¬®¦­®±²¼ °¥¸ ²¼ ¨µ, ­¥ ¤®¯®«­¿¿ ±¨±²¥¬³ ³° ¢­¥­¨¥¬ ­ 

ª®®°¤¨­ ²³ p;
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2) µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ (x(t); u(t); p(t)) ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ­¥«¨­¥©­®¥, ¯°¨ ¯°®¥¶¨°®¢ ­¨¨ ¨§ R2n+1

x;u;p ­ 

R
n+1
x;u (²® ¥±²¼ ¯°¨ \§ ¡»¢ ­¨¨" ª®®°¤¨­ ²» p) ¯¥°¥µ®¤¿² ¢ µ -

° ª²¥°¨±²¨ª¨ (x(t); u(t)) ½²®£® ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿;

3) ³±«®¢¨¥ ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·­®±²¨ ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¯°¨-

¬¥² ¢¨¤: ¢¥ª²®° Fp = v(x0; u(x0)) ­¥ ª ± ¥²±¿ ¢ ²®·ª¥ x0 ¯®¢¥°µ-
­®±²¨ 
, ·²® ¢ ²®·­®±²¨ ±®¢¯ ¤¥² ± ³±«®¢¨¥¬ ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·-

­®±²¨ ¤«¿ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿.

2.5. �°¨¬¥°» ­¥«¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©

�° ¢­¥­¨¥ � ¬¨«¼²®­ -�ª®¡¨. �° ¢­¥­¨¥¬ � ¬¨«¼²®­ -�ª®¡¨

­ §»¢ ¥²±¿ ­¥«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (2.10) ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ´³­ª¶¨¿ F
­¥ § ¢¨±¨² ®² u. �²  ´³­ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ £ ¬¨«¼²®­¨ ­®¬ ¨ ®¡»·-

­® ®¡®§­ · ¥²±¿ H(x; p). �² ª, ³° ¢­¥­¨¥ � ¬¨«¼²®­ -�ª®¡¨ | ½²®

³° ¢­¥­¨¥ ¢¨¤ 

H(x; ux) = 0: (2.18)

� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨¿ (2.18):8<
:

_x = Hp(x; p);
_p = �Hx(x; p);
_u = p �Hp(x; p):

(2.19)

�®±ª®«¼ª³ ¯¥°¢»¥ ¤¢  ³° ¢­¥­¨¿ ±¨±²¥¬» (2.19) ­¥ § ¢¨±¿² ®² u, ²®
¨µ ®¡»·­® ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ®²¤¥«¼­® ®² ²°¥²¼¥£®. �¨±²¥¬  ®¡»ª­®-

¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ¢¨¤ �
_x = Hp(x; p);
_p = �Hx(x; p);

(2.20)

­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ £ ¬¨«¼²®­®¢®© ±¨±²¥¬». � ¬¥µ ­¨ª¥: x | ª®®°¤¨-

­ ² , p | ¨¬¯³«¼±.

�°®±²¥©¸¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ £ ¬¨«¼²®­®¢®© ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¥²±¿ ³° ¢­¥-

­¨¥ �¼¾²®­  ¤¢¨¦¥­¨¿ · ±²¨¶» ¥¤¨­¨·­®© ¬ ±±» ¢ ¯®²¥­¶¨ «¼­®¬

±¨«®¢®¬ ¯®«¥:

�x = f(x); f(x) = �rU (x); x 2 Rn:

�¡®§­ · ¿ ·¥°¥§ _x = p ±ª®°®±²¼ · ±²¨¶» (ª®²®° ¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ¢ ½²®¬

±«³· ¥ ± ¨¬¯³«¼±®¬), ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³ (2.20) ± £ ¬¨«¼²®­¨ ­®¬

H(x; p) = p2=2 + U (x):
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�¤¥±¼ p2=2 | ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ ¤¢¨¦¥­¨¿ · ±²¨¶»; U (x) | ¯®-

²¥­¶¨ «¼­ ¿; H(x; p) | ¯®«­ ¿ ½­¥°£¨¿.

�° ¢­¥­¨¥ ½©ª®­ « . �³±²¼ H = (p2 � 1)=2: �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥
³° ¢­¥­¨¥ � ¬¨«¼²®­ -�ª®¡¨ ¯°¨¬¥² ¢¨¤

(ux)
2
= 1: (2.21)

�° ¢­¥­¨¥ (2.21) ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ ½©ª®­ «  £¥®¬¥²°¨·¥±ª®©

®¯²¨ª¨. �²® ³° ¢­¥­¨¥ ®¯¨±»¢ ¥² ° ±¯°®±²° ­¥­¨¥ ±¢¥²®¢»µ ¢®«­.

�±«¨ £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¼ 
 § ¤ ¥² ¯®«®¦¥­¨¥ ±¢¥²®¢®£® ´°®­²  ¢ ­ -

· «¼­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t = 0, ²® ¯®«®¦¥­¨¥ ½²®£® ´°®­²  ¢ ¬®¬¥­²

¢°¥¬¥­¨ t ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ³°®¢­¿ fx j u(x) = ctg (c | ±ª®-

°®±²¼ ±¢¥² ) °¥¸¥­¨¿ u(x) ³° ¢­¥­¨¿ (2.21) ± ­³«¥¢»¬ ­ · «¼­»¬

³±«®¢¨¥¬

u
��


= 0: (2.22)

� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ ½©ª®­ « 

_x = p; _p = 0; _u = p2 = 1

®¯¨±»¢ ¥² ¤¢¨¦¥­¨¥ · ±²¨¶» ¯® ¯°¿¬®© ± ¯®±²®¿­­®© ±ª®°®±²¼¾

p � p(0), ° ¢­®© ¯® ¬®¤³«¾ ¥¤¨­¨¶¥ (² ª ª ª ³° ¢­¥­¨¥ (2.21) ¨¬¥¥²

¢¨¤ p2 = 1), §­ ·¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ u(x) ¯°¨ ¤¢¨¦¥­¨¨ ¯® ½²¨¬ ¯°¿¬»¬

¬¥­¿¥²±¿ ± ¥¤¨­¨·­®© ±ª®°®±²¼¾.

�°¨ § ¤ ­­®¬ ­ · «¼­®¬ ³±«®¢¨¨ (2.22) ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¥¤¨­¨·­®-

£® ¢¥ª²®°  p(0) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 
 ®°²®£®­ «¼­® 
. �¥©±²¢¨-
²¥«¼­®, ¯°®¥ª¶¨¿ ½²®£® ¢¥ª²®°  ­  
 ° ¢­  ­³«¾ (ª ª ¯°®¨§¢®¤­ ¿

¯®±²®¿­­®© ­  
 ´³­ª¶¨¨ u(x); ¢ ª ± ²¥«¼­»µ ª 
 ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ).

�²±¾¤  ª ¦¤ ¿ ²®·ª  
 | ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿, ² ª ª ª Fp = p ­¥
ª ± ¥²±¿ 
. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ³° ¢­¥­¨¿ (2.21),

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ­ · «¼­®¬³ ³±«®¢¨¾ (2.22) ±¯°®¥¶¨°®¢ ²¼ ­  ¯°®-

±²° ­±²¢® x-®¢, ¯®«³·¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ­®°¬ «¥© ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ 
.

� ¬¥· ­¨¥ 2.7. �  ¯°¨¬¥°¥ § ¤ ·¨ (2.21){(2.22) «¥£ª® ³¢¨¤¥²¼ ¢®§-

¬®¦­³¾ ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£®

³° ¢­¥­¨¿ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . �¥©±²¢¨²¥«¼-

­®, ­ °¿¤³ ± ­¥ª®²®°»¬ °¥¸¥­¨¥¬ u(x), ³ § ¤ ·¨ (2.21){(2.22) ¢±¥£¤ 
¥±²¼ ¨ °¥¸¥­¨¥ �u(x). �®¿±­¨¬, ®²ª³¤  ¢®§­¨ª ¥² ½²  ­¥¥¤¨­±²¢¥­-

­®±²¼.

22



� ª ³¦¥ ³ª §»¢ «®±¼, ¢¥ª²®° p(0) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 
 ¯® ¬®-

¤³«¾ ° ¢¥­ 1 ¨ ®°²®£®­ «¥­ 
, ²® ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­ ± ²®·­®±²¼¾ ¤®

³¬­®¦¥­¨¿ ­  �1. �§¬¥­¥­¨¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ½²®£® ¢¥ª²®°  ­  ¯°®²¨-

¢®¯®«®¦­®¥ (¢ ²®·ª¥ x0, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨

½²®© ²®·ª¨ ­  
) ¨ ¢¥¤¥² ª ¨§¬¥­¥­¨¾ §­ ª  ³ ¯®«³· ¥¬®£® °¥¸¥-

­¨¿ u(x). �¨§¨·¥±ª¨ ½²® ®§­ · ¥² ° ±¯°®±²° ­¥­¨¥ ±¢¥²®¢»µ ¢®«­

¢ ®¤­³ ¨«¨ ¢ ¤°³£³¾ ±²®°®­³ ®² ­ · «¼­®© £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¨ 
 |

­ · «¼­®£® ¯®«®¦¥­¨¿ ±¢¥²®¢®£® ´°®­² .

� ¬¥· ­¨¥ 2.8. �¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿

±³¹¥±²¢³¥² ­¥ ¢±¥£¤ . � ª, ¥±«¨ u(x) | °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ ½©ª®­ -

« , ²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¯® «¾¡®¬³ ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ­¥ ¯°¥-

¢®±µ®¤¨² 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² (¤ ¦¥ «®ª «¼­®) °¥¸¥­¨¿

³° ¢­¥­¨¿ (2.21) ± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬, ­ ¯°¨¬¥°, u
��
x1=0

= 2x2.

�¯° ¦­¥­¨¥ 2.1. � ©²¨ °¥¸¥­¨¿ u = u(x1; : : : ; xn) ³° ¢­¥­¨¿ ½©-

ª®­ «  (2:21) ± ­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨

1) u
��
x1=0

= 0;

2) u
��
x1=0

= x2=2;

3) u
��
jxj=1

= 0.

�¯° ¦­¥­¨¥ 2.2. � ©²¨ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨ �®¸¨:

ut + (ux)
2=2� 1 = 0; u

��
t=0

= x2=2:

2.6. �¥®°¥¬  ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨

�¨¦¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³° ¢­¥­¨¥ ­  ´³­ª¶¨¾

u(t; x), t 2 R, x 2 Rn (t ®¡»·­® ¨¬¥¥² ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¢°¥¬¥­¨,  

x | ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª®®°¤¨­ ²»):

@u

@t
+ f

�
t; x; u;

@u

@x

�
= 0 (2.23)

± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t = 0:

u
��
t=0

= u(0; x) = u0(x): (2.24)

�» ±·¨² ¥¬, ·²® f (t; x; u; p) ¨ u0(x) | ´³­ª¶¨¨ ª« ±±  C2.
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� ¬¥· ­¨¥ 2.9. � § ¤ ·¥ ² ª®£® ¢¨¤  ±¢®¤¨²±¿ ¨ ®¡¹ ¿ § ¤ ·  �®-

¸¨ (2.10),(2.2) ¯®±«¥ ¢»¯°¿¬«¥­¨¿ («®ª «¼­®) ­ · «¼­®© ¯®¢¥°µ­®-

±²¨ 
, ¨ ° §°¥¸¥­¨¿ ¨±µ®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.10) ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°®-

¨§¢®¤­®© ¯® ²° ­±¢¥°± «¼­®¬³ ª 
 ­ ¯° ¢«¥­¨¾ (¯°¨ ¢»¯®«­¥­¨¨

³±«®¢¨¿ ­¥µ ° ª²¥°¨±²¨·­®±²¨, ±¬. ° §¤. 2.4). �±«¨ ¯® ½²®¬³ ¢¥ª²®-

°³ ­ ¯° ¢¨²¼ ®±¼ t,   ·¥°¥§ x ®¡®§­ ·¨²¼ ª®®°¤¨­ ²» ­  ¯®¢¥°µ­®-

±²¨ 
, ²® ¯®«³· ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£®

¯®°¿¤ª , ° §°¥¸¥­­®¥ ®²­®±¨²¥«¼­® @u=@t. �®¢¥°µ­®±²¼ 
 ¢ ­®¢»µ

ª®®°¤¨­ ² µ ¿¢«¿¥²±¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾ t = 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬»

¯®«³·¨«¨ § ¤ ·³ ¢¨¤  (2.23),(2.24).

�¡®§­ ·¨¬ ¢¥ª²®° p = ux; ±ª «¿° q = ut. �° ¢­¥­¨¥ (2.23) ¯¥°¥-
¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

F (t; x; u; p; q)� q + f(t; x; u; p) = 0: (2.25)

�¨±²¥¬  µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¤«¿ ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬

®¡° §®¬: 8>>>><
>>>>:

_t = Fq = 1;
_x = Fp = fp;
_u = qFq + p � Fp = q + p � fp = p � fp � f;
_q = �qFu � Ft = �qfu � ft;
_p = �pFu � Fx = �pfu � fx:

(2.26)

� ¬¥· ­¨¥ 2.10. �«¿ § ¤ ·¨ (2.23),(2.24) ³±«®¢¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·-

­®±²¨ ¢±¥£¤  ¢»¯®«­¥­® (·²® ¨ ­¥³¤¨¢¨²¥«¼­®, ±¬. � ¬¥· ­¨¥ 2.9).

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¢¥ª²®° ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ¨¬¥¥²

t-ª®®°¤¨­ ²³, ° ¢­³¾ 1, ¨ ¯°®¥ª¶¨¿ ½²®£® ¢¥ª²®°  ­  ¯°®±²° ­±²¢®

(t; x) ¢±¥£¤  ²° ­±¢¥°± «¼­  ¯«®±ª®±²¨ ft = 0g = 
.

�¥°¢®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¢ ±¨±²¥¬¥ (2.26) ±®¢¬¥±²­® ± ­ · «¼­»¬ ³±«®-

¢¨¥¬ t(0) = 0 (¢¢¨¤³ (2.24)) ¢ ²®·­®±²¨ ®§­ · ¥², ·²® ­¥§ ¢¨±¨¬ ¿

¯¥°¥¬¥­­ ¿, ¯® ª®²®°®© ¨¤¥² ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ¢ ±¨±²¥¬¥ (2.26),

®¡®§­ · ¥¬®¥ ²®·ª®© ( _ ), ±®¢¯ ¤ ¥² ± ´ §®¢®© ¯¥°¥¬¥­­®© t, ²® ¥±²¼
± ²¥¬ ± ¬»¬ t, ª®²®°®¥ ¯°¨±³²±²¢³¥² ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (2.23). �°®¬¥ ²®-

£®, ³° ¢­¥­¨¿ ­  x, u ¨ p ­¥ § ¢¨±¿² ®² q, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¨±ª«¾·¨²¼

q ¨§ ´ §®¢»µ ¯¥°¥¬¥­­»µ, ²¥¬ ¡®«¥¥ ·²®, §­ ¿ t, x, u ¨ p, §­ ·¥­¨¥ q
«¥£ª® ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ± ¬®£® ³° ¢­¥­¨¿ (2.25): q = �f(t; x; u; p).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.23),(2.24) µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-

±ª®© ±¨±²¥¬®© ¥±²¥±²¢¥­­® ­ §¢ ²¼ \³°¥§ ­­³¾" ±¨±²¥¬³ (2.26):
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8<
:

_x = fp;
_u = p � fp � f;
_p = �pfu � fx:

(2.27)

� ±±¬®²°¨¬ °¥¸¥­¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» (2.27), ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¾¹¥¥ ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¿¬

x(0) = y; u(0) = u0(y); p(0) = @u0(y)=@y:

�¡®§­ ·¨¬ ½²® °¥¸¥­¨¥

(x; u; p) = (x(t; y);u(t; y);p(t; y)) :

� ª¨¬ ®¡° §®¬,8><
>:

_xi = fpi (t;x;u;p); i = 1; : : : ; n;

_u =
Pn

i=1pifpi(t;x;u;p)� f(t;x;u;p);

_pi = �pifu(t;x;u;p)� fxi(t;x;u;p); i = 1; : : : ; n;

(2.28)

x(0; y) = y; u(0; y) = u0(y); p(0; y) = @u0(y)=@y: (2.29)

�¡®§­ ·¨¬ y = y(t; x) | °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ x(t; y) = x. � ª®¥
°¥¸¥­¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ (0; x0) ¯®
²¥®°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨, ² ª ª ª

det

�
@x(t; y)

@y

�����
t=0

= det

�
@y

@y

�
= 1 6= 0:

� ¬¥²¨¬, ·²® y(0; x) � x ¢¢¨¤³ x(0; y) � y.

�¨±. 3.
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� ¬¥· ­¨¥ 2.11. � ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, ¢ ° §¤¥«¥ 2.4, °¥¸¨²¼ § -

¤ ·³ �®¸¨ ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®§­ · ¥² ¨§

¢±¥µ ²®·¥ª ­ · «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨

� = f(t; x; u; p) j t = 0; x = y; u = u0(y); p = ru0(y)g

¢»¯³±²¨²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ª®²®°»¥ ¨ ±®±² ¢¿² 1-£° ´¨ª ¨±ª®¬®-

£® °¥¸¥­¨¿ u(t; x). �¢¥¤¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ y(t; x) ´ ª²¨·¥±ª¨ § ¤ ¥² ²³

²®·ª³ (y; u0(y); @u0(y)=@y) 2 �, ¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯³¹¥­­ ¿ ¨§ ­¥¥ µ -

° ª²¥°¨±²¨ª  ¯°®©¤¥² ­ ¤ § ¤ ­­®© ²®·ª®© (t; x) (±¬. °¨±. 3).

�®«®¦¨¬

u(t; x) = u(t; y(t; x)); p(t; x) = p(t; y(t; x)): (2.30)

� ¸  § ¤ ·  ¯®ª § ²¼, ·²® u(t; x) ¨ ¥±²¼ ¨±ª®¬®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨

�®¸¨ (2.23),(2.24),   p(t; x) = ux. � · «¼­®¥ ³±«®¢¨¥ (2.24) ®·¥¢¨¤­®
¢»¯®«­¥­®:

u(0; x) = u(0; y(0; x)) = u(0; x) = u0(x):

�®ª ¦¥¬, ·²® ux(t; x) = p(t; x); ²® ¥±²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ «®ª «¼­®

±®±² ¢«¿¾² 1-£° ´¨ª,   § ²¥¬ ¯°®¢¥°¨¬ (2.23).

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1. � ¢¢¥¤¥­­»µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ

@u(t; y)

@yk
=

nX
i=1

pi(t; y)
@xi(t; y)

@yk
; k = 1; : : : ; n: (2.31)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼

Lk(t; y) =
@u(t; y)

@yk
�

nX
i=1

pi(t; y)
@xi(t; y)

@yk
:

�®£¤ 

@Lk

@t
=

@

@yk
_u�

nX
i=1

@xi

@yk
_pi �

nX
i=1

pi
@

@yk
_xi:

�·¨²»¢ ¿ (2.28), ¨¬¥¥¬

@Lk

@t
=

@

@yk

 
nX
i=1

pifpi � f

!
�

nX
i=1

@xi

@yk
(�pifu � fxi)�

nX
i=1

pi
@

@yk
fpi
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=

nX
i=1

@pi

@yk
fpi �

@f(t;x;u;p)

@yk
+

nX
i=1

@xi

@yk
(pifu + fxi)

=

nX
i=1

fpi
@pi

@yk
�

 
nX
i=1

fxi
@xi

@yk
+ fu

@u

@yk
+

nX
i=1

fpi
@pi

@yk

!

+

nX
i=1

fu
@xi
@yk

pi +

nX
i=1

fxi
@xi
@yk

= �fu

 
@u

@yk
�

nX
i=1

@xi

@yk
pi

!
= �fu(t;x;u;p) � Lk:

�¥¸¨¬ ¯®«³·¥­­®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥:

Lk(t; y) = Lk(0; y) exp

�
�

Z t

0

fu(�;x(�; y);u(�; y);p(�; y)) d�

�
: (2.32)

�§ ²®¦¤¥±²¢  xi(0; y) � yi ±«¥¤³¥² @xi(0; y)=@yk = �ik: �¢¨¤³ ­ -

· «¼­»µ ³±«®¢¨© (2.29) ¨¬¥¥¬

Lk(0; y) =
@u(0; y)

@yk
�

nX
i=1

pi(0; y)
@xi(0; y)

@yk

=
@u0(y)

@yk
�

nX
i=1

@u0(y)

@yi
�ik = 0: (2.33)

�§ (2.32) ¨ (2.33) ±«¥¤³¥² Lk(t; y) � 0; ¨ (2.31) ¤®ª § ­®. 2

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2.2. �¬¥¥² ¬¥±²® ±®®²­®¸¥­¨¥ ux = p ¤«¿ ´³­ª¶¨©
u(t; x) ¨ p(t; x), ¢¢¥¤¥­­»µ ¢ (2:30).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ (2:31) ±«¥¤³¥²

uxj (t; x) =
@u(t; y(t; x))

@xj
=

nX
k=1

@u(t; y)

@yk

@yk
@xj

=

nX
k=1

nX
i=1

pi(t; y)
@xi(t; y)

@yk

@yk

@xj

�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ ²®¦¤¥±²¢®

xi(t; y(t; x)) � xi (2.34)
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¯® xj, ¯®«³· ¥¬
nX

k=1

@xi(t; y)

@yk

@yk

@xj
= �ij ;

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

uxj (t; x) =

nX
i=1

pi(t; y)�ij = pj(t; y(t; x)) = pj(t; x): 2

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2.3. �³­ª¶¨¿ u(t; x); ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¢ (2:30) ³¤®¢«¥-
²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¾ (2:23).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ (2.31) ¨¬¥¥¬

ut =
@u(t; y(t; x))

@t
= _u+

nX
k=1

@u(t; y)

@yk

@yk

@t

= _u+

nX
k=1

nX
i=1

pi(t; y)
@xi(t; y)

@yk

@yk

@t
:

�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ (2.34) ¯® t, ¯®«³·¨¬

_xi +

nX
k=1

@xi(t; y)

@yk

@yk
@t

= 0:

�°¨­¨¬ ¿ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (2.28):

ut = _u�

nX
i=1

pi _xi =

nX
i=1

pifpi � f �

nX
i=1

pifpi = �f(t; x; u; p);

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼. 2

� ¬¥· ­¨¥ 2.12. �®±²°®¥­¨¥ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) § ¤ ·¨ (2.23){(2.24)

¡»«® ¯°®¢¥¤¥­® ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨, ·²® f ¨ u0 | ¤¢ ¦¤» ­¥¯°¥°»¢­®

¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¤¨´´¥°¥­-

¶¨°³¥¬®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯ ° ¬¥²°  °¥¸¥­¨© ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥-

°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ´³­ª¶¨¨ x(t; y); u(t; y) ¨ p(t; y) | ª« ±±  C1

(² ª ª ª ­ · «¼­®¥ ³±«®¢¨¥ (2.29) ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬® § -

¢¨±¨² ®² ¯ ° ¬¥²°  y). �®£¤  ²¥®°¥¬  ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨ £ ° ­-

²¨°³¥², ·²® y(t; x) 2 C1. �­ ·¨², ux(t; x) = p(t; x) = p(t; y(t; x)) ¨
ut(t; x) = �f(t; x;u(t; y(t; x));p(t; y(t; x))) | ² ª¦¥ ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´-

´¥°¥­¶¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨, ²® ¥±²¼ u(t; x) 2 C2.
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3. �« ±±¨·¥±ª¨¥ (£« ¤ª¨¥) °¥¸¥­¨¿ § ¤ -

·¨ �®¸¨ ¨ ´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ®±®¡¥­­®±²¥©

3.1. �¢ §¨«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ± ®¤­®© ¯°®±²° ­-

±²¢¥­­®© ¯¥°¥¬¥­­®©

� ­ ±²®¿¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¨§³·¨¬ § ¤ ·³ �®¸¨ ¢¨¤  (2.23){(2.24) ¤«¿

®¤­®¬¥°­®£® ¯® ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ¯¥°¥¬¥­­®© (². ¥. x 2 R1) ª¢ §¨-

«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ u(t; x):

ut + (f(u))x � ut + f 0(u)ux = 0; (3.1)

u
��
t=0

= u0(x); (3.2)

  ¨¬¥­­®, ° ±±¬®²°¨¬ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¯®±²°®¥­¨¿ °¥¸¥­¨© ½²®© § ¤ ·¨

¢ ª« ±±¥ ´³­ª¶¨©, £« ¤ª¨µ ¢ ¯®«®±¥

�T � f(t; x) j �1 < x < +1; 0 < t < Tg :

�­ · «  ¯°¨¬¥­¨¬ ª ½²®¬³ ª®­ª°¥²­®¬³ ±«³· ¾ °¥§³«¼² ²» ¨§-

«®¦¥­­®© ¢»¸¥ ®¡¹¥© ²¥®°¨¨. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  (2.27) ±

­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ (3.2), ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨-

¬¥² ¢¨¤: 8<
:

_x = f 0(u); x(0) = y;
_u = 0; u(0) = u0(y);
_p = �f 00(u)p2; p(0) = u00(y):

(3.3)

�¥¸¥­¨¥ ½²®© ±¨±²¥¬»:8<
:

x(t; y) = y + f 0(u0(y))t;
u(t; y) = u0(y);

p(t; y) = (1=u00(y) + f 00(u0(y))t)
�1
:

(3.4)

(� ±«³· ¥ u00(y) = 0 ¡³¤¥² p(t; y) � 0.)

� ¬¥· ­¨¥ 3.1. �±«¨ ¢»¯®«­¥­® u00(y)f
00(u0(y)) < 0, ²® °¥¸¥­¨¥ ±¨-

±²¥¬» (3.3) ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² ­  ¢±¥© ¯®«³®±¨ t > 0,   «¨¸¼ ­  ¨­²¥°¢ -

«¥ (0; T (y)), £¤¥

1=T (y) = �u00(y)f
00(u0(y)) > 0;

p(t; y)!1 ¯°¨ t! T (y) � 0.
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� ª ¢±¥£¤  ¢ ª¢ §¨«¨­¥©­®¬ ±«³· ¥, ¯¥°¢»¥ ¤¢  ³° ¢­¥­¨¿ ±¨±²¥-

¬» (3.3) ­¥ § ¢¨±¿² ®² ²°¥²¼¥£®, ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ª¢ §¨«¨­¥©­®£®

³° ¢­¥­¨¿ (3.1) | ¯°¿¬»¥

x(t; y) = y + f 0(u0(y))t; u(t; y) = u0(y)

¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (t; x; u). �°¨¢ ¿ (3.4) ¢ ·¥²»°¥µ¬¥°­®¬

¯°®±²° ­±²¢¥ (t; x; u; p) | µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ²®£® ¦¥ ³° ¢­¥­¨¿ (3.1),

­® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ­¥«¨­¥©­®¥.

� ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥, °¥¸¥­¨¥ u(t; x) § ¤ ·¨
�®¸¨ (3.1){(3.2) § ¤ ¥²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¥¬:

u(t; x) = u(t; y(t; x)) � u0(y(t; x));

£¤¥ y(t; x) | °¥¸¥­¨¥ ®²­®±¨²¥«¼­® y ³° ¢­¥­¨¿

x = x(t; y) � y + f 0(u0(y))t:

�° ´¨ª ½²®£® °¥¸¥­¨¿ u = u(t; x), ª ª ³ª §»¢ «®±¼ ¢»¸¥, ±®±²®¨²
¨§ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ¢»¯³¹¥­­»µ ¨§ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ­ · «¼­®© ª°¨¢®©

� = f(t; x; u) j t = 0; x = y; u = u0(y)g, ²® ¥±²¼ ¨§ ¯°¿¬»µ

u � u0(y); x = y + f 0(u0(y))t:

�®½²®¬³ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ¢¨¤ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (3.1){(3.2)

¢ ° §«¨·­»¥ ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨ t > 0 (².¥. ±¥·¥­¨¿ ¯«®±ª®±²¿¬¨ t =
Const £° ´¨ª  °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ½²®© § ¤ ·¨) ¬®¦­® ± £° ´¨ª®¬ ­ -

· «¼­®© ´³­ª¶¨¨ u = u0(x) ¯°®¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥.

�®·ª¨ (x; u) ½²®£® £° ´¨ª  ­ ·¨­ ¾² ¤¢¨£ ²¼±¿ £®°¨§®­² «¼­® (².¥.
¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ®±¨ x-®¢) ±® ±ª®°®±²¼¾ f 0(u). �°¨ ½²®¬, § ¬¥²¨¬,

²®·ª¨, ¢ ª®²®°»µ f 0(u) = 0 ®±² ¾²±¿ ¢±¥£¤  ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨. �±«¨

f 0(u) > 0, ²® ²®·ª  ¤¢¨£ ¥²±¿ ­ ¯° ¢®, ¯°¨·¥¬ ·¥¬ ¡®«¼¸¥ f 0(u), ²¥¬
¡»±²°¥¥, ¢ ±«³· ¥ ¦¥ f 0(u) < 0 ²®·ª  (x; u) ¤¢¨£ ¥²±¿ ­ «¥¢® (±¬.

°¨±. 4).

� ¬¥· ­¨¥ 3.2. �³±²¼ £° ´¨ª ­ · «¼­®© ´³­ª¶¨¨ u = u0(x) ®£° -
­¨·¨¢ ¥² ª®­¥·­³¾ ¯«®¹ ¤¼ (­ ¯°¨¬¥°, u0 | ´¨­¨²­ ). �®£¤  ¯°¨

³ª § ­­®¬ ¢»¸¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¨ ¯«®¹ ¤¼ ¯®¤ £° ´¨ª®¬ ®±² ¥²±¿ ­¥-

¨§¬¥­­®©. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ²®·ª¨, ° ±¯®«®¦¥­­»¥ ­  £° ´¨ª¥ ´³­ª-

¶¨¨ u0(x) ­  ®¤­®© ¢»±®²¥, ¤¢¨£ ¾²±¿ ± ®¤¨­ ª®¢®© ±ª®°®±²¼¾, ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¤«¨­» £®°¨§®­² «¼­»µ ®²°¥§ª®¢, ±®¥¤¨­¿¾¹¨µ ²®·-

ª¨ ­  ½²®¬ £° ´¨ª¥, ­¥ ¬¥­¿¾²±¿.
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�¨±. 4.

� ª² ±®µ° ­¥­¨¿ ¯«®¹ ¤¥© ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­»¬

¢»·¨±«¥­¨¥¬. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ S(t) =
R +1
�1

u(t; x) dx ³ª § ­­³¾ ¯«®-

¹ ¤¼, ®£° ­¨·¥­­³¾ £° ´¨ª®¬ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) § ¤ ·¨ (3.1){(3.2) (¯°¨
´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ t > 0). �®£¤ 

d

dt
S(t) =

Z +1

�1

ut(t; x) dx = �

Z +1

�1

(f(u(t; x)))
x
dx

= �f (u(t; x))
���x=+1
x=�1

= f(0) � f(0) = 0;

²® ¥±²¼ S(t) � Const.

�°¨ ®¯¨± ­­®© ¢»¸¥ ½¢®«¾¶¨¨ ¬®¦¥² ­ ±²³¯¨²¼ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨

T > 0, ª®£¤  ¯®«³·¥­­ ¿ ª°¨¢ ¿ ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ £° ´¨ª®¬ £« ¤ª®©

´³­ª¶¨¨ u(T; x) ®¤­®© ¯¥°¥¬¥­­®© x.
� ±±¬®²°¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, ³° ¢­¥­¨¥ �®¯´ , ².¥. ³° ¢­¥­¨¥ (3.1) ±

f(u) = u2=2. �²® ³° ¢­¥­¨¥ ®¯¨±»¢ ¥² ¯®«¥ ±ª®°®±²¥© ±°¥¤» ¨§ ­¥-

¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ · ±²¨¶ (±¬. x1). � ¦¤ ¿ · ±²¨¶ , ¤¢¨£ ¿±¼ ¯®

¨­¥°¶¨¨, ±®µ° ­¿¥² ±¢®¾ ­ · «¼­³¾ ±ª®°®±²¼. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ · -

±²¨¶», ª®²®°»¥ ¢ ­ · «¼­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t = 0 ¡»«¨ ¢ ²®·ª µ x1
¨ x2, x1 < x2. �±«¨ ­ · «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¥© u0(x) ¡»«® ¬®-
­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¥©, ²® ±ª®°®±²¼ u0(x1) ¯¥°¢®© · ±²¨-

¶» ¢ ­ · «¼­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ( , §­ ·¨², ¨ ¢±¥£¤  ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬)

¬¥­¼¸¥ u0(x2) | ±ª®°®±²¨ ¢²®°®© · ±²¨¶»: u0(x1) < u0(x2). � ª ª ª
¨ ­ · «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²» · ±²¨¶» ±¢¿§ ­» ±®®²­®¸¥­¨¥¬ x1 < x2,
²® ¢ «¾¡®© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t > 0 ¤¢¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ · ±²¨¶» ­¥

®ª ¦³²±¿ ¢ ²®·ª¥ ± ®¤­®© ª®®°¤¨­ ²®©, ².¥. ­¥ ¡³¤¥² ±²®«ª­®¢¥­¨©

· ±²¨¶.
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�±«¨ ¦¥ ­ · «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¥© u0(x) ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®-
­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¥©, ²® ¡®«¥¥ ¡»±²°»¥ · ±²¨¶» ¡³¤³²

¤®£®­¿²¼ ¡®«¥¥ ¬¥¤«¥­­»¥ (¨«¨, ¢®§¬®¦­®, · ±²¨¶» ¡³¤³² ¤¢¨£ ²¼±¿

­ ¢±²°¥·³ ¤°³£ ¤°³£³), ¨ ¢ ª ª®©-²® ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ T > 0 ¤®«¦­»

¯°®¨§®©²¨ ±²®«ª­®¢¥­¨¿. � ·¨­ ¿ ± ½²®£® ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨ T ­ ¸ 

¬®¤¥«¼ ¯¥°¥±² ¥² ®²° ¦ ²¼ °¥ «¼­³¾ ´¨§¨·¥±ª³¾ ª °²¨­³, ² ª ª ª

\¯°®µ®¤¿¹¨¥ ±ª¢®§¼ ¤°³£ ¤°³£ " · ±²¨¶» ®¡¿§ ­» ª ª-²® ¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢®¢ ²¼ (±² «ª¨¢ ²¼±¿). � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ² ª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥

®¡»·­® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ³° ¢­¥­¨¿ (3.7)

±« £ ¥¬®£® ¢¨¤  "uxx, £¤¥ " > 0 | ª®½´´¨¶¨¥­² ¢¿§ª®±²¨. C ½²®©

¬®¤¥«¼¾ ¬» ¥¹¥ ¢±²°¥²¨¬±¿ ­¨¦¥, ¢ ° §¤¥«¥ 5.2.

�¯° ¦­¥­¨¥ 3.1. �®±²°®¨²¼ ¯°¨¬¥°­»© ¢¨¤ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±ª®°®-

±²¥© u(t; x) ¢ ° §«¨·­»¥ ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨ t > 0 ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯-

´ , ¥±«¨ ­ · «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®±²¥© § ¤ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¥©

1) u0(x) = arctg x,

2) u0(x) = � arctg x,

3) u0(x) = sinx,

4) u0(x) = � sin x,

5) u0(x) = x3,

6) u0(x) = �x3.

�°¨ § ¤ ­­»µ ­ · «¼­»µ ³±«®¢¨¿µ ¢»¿±­¨²¼, ¤«¿ ª ª®£® ¬ ª±¨-

¬ «¼­®£® T > 0 ±³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨

ut + uux = 0; u
��
t=0

= u0(x);

¢ ¯®«®±¥ �T = f(t; x) j 0 < t < T; x 2 Rg.

�¯° ¦­¥­¨¥ 3.2. �®±²°®¨²¼ ±¥·¥­¨¿ £° ´¨ª  °¥¸¥­¨¿ u(t; x) § -
¤ ·¨ �®¸¨

ut + (f(u))x = 0; u
��
t=0

= u0(x);

¢ ° §«¨·­»¥ ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨ t > 0; ¥±«¨

1) f(u) = cosu; u0(x) = x;

2) f(u) = cosu; u0(x) = sinx;

3) f(u) = u3=3; u0(x) = sinx:
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3.2. �¢¥¤¥­¨¥ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ ª ­¥¿¢­®¬³

´³­ª¶¨®­ «¼­®¬³ ³° ¢­¥­¨¾

�¥¸ ²¼ § ¤ ·³ �®¸¨ ¤«¿ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (3.1) ¬®¦­® ¨

­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®, ¡¥§ ±±»«®ª ­  ¨§«®¦¥­­³¾ ¢»¸¥ «®ª «¼­³¾ ²¥®°¨¾

³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  (¢ ²®¬ ·¨±«¥

¨ ­¥«¨­¥©­»µ). �²®¬³ ¨ ¯®±¢¿¹¥­ ­ ±²®¿¹¨© ° §¤¥«.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ £« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ¯®±² ¢«¥­-
­®© § ¤ ·¨ (3.1){(3.2).

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1. �³­ª¶¨¿ u(t; x) ¯®±²®¿­­  ¢¤®«¼ ¨­²¥£° «¼­»µ
ª°¨¢»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿

dx

dt
= f 0 (u(t; x)) : (3.5)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ´³­ª¶¨¾ u(t; x) ¢¤®«¼

¨­²¥£° «¼­»µ ª°¨¢»µ (t; x(t)) ³° ¢­¥­¨¿ (3.5):

du

dt
=
@u

@t
+
@u

@x
�
dx

dt
= ut + ux � f

0 (u) = ut + (f(u))x = 0: 2

� ª ª ª u ®±² ¥²±¿ ¯®±²®¿­­®© ­  ½²¨µ ¨­²¥£° «¼­»µ ª°¨¢»µ,

²® °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (3.5) | «¨­¥©­»¥ ´³­ª¶¨¨ x = f 0(u)t + C1.

(�°¿¬»¥ x � f 0(u)t = C1, «¥¦ ¹¨¥ ¢ ¯«®±ª®±²¿µ u = C2, ¨ ¥±²¼ µ -

° ª²¥°¨±²¨ª¨ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (3.1).)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, §­ ·¥­¨¥ u = u(t0; x0) °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¢ ²®·ª¥

(t0; x0) ±®µ° ­¿¥²±¿ ¨ ­  ¢±¥© ¯°¿¬®©

x� f 0 (u(t0; x0)) � t = C = x0 � f 0 (u(t0; x0)) � t0: (3.6)

�°®¢¥¤¿ ½²³ ¯°¿¬³¾ ¤® ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ± ®±¼¾ x-®¢ ¢ ²®·ª¥ (0; y0), ­ ©-
¤¥¬ §­ ·¥­¨¥ u0(y0) ¢ ½²®© ²®·ª¥. � ª ª ª ²®·ª  (0; y0) «¥¦¨² ­ 

¯°¿¬®© (3.6), ²® y0 = x0 � f 0 (u(t0; x0)) � t0. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

u(t0; x0) = u0(y0) = u0 (x0 � f 0 (u(t0; x0)) � t0) :

� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼­®±²¨ ²®·ª¨ (t0; x0), ¯®«³·¥­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³° ¢­¥­¨¥
¤«¿ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) § ¤ ·¨ �®¸¨ (3.1){(3.2):

u = u0 (x� f 0(u)t) : (3.7)
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�®¯°®± ® ²®¬, ¢ ª ª³¾ ®¡« ±²¼ ¬®¦­® ¯°®¤®«¦¨²¼ °¥¸¥­¨¥ u(t; x)
§ ¤ ·¨ (3.1){(3.2), ´ ª²¨·¥±ª¨ ±¢®¤¨²±¿ ª ²®¬³, £¤¥ ³° ¢­¥­¨¥ (3.7)

®¤­®§­ ·­® ° §°¥¸¨¬® ®²­®±¨²¥«¼­® u.

� ¬¥· ­¨¥ 3.3. �®°¬³«³ (3.7) ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨ ¯°¨ ¯° ª²¨·¥-

±ª®¬ °¥¸¥­¨¨ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ±®®²-

¢¥²±²¢¨¨ ± [17, x20]. � ±¨±²¥¬» µ ° ª²¥°¨±²¨ª

dt

1
=

dx

f 0(u)
=
du

0
;

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ³° ¢­¥­¨¾ (3.1), ¥±²¼ ¤¢  ¯¥°¢»µ ¨­²¥£° « :

I1(t; x; u) � u; I2(t; x; u) � x� f 0(u)t: (3.8)

�  ­ · «¼­®© ª°¨¢®© � = f(0; y; u0(y))g 2 R
3
t;x;u §­ ·¥­¨¿ ½²¨µ ¯¥°-

¢»µ ¨­²¥£° «®¢ ±«¥¤³¾¹¨¥:

I1
��
�
= u0(y); I2

��
�
= y:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, I1 ¨ I2 ±¢¿§ ­» ­  � ±®®²­®¸¥­¨¥¬

I1 = u0(I2): (3.9)

� ª ª ª ¯¥°¢»¥ ¨­²¥£° «» ®±² ¾²±¿ ¯®±²®¿­­»¬¨ ­  µ ° ª²¥°¨±²¨-

ª µ, ²® ±®®²­®¸¥­¨¥ (3.9) ¡³¤¥² ¢»¯®«­¥­® ­  ¢±¥µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª µ,

¢»¯³¹¥­­»µ ± ª°¨¢®© �. �±² «®±¼ ²®«¼ª® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¯°¨ ¯®¤±² -

­®¢ª¥ (3.8) ¢ (3.9) ¬» ¯®«³· ¥¬ ¢ ²®·­®±²¨ ³° ¢­¥­¨¥ (3.7).

� ¤°³£®© ±²®°®­», § ¤ ·³ �®¸¨ (3.1){(3.2) ¬®¦­® °¥¸ ²¼, ¯°®-

¤®«¦ ¿ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ¨§ ­ · «¼­®© ²®·ª¨ (0; y) ª®­±² ­²®© (° ¢­®©
§­ ·¥­¨¾ u0(y) °¥¸¥­¨¿ ¢ ½²®© ­ · «¼­®© ²®·ª¥) ¢¤®«¼ ¯°¿¬®©

x� f 0 (u0(y)) � t = C = y � f 0 (u0(y)) � 0 = y; (3.10)

²® ¥±²¼ u(t; x) = u0(y) ¯°¨ ¢±¥µ x ¨ t, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ (3.10). �»° -
¦ ¿ ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (3.10) ¯¥°¥¬¥­­³¾ y ·¥°¥§ x ¨ t, ¯®«³· ¥¬ ´³­ª¶¨¾

y = y(t; x), ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

u(t; x) = u0 (y(t; x)) : (3.11)

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¢®¯°®± ® ¯°®¤®«¦ ¥¬®±²¨ °¥¸¥­¨¿ ±¢®¤¨²±¿ ª ²®-

¬³, £¤¥ ³° ¢­¥­¨¥ (3.10) ®¤­®§­ ·­® ° §°¥¸¨¬® ®²­®±¨²¥«¼­® y.
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3.3. �±«®¢¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ £« ¤ª®£® °¥¸¥­¨¿

¢ ¯®«®±¥

� ©¤¥¬ ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨ T > 0, ¯°¨ ª®²®-

°®¬ ³° ¢­¥­¨¥ (3.7) § ¤ ¥² £« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ u = u(t; x) ¢ ¯®«®±¥ �T .

� ª²¨·¥±ª¨ ­ ¤® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ·¥¬³ ° ¢­® ¬ ª±¨¬ «¼­® ¢®§¬®¦­®¥

§­ ·¥­¨¥ T , ² ª®¥ ·²® ³° ¢­¥­¨¥

�(t; x; u) � u� u0(x � f 0(u)t) = 0; (3.12)

®¤­®§­ ·­® ° §°¥¸¨¬® ®²­®±¨²¥«¼­® u ¯°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ t
¨§ ¯®«³¨­²¥°¢ «  [0; T ). � ª ª ª ¯°¨ t = 0 ´³­ª¶¨¿ �(0; x; u) ¬®­®-
²®­­® ¢®§° ±² ¥² ¯® u, ²® ¨±ª®¬»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ ®

­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¥¬:

�u(u; x; t) = 1 + u00(x� f 0(u)t) � f 00(u) � t > 0 (3.13)

¯°¨ t 2 [0; T ) ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ (t; x; u), ¤«¿ ª®²®°®© �(t; x; u) = 0.

�±«¨ jf 00(u)j 6 L ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ §­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨¨ u = u0(x),
  ² ª¦¥ ju00j 6 K, ²® (3.13) ¡³¤¥² ¢»¯®«­¥­®, ¥±«¨ 1 � KL � t > 0.

�­ ·¨², £« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (3.1){(3.2) ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ¯®«®±¥

0 < t <
1

KL
:

� ¤ ·  3.1. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ §­ ª¨ ´³­ª¶¨© u00 ¨ f 00 ±®µ° ­¿-
¾²±¿ (².¥. ´³­ª¶¨¿ u0 ¬®­®²®­­ ,   f ¢»¯³ª« ) ¨ ±®¢¯ ¤ ¾², ²®

£« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ±³¹¥±²¢³¥² ¢® ¢±¥© ¯®«³¯«®±ª®±²¨ t > 0.

�§ ­¥° ¢¥­±²¢  (3.13) ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨ ²®·­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢°¥¬¥-

­¨ T ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ £« ¤ª®£® °¥¸¥­¨¿. �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® ®¡®-

§­ ·¨²¼ y = x � f 0(u)t ¨ § ¬¥²¨²¼, ·²® u = u0(y) ¢ ±¨«³ (3.12). �®-

£¤  (3.13) ¯¥°¥¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

1 + u00(y) � f
00(u0(y)) � t > 0:

�²±¾¤ 

T =
1

� infy2R[u
0
0(y)f

00(u0(y))]
=

1

� infy2R

h
d
dy
f 0(u0(y))

i ; (3.14)

¥±«¨ ²®«¼ª® ³ª § ­­»© ¨­´¨¬³¬ ®²°¨¶ ²¥«¼­»©. � ¯°®²¨¢­®¬ ±«³-

· ¥, ¥±«¨ infy2R[u
0
0(y)f

00(u0(y))] > 0, ²® T = +1 (±¬. � ¤ ·³ 3.1).
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� ¬¥· ­¨¥ 3.4. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ � ¬¥· ­¨¿ 3.1, (0; T ) | ¬ ª±¨¬ «¼-

­»© ¨­²¥°¢ « ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¯®«³®±¨, ­  ª®²®°®¬ ±³¹¥±²¢³¾² ¢±¥

°¥¸¥­¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» (3.3). � ·¨­ ¿ ¨¬¥­­® ± ½²®£®

¬®¬¥­²  T , ­¥ª®²®°»¥ ¨§ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ­ ¸¥£® ³° ¢­¥­¨¿, ° ±±¬ -

²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ­¥«¨­¥©­®¥, ³µ®¤¿² (§  ª®­¥·­®¥ ¢°¥¬¿) ¢ ¡¥±ª®­¥·-

­®±²¼ ¯® ®±¨ p, ²® ¥±²¼ ux ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼.

� ¤ ·  3.2. �°®¢¥°¨²¼, ·²® £« ¤ª ¿ ¢ ¯®«®±¥ �T ´³­ª¶¨¿ u(t; x),
³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ (3:7) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ § ¤ ·¨ �®¸¨ (3.1){(3.2).

� ¤ ·  3.3. �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¿ u(t; x), § ¤ ¢ ¥¬ ¿ (3:11), £¤¥
£« ¤ª ¿ ¢ ¯®«®±¥ �T ´³­ª¶¨¿ y(t; x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (3:10), ¿¢«¿¥²±¿
°¥¸¥­¨¥¬ § ¤ ·¨ �®¸¨ (3.1){(3.2).

� ¤ ·  3.4. �®ª § ²¼, ·²® ´®°¬³«» (3:7) ¨ (3:11) § ¤ ¾² ®¤­® ¨

²® ¦¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (3.1){(3.2).

� ¤ ·  3.5. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ infy2R[u
0
0(y)f

00(u0(y))] = �1, ²®

£« ¤ª®£® °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (3.1){(3.2) ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² ­¨ ¢ ª ª®© ¯®-

«®±¥ �T = f(t; x) j 0 < t < T; x 2 Rg, T > 0.

�¯° ¦­¥­¨¥ 3.3. �«¿ ª ª®£® ¬ ª±¨¬ «¼­®£® T > 0 ±³¹¥±²¢³¥²

£« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨

ut + f 0(u)ux = 0; u
��
t=0

= u0(x); (3.15)

¢ ¯®«®±¥ �T = f(t; x) j 0 < t < T; x 2 Rg, ¥±«¨

1) f(u) = u2=2; u0(x) = arctgx,

2) f(u) = u2=2; u0(x) = � arctg x,

3) f(u) = cosu; u0(x) = x,

4) f(u) = cosu; u0(x) = sinx,

5) f(u) = u3=3; u0(x) = sinx.

�¯° ¦­¥­¨¥ 3.4. �»¿±­¨²¼, ª ª¨¥ ¨§ ¯®±² ¢«¥­­»µ ­¨¦¥ § ¤ ·

�®¸¨ ¢¨¤  (3:15) ¨¬¥¾² £« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ¢® ¢±¥© ¯®«³¯«®±-

ª®±²¨ t > 0,   ª ª¨¥ | ­¥ ¨¬¥¾² £« ¤ª®£® °¥¸¥­¨¿ ­¨ ¢ ª ª®©

¯®«®±¥ �T , T > 0, ¥±«¨

1) f(u) = u2=2; u0(x) = x3,
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2) f(u) = u2=2; u0(x) = �x3,

3) f(u) = u4; u0(x) = x,

4) f(u) = u4; u0(x) = �x.

3.4. �®°¬¨°®¢ ­¨¥ ®±®¡¥­­®±²¥©

� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ¯°¨¬¥°  ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿

�®¯´  (1.1), ².¥. ³° ¢­¥­¨¿ ¢¨¤  (3.1) ± f(u) = u2=2:

ut + uux = 0; u
��
t=0

= u0(x); (3.16)

£¤¥ u0(x) { £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ¢ ¥¬ ¿

u0(x) =

8>>>><
>>>>:

2 ¯°¨ x 6 �3
 1(x) ¯°¨ � 3 < x < �1
�x ¯°¨ � 1 6 x 6 1

 2(x) ¯°¨ 1 < x < 3

�2 ¯°¨ x > 3

(±¬. °¨±. 5 ). �¤¥±¼ ´³­ª¶¨¨  1 ¨  2 £« ¤ª¨¬ ®¡° §®¬ ±¢¿§»¢ ¾²

ª®­±² ­²» ¯°¨ jxj > 3 ¨ «¨­¥©­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¯°¨ jxj 6 1. �°¨ ½²®¬

´³­ª¶¨¨  1 ¨  2 ¢»¡¨° ¾²±¿ ² ª, ·²® �1 <  0i(x) 6 0, i = 1; 2, ¯°¨
1 < jxj < 3.

� ª ª ª ju00j 6 1 ¨ f 00 = 1, ²® ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §-

¤¥«  ±«¥¤³¥², ·²® £« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) § ¤ ·¨ (3.16) ±³¹¥±²¢³¥²

¨ ¥¤¨­±²¢¥­­® ¢ ¯®«®±¥ 0 < t < 1. � ª ¯®ª §»¢ «®±¼ ¢ ° §¤¥«¥ 3.2,

¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ½²®£® °¥¸¥­¨¿, ­³¦­® ¨§ ª ¦¤®© ²®·ª¨ (t; x) = (0; y)
¯°¿¬®© t = 0 ¢»¯³±²¨²¼ ¯°¿¬³¾ (±¬. (3.10)):

x� u0(y) � t = y; (3.17)

¨ ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ (t; x) ½²®© ¯°¿¬®© ¯®«®¦¨²¼ u(t; x) = u0(y).

�°¨ y 6 �3 (¨«¨ y > 3) ° ¢¥­±²¢® (3.17) § ¤ ¥² (±¬. °¨±. 5¡)

±¥¬¥©±²¢® ¯ ° ««¥«¼­»µ ¯°¿¬»µ x = 2t + y (¨«¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®,

x = �2t+ y). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

u(t; x) = 2 ¯°¨ 0 6 t 6 1; x 6 2t� 3;

u(t; x) = �2 ¯°¨ 0 6 t 6 1; x 6 3� 2t:
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�¨±. 5.

�±«¨ ¦¥ jyj 6 1, ²® ¨¬¥¥¬ ¯°¿¬»¥ x + yt = y, ².¥. x = y(1 � t), ­ 
ª®²®°»µ u = �y = �x=(1� t). �­ ·¨²,

u(t; x) = �x=(1� t) ¯°¨ 0 6 t < 1; jxj 6 1� t:

�» ­¥ ¬®¦¥¬ ­ ¯¨± ²¼ ¿¢­®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ­  ¬­®¦¥±²¢¥ 0 6 t 6 1,

1� t < jxj < 3� 2t, ­¥ § ¤ ¢ ¿ ¿¢­® ´³­ª¶¨¨  i(x). �¤¨­±²¢¥­­®¥,
·²® ¬®¦­® £ ° ­²¨°®¢ ²¼, ½²® ²®, ·²® ¯°¿¬»¥ ¢¨¤  (3.17) ¯°¨ ° §-

«¨·­»µ §­ ·¥­¨¿µ y ¨§ ¬­®¦¥±²¢  (�3;�1) [ (1; 3) ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿
¢ ¯®«®±¥ 0 6 t 6 1, ² ª ª ª j 0ij < 1 ­  ½²®¬ ¬­®¦¥±²¢¥.

�°¨ t = 1 ·¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ (t; x) = (1; x), £¤¥ x 6= 0, ¯°®µ®¤¨²

°®¢­® ®¤­  ¯°¿¬ ¿ ¨§ ±¥¬¥©±²¢  (3.17), jyj > 1 (±¬. °¨±. 5¡), ¯°¨­®±¿

¢ ­¥¥ §­ ·¥­¨¥ u = u0(y), ¯°¨·¥¬ ¥±«¨ x! �0, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥
§­ ·¥­¨¥ y ! �1,   ¥±«¨ x ! +0, ²® y ! 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ¬®-

¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t = 1 ¬» ¯®«³· ¥¬ £« ¤ª³¾ (¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» ® ­¥¿¢­®©

´³­ª¶¨¨) ¯°¨ x < 0 ¨ ¯°¨ x > 0 ´³­ª¶¨¾ u(1; x). � ª ¡»«® ®²¬¥·¥­®,

lim
x!�0

u(1; x) = lim
y!�1

u0(y) = �1:
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� ²®·ª³ ¦¥ (1; 0) ° §­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¯°¨­®±¿² ° §­»¥ §­ ·¥­¨¿

´³­ª¶¨¨ u. �®·­¥¥, ¢±¥ ¯°¿¬»¥ ¢¨¤  (3.17) ± jyj 6 1 (².¥. x = y(1� t) )
¯°®µ®¤¿² ·¥°¥§ ½²³ ²®·ª³ ¨ ¯°¨­®±¿² ¢ ­¥¥ §­ ·¥­¨¿ u = �y, ¢±¥
¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¨§ ®²°¥§ª  [�1; 1].

�° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ u = u(1; x) ¨§®¡° ¦¥­ ­  °¨±. 5¢. �² ª, ¨¬¥¿ ¢

­ · «¼­»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t = 0 £« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾ u(0; x) = u0(x),
¯°¨ t = 1 ¢®§­¨ª ¥² ° §°»¢­ ¿ ¢ ²®·ª¥ x = 0 ´³­ª¶¨¿ u(1; x). � §°»¢
² ª®£® °®¤  ª®£¤  u(t0; x0 + 0) 6= u(t0; x0 � 0), ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨«¼­»¬.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (3.16) ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0 = 1 ¢

²®·ª¥ x0 = 0 ®¡° §®¢ «±¿ ±¨«¼­»© ° §°»¢.

�¨«¼­»© ° §°»¢ ¤«¿ ®¡¹¥© § ¤ ·¨ (3.1){(3.2) ¢®§­¨ª ¥² ¢ ¬®¬¥­²

¢°¥¬¥­¨ T , § ¤ ¢ ¥¬»© (3.14), ¥±«¨ ±° §³ ­  ¶¥«®¬ ®²°¥§ª¥ [y�; y+] ¤®-
±²¨£ ¥²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼­»© infy2R[u

0
0(y)f

00(u0(y))]. � ½²®¬ ±«³· ¥, ª ª

¨ ¢ ° ±±¬®²°¥­­®¬ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°¥, ¯°¿¬»¥ (3.10) ¯°¨ ¢±¥µ y 2 [y�; y+]
¯¥°¥±¥ª³²±¿ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ (T; x0), ¯°¨­®±¿ ¢ ½²³ ²®·ª³ ° §­»¥ §­ -

·¥­¨¿ u.

� ¤ ·  3.6. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨

u00(y)f
00(u0(y)) = I 8y 2 [y�; y+];

£¤¥

I = inf
y2R

[u00(y)f
00(u0(y))] ; I < 0;

²® ¯°¿¬»¥ (3:10) ¯°¨ ¢±¥µ y 2 [y�; y+] ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥.

�°®¬¥ ±¨«¼­®£® ° §°»¢ , ³ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ T
¬®¦¥² ¢®§­¨ª­³²¼ ¨ ² ª ­ §»¢ ¥¬»© ±« ¡»© ° §°»¢. �®±«¥¤­¥¥ ®§­ -

· ¥², ·²® ´³­ª¶¨¿ u(T; x) ¯¥°¥¬¥­­®© x ­¥¯°¥°»¢­ , ­® ­¥¤¨´´¥°¥­-
¶¨°³¥¬ .

� ¤ ·  3.7. �³±²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼­»© I = infy2R[u
0
0(y)f

00(u0(y))] ¤®-
±²¨£ ¥²±¿ «¨¸¼ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ y0. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ½²®© ±¨²³ -

¶¨¨ ³ £« ¤ª®£® ¯°¨ t < T (T § ¤ ¥²±¿ (3:14)) °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¢ ²®·ª¥
(T; y0 + f 0(u0(y0))T ) ¢®§­¨ª ¥² ±« ¡»© ° §°»¢,   ¯°¿¬»¥ ¢¨¤  (3:10)
­ ·¨­ ¾² ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿ ¯°¨ t > T .
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4. �¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ ª¢ §¨«¨­¥©­®£®

³° ¢­¥­¨¿

� ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯ ° £° ´¥, ³ ª« ±±¨·¥±ª¨µ °¥-

¸¥­¨© ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯¥°¢®-

£® ¯®°¿¤ª , ¤ ¦¥ ¯°¨ ±ª®«¼ ³£®¤­® £« ¤ª¨µ ­ · «¼­»µ ´³­ª¶¨¿µ,

± °®±²®¬ ¢°¥¬¥­¨ ¬®£³² ±´®°¬¨°®¢ ²¼±¿ ®±®¡¥­­®±²¨. � ¯°¨«®¦¥-

­¨¿µ · ±²® ¢±²°¥· ¾²±¿ ² ª¦¥ § ¤ ·¨ ± ° §°»¢­»¬¨ ­ · «¼­»¬¨

´³­ª¶¨¿¬¨. �p¨p®¤  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ­ ¬¨ ³° ¢­¥­¨© ² ª®¢  ( 

§¤¥±¼ ¡®«¼¸³¾ °®«¼ ¨£° ¾² µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ¢¤®«¼ ª®²®°»µ \¯¥°¥-

­®±¨²±¿" ¨­´®°¬ ¶¨¿ ®² ­ · «¼­»µ ¤ ­­»µ), ·²® ­¥ ¤ ¥² ­ ¬ ®±­®-

¢ ­¨© ®¦¨¤ ²¼, ·²® ½²¨ ­ · «¼­»¥ ° §°»¢» § ¢¥¤®¬® ¨±·¥§­³² ¯°¨

t > 0. �®½²®¬³ ¢®§­¨ª ¥² ­ ±³¹­ ¿ ­¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ° ±¸¨°¨²¼ ¯®­¿-

²¨¥ ª« ±±¨·¥±ª¨µ °¥¸¥­¨©, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ®¡®¡¹¥­-

­»¥ °¥¸¥­¨¿ ¢ ª« ±± µ, ª®²®°»¥ ¢ª«¾· ¾² ° §°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨.

4.1. �®­¿²¨¥ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿

�³¹¥±²¢³¥² ®¡¹¨© ¯®¤µ®¤ ª ¯®­¿²¨¾ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿, ¨¬¥¾-

¹¨© ±¢®¨ ª®°­¨ ¢ ²¥®°¨¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �°¨ ² ª®¬ ¯®¤µ®¤¥

¯®²®·¥·­®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ § ¬¥­¿¥²±¿ ­  ¨­²¥£° «¼-

­®¥ ²®¦¤¥±²¢®, ª®²®°®¥ ­  ª« ±±¨·¥±ª¨µ (¤®±² ²®·­® £« ¤ª¨µ) °¥¸¥-

­¨¿µ ½ª¢¨¢ «¥­²­® ¨±µ®¤­®¬³ ³° ¢­¥­¨¾. �® ¨­²¥£° «¼­®¥ ²®¦¤¥-

±²¢® ¨¬¥¥² ±¬»±« ¤«¿ §­ ·¨²¥«¼­® ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®£® ª« ±±  ´³­ª¶¨©.

�³­ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ² ª®£® ²¨¯  ¨­²¥£° «¼­®¬³ ²®¦¤¥±²¢³

®¡»·­® ¨ ­ §»¢ ¾² ®¡®¡¹¥­­»¬¨ °¥¸¥­¨¿¬¨.

�®² ¯®¤µ®¤, ª®²®°»© ¬» ¡³¤¥¬ ° §¢¨¢ ²¼, ¨±¯®«¼§³¥² ´®°¬³«³

� ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£®.

�¥®°¥¬  4.1 (�®°¬³«  � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£®). �³±²¼ 
 |

®£° ­¨·¥­­ ¿ ®¡« ±²¼ ¢ Rn ± £« ¤ª®© £° ­¨¶¥© @
, w(x) 2 C1(
).

�®£¤  Z



@w

@xi
dx =

Z
@


w cos(�; xi) dSx:

�¤¥±¼ cos(�; xi) | i-² ¿ ª®¬¯®­¥­²  ¢¥ª²®°  � ¥¤¨­¨·­®© ¢­¥¸­¥©

­®°¬ «¨ (ª®±¨­³± ³£«  ¬¥¦¤³ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ¢­¥¸­¥© ­®°¬ «¨ ª @

¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ i-²®© ª®®°¤¨­ ²­®© ®±¨ Oxi), dSx | ½«¥¬¥­² ¯«®-

¹ ¤¨ ­  @
.
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�«¥¤±²¢¨¥ 4.1 (�®°¬³«  ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬).

�°¨¬¥­¨¬ �¥®°¥¬³ 4:1 ª ´³­ª¶¨¨ w = uv, u; v 2 C1(
). �¥°¥­¥±¿

®¤­® ¨§ ±« £ ¥¬»µ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼, ¨¬¥¥¬:Z



v
@u

@xi
dx =

Z
@


uv cos(�; xi) dSx �

Z



u
@v

@xi
dx: (4.1)

�¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (4:1) ¿¢«¿¥²±¿  ­ «®£®¬ ¢­¥¨²¥-

£° «¼­®£® ·«¥­  ¨§¢¥±²­®© ®¤­®¬¥°­®© ´®°¬³«».

�³±²¼ ´³­ª¶¨¿ u = u(t; x) 2 C1(
) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥-

­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿

ut + (f(u))x = 0; (4.2)

f(u) 2 C1(R), ¢ ­¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨ 
 � R
2 (­ ¯°¨¬¥°, ¢ ¯®«®±¥


 = �T = f�1 < x < +1; 0 < t < Tg), ².¥. u(t; x) ¯°¨ ¯®¤±² ­®¢ª¥ ¢
³° ¢­¥­¨¥ (4.2) ¤ ¥² ¢¥°­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¯°¨ ¢±¥µ (t; x) 2 
. �¬­®¦¨¬

½²® ³° ¢­¥­¨¥ ­  ´¨­¨²­³¾ ¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬³¾ ´³­ª-

¶¨¾ '(t; x). �¨­¨²­®±²¼ ®§­ · ¥², ·²® ' = 0 ¢­¥ ­¥ª®²®°®© ®£° ­¨-

·¥­­®© ®¡« ±²¨ G, ¯°¨·¥¬ G � 
. (�°®±²° ­±²¢® ´¨­¨²­»µ ¡¥±ª®-

­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ ´³­ª¶¨© ¢ 
 ®¡®§­ · ¥²±¿ C10 (
).) � ª

ª ª ´³­ª¶¨¨ u(t; x), f(u(t; x)), '(t; x) ¿¢«¿¾²±¿ £« ¤ª¨¬¨, ¬» ¢¯° ¢¥

¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ´®°¬³«®© ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬ (4.1):

0 =

Z



[ut + (f(u))x]' dtdx =

Z
G

ut' dtdx+

Z
G

(f(u))x' dtdx

=

Z
@G

(u cos(�; t) + f(u) cos(�; x))' dS �

Z
G

(u't + f(u)'x) dtdx

= �

Z



(u't + f(u)'x) dtdx:

�¤¥±¼ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® '(t; x) = 0 ¯°¨ (t; x) 2 
 nG, ¢
²®¬ ·¨±«¥ ¨ ¯°¨ (t; x) 2 @G.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³·¥­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥: ¥±«¨ u(t; x) |
£« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¢ ®¡« ±²¨ 
, ²®Z




(u't + f(u)'x) dtdx = 0 8' 2 C10 (
): (4.3)

�®®²­®¸¥­¨¥ (4.3) ¯°¨­¨¬ ¾² §  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿

(¨«¨ °¥¸¥­¨¿ ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢ ) ³° ¢­¥­¨¿ (4.2). �
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ª ·¥±²¢¥ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ³° ¢­¥­¨¿ ­¥ ®¡¿-

§ ²¥«¼­® ¢»±²³¯ ¾² £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨. �¾¡®¥ ª« ±±¨·¥±ª®¥ °¥¸¥­¨¥

u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ¥£® ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬.

�¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¨ ®¡° ²­»© ´ ª²: ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²-
±¿ £« ¤ª¨¬ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) (².¥. u(t; x) ¯°¨-
­ ¤«¥¦¨² C1(
) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (4.3)), ²® ®­  ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ª« ±±¨·¥-

±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿ (².¥. ¯°¨ ¯®¤±² ­®¢ª¥ ¢ (4.2) ¤ ¥²

¢¥°­®¥ ° ¢¥­±²¢®). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢±¥ ¯°®¢¥¤¥­­»¥ ¢»¸¥ ¢»ª« ¤ª¨

¯°®µ®¤¿² ¨ ¢ ®¡° ²­®¬ ¯®°¿¤ª¥,   ¨§ ²®£® ·²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿

[ut + (f(u))x] ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²Z



[ut + (f(u))x]' dtdx = 0 8' 2 C10 (
)

±«¥¤³¥² ut(t; x) + [f(u(t; x))]x = 0 ¯°¨ ¢±¥µ (t; x) 2 
.

� ¤ ·  4.1. �°®¢¥±²¨  ªª³° ²­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ³²¢¥°-

¦¤¥­¨¿.

4.2. �±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨®

� ±±¬®²°¨¬ £« ¤ª³¾ ¢ ®¡« ±²¨ 
 � R2
t;x ´³­ª¶¨¾ u(t; x) ¨ ±¢¿¦¥¬

± ­¥© ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ~v = (u; f(u)), § ¤ ­­®¥ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨. �®²

´ ª², ·²® u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¢

²®·­®±²¨ ®§­ · ¥² div~v = 0, ·²® ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ° ¢­®±¨«¼­® ²®¬³,

·²® ¯®²®ª ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ~v ·¥°¥§ £° ­¨¶³ «¾¡®© ®¡« ±²¨ G � 


° ¢¥­ ­³«¾: Z
@G

(~v; �) dS = 0 8G � 
: (4.4)

�¤¥±¼ � | ¥¤¨­¨·­»© ¢¥ª²®° ­®°¬ «¨ ª @G, (~v; �) | ±ª «¿°­®¥ ¯°®-

¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ~v ¨ �. �®¦¤¥±²¢® (4.4) ­ §»¢ ¥²±¿ § ª®­®¬ ±®-

µ° ­¥­¨¿.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ª³±®·­®-£« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾ u(t; x), ³¤®¢«¥-
²¢®°¿¾¹³¾ ³° ¢­¥­¨¾ (4.2) ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ £« ¤ª®±²¨.

� ½²®¬ ±«³· ¥ § ª®­ ±®µ° ­¥­¨¿ (4.4) ¢»¯®«­¿²¼±¿, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,

³¦¥ ­¥ ¡³¤¥² (¯®²®ª ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨ ­¥­³«¥¢»¬, ¥±«¨ ®¡« ±²¼ G ±®¤¥°-

¦¨² «¨­¨¾ ° §°»¢  u(t; x)). �¤­ ª®, ¤«¿ «¾¡®£® ª³±®·­®-£« ¤ª®£®

®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®-

¦¤¥±²¢  (4.3) ½²®² ¢ ¦­»© ´¨§¨·¥±ª¨© § ª®­, ±³²¼ ª®²®°®£® ¨ ¢»-

° ¦ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ (4.2), ¢»¯®«­¿¥²±¿. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ­  «¾¡®©
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«¨­¨¨ ° §°»¢  ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ² ª ­ §»¢ ¥¬®-

¬³ ³±«®¢¨¾ � ­ª¨­ -�¾£®­¨®. �²® ³±«®¢¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨

¤®±² ²®·­»¬ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ª³±®·­®-£« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ u(t; x); ³¤®-
¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³° ¢­¥­¨¾ (4.2) ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ £« ¤ª®-

±²¨, ¿¢«¿« ±¼ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥-

±²¢  (4.3). �²®² ° §¤¥« ¨ ¯®±¢¿¹¥­ ¢»¢®¤³ ¢»¸¥­ §¢ ­­®£® ³±«®¢¨¿.

�³±²¼ u(t; x) | ª³±®·­®-£« ¤ª®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¢ ®¡« -

±²¨ 
 � R2 ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (4.3). �®·­¥¥, ¯³±²¼


 ¤¥«¨²±¿ «¨­¨¥© � ­  ¤¢¥ · ±²¨ (±¬. °¨±. 6) 
� ¨ 
+, ¢ ª ¦¤®© ¨§

ª®²®°»µ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®©, u(t; x) 2 C1(
�)\C
1(
+),

¨ ±³¹¥±²¢³¾² ®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°¥¤¥«» u� ¨ u+ ´³­ª¶¨¨ u(t; x) ¯°¨
¯®¤µ®¤¥ ª �.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ­  ª°¨¢®© � ¢

ª ¦¤®© ²®·ª¥ (t0; x0) 2 � ®¯°¥¤¥-

«¥­»

u�(t0; x0) = lim
(t;x)!(t0;x0)

(t;x)2

�

u(t; x);

¨

u+(t0; x0) = lim
(t;x)!(t0;x0)

(t;x)2
+

u(t; x):

� ª¨¥ ° §°»¢» ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»-

¢ ²¼ ° §°»¢ ¬¨ ¯¥°¢®£® °®¤ .

�¨±. 6

� ª ª ª u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ª ª ¢

®¡« ±²¨ 
�, ² ª ¨ ¢ 
+ (¢¢¨¤³ C10 (
�) � C10 (
)), ²® ¢ ª ¦¤®© ¨§

½²¨µ ®¡« ±²¥© ¯® ¤®ª § ­­®¬³ ¢»¸¥ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±-
±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬. �±² ­®¢¨¬, ª ª¨¬ ³±«®¢¨¿¬ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² °¥-

¸¥­¨¥ u(t; x) ­  «¨­¨¨ ° §°»¢  �.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 4.1. �³±²¼ ª°¨¢ ¿ � ¢ ®¡« ±²¨ 
 ¥±²¼ £° ´¨ª £« ¤-

ª®© ´³­ª¶¨¨ x = x(t). �®£¤  ª³±®·­®-£« ¤ª®¥ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥

u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (4:2) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­  «¨­¨¨ ° §°»¢  � ±«¥¤³¾-

¹¥¬³ ³±«®¢¨¾ � ­ª¨­ -�¾£®­¨®:

dx

dt
=

[f(u)]

[u]
=
f(u+) � f(u�)

u+ � u�
; (4.5)

£¤¥ [u] = u+ � u� | ±ª ·®ª ´³­ª¶¨¨ u(t; x) ­  «¨­¨¨ ° §°»¢  �,

[f(u)] = f(u+) � f(u�) | ±ª ·®ª f(u).
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�°¨­¨¬ ¿ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ dx=dt = � cos(�; t)= cos(�; x),
£¤¥ cos(�; x) ¨ cos(�; t) | ª®®°¤¨­ ²» ¥¤¨­¨·­®© ­®°¬ «¨ � ª ª°¨-

¢®© � (­ ¯° ¢«¥­­®© ¨§ 
� ¢ 
+, cos(�; x) 6= 0), ° ¢¥­±²¢® (4:5)
¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ½ª¢¨¢ «¥­²­®¬ ¢¨¤¥:

[u] cos(�; t) + [f(u)] cos(�; x) = 0: (4.6)

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �¤ °­»¬¨ ¢®«­ ¬¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ° §°»¢­»¥ °¥-

¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (4:2).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (4.5) ±¢¿§»¢ ¥² ±ª®-

°®±²¼ _x ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ³¤ °­»µ ¢®«­ ± ¯°¥¤¥«¼­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨

u+ ¨ u� °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ·¥°¥§ ´³­ª¶¨¾ ±®±²®¿­¨¿ f(u).

�®ª § ²¥«¼±²¢® �°¥¤«®¦¥­¨¿ 4.1. �³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ´®°¬³-

«³ (4.6). �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ ¤«¿ «¾¡®© ¯°®¡­®©

´³­ª¶¨¨ ' 2 C10 (
), '(t; x) = 0 ¯°¨ (t; x) =2 G, G � 
, ¨¬¥¥¬:

0 =

Z



(u't + f(u)'x) dtdx

=

Z

�\G

(u't + f(u)'x) dtdx+

Z

+\G

(u't + f(u)'x) dtdx:

� ª ª ª ´³­ª¶¨¨ u(t; x); f(u(t; x)) ¨ '(t; x) ¿¢«¿¾²±¿ £« ¤ª¨¬¨ ¢

®£° ­¨·¥­­»µ ®¡« ±²¿µ 
� \ G ¨ 
+ \ G, ²® ¢ ¨­²¥£° « µ ¯® ½²¨¬

¬­®¦¥±²¢ ¬ ¬®¦­® ¯¥°¥¡°®±¨²¼ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¬­®-

£®¬¥°­®© ´®°¬³«®© ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬ (4.1). �·¨²»¢ ¿, ·²®

£° ­¨¶» ½²¨µ ®¡« ±²¥© ±®±²®¿² ¨§ @G ¨ �,   ¨­²¥£° « ¯® @G ° ¢¥­

­³«¾, ² ª ª ª '(t; x) = 0 ¯°¨ (t; x) 2 @G, ¨¬¥¥¬:

0 = �

Z

�\G

(ut'+ (f(u))x') dtdx�

Z

+\G

(ut'+ (f(u))x') dtdx

+

Z
�\G

(u� cos(�; t) + f(u�) cos(�; x))' dS

+

Z
�\G

(u+ cos(��; t) + f(u+) cos(��; x))' dS

= �

Z

�

(ut + (f(u))x)' dtdx�

Z

+

(ut + (f(u))x)' dtdx

�

Z
�

�
(u+ � u�) cos(�; t) + (f(u+) � f(u�)) cos(�; x)

�
' dS:

44



�» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® �|¢­¥¸­¿¿ ­®°¬ «¼ ª ®¡« ±²¨ 
�\G,
  ª ®¡« ±²¨ 
+ \G ¢­¥¸­¥© ­®°¬ «¼¾ ¿¢«¿¥²±¿ ��. �·¨²»¢ ¿, ·²®,
ª ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ¢ 
�
¨ ¢ 
+, ².¥. ¢»¯®«­¥­® (4.2) ¯°¨ (t; x) 2 
� [
+, ¨¬¥¥¬:Z

�

([u] cos(�; t) + [f(u)] cos(�; x))' dS = 0 8' 2 C10 (
): (4.7)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ° ¢¥­±²¢® (4.6) ¢»¯®«­¥­® ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ

(t; x) 2 �, ¢ ª®²®°»µ ª°¨¢ ¿ ° §°»¢  � £« ¤ª ¿ (².¥. ¢¥ª²®° ­®°¬ «¨

� = (cos(�; t); cos(�; x)) ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¨² ®² ²®·ª¨). 2

�¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ®¡° ²­®¥ ª ²®«¼ª® ·²® ¤®ª § ­­®-

¬³,   ¨¬¥­­®: ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬

³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ª ª ¢ ®¡« ±²¨ 
�, ² ª ¨ ¢ 
+, ¨¬¥¥² ­  � ° §°»¢

¯¥°¢®£® °®¤ ,   ² ª¦¥ ­  «¨­¨¨ ° §°»¢  � ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾

� ­ª¨­ -�¾£®­¨®, ²® ®­  ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥-

­¨¿ (4.2) ¢ ®¡« ±²¨ 
 = 
� [ � [
+. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¨±µ®¤¿ ¨§ (4.7)

¨ ²®£® ´ ª² , ·²®

ut + (f(u))x = 0 ¯°¨ (t; x) 2 
� [
+;

¢±¥ ¢»ª« ¤ª¨ ¬®¦­® ¯°®¤¥« ²¼ ¢ ®¡° ²­®¬ ¯®°¿¤ª¥. �²® ¯°¨¢®¤¨²

ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ (4.3).

� ¤ ·  4.2. �°®¢¥±²¨ ±²°®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª² .

�¥®°¥¬  4.2. �³±²¼ ³ ´³­ª¶¨¨ u(t; x), ®¯°¥¤¥«¥­­®© ¢ ®¡« ±²¨ 
,

¥±²¼ ­¥±ª®«¼ª® ª®¬¯®­¥­² £« ¤ª®±²¨ 
1;
2; : : : ;
n ¨, ±®®²¢¥²-

±²¢¥­­®, ­¥±ª®«¼ª® «¨­¨© ° §°»¢  ¯¥°¢®£® °®¤  �1;�2; : : : ;�k, ¯°¨-
·¥¬


 =

� n[
i=1


i

�[� k[
i=1

�i

�

(±¬. °¨±. 7 ¢ ±«³· ¥ ¯®«®±» 
 = �T ).

�³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ 
 ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬

³° ¢­¥­¨¿ (4:2) ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (4:3) ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ½²®-

£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ £« ¤ª®±²¨ (².¥. ­  ª -

¦¤®¬ ¨§ ¬­®¦¥±²¢ 
i, i = 1; : : : ; n) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ � ­-

ª¨­ -�¾£®­¨® (4:6) ­  ª ¦¤®© «¨­¨¨ ° §°»¢  �i, i = 1; : : : ; k §  ¨±-

ª«¾·¥­¨¥¬ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥­¨© �i.
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�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·-

­® ° ±±¬®²°¥²¼ ´³­ª¶¨¾ u(t; x)
­  ª ¦¤®© ®²¤¥«¼­® ¢§¿²®© «¨­¨¨

° §°»¢  �i ¨ ¤¢³µ ¯°¨«¥£ ¾¹¨µ ª

­¥© ª®¬¯®­¥­² µ £« ¤ª®±²¨ 
i1 ,


i2 ¨ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ³²¢¥°¦¤¥-

­¨¿¬¨, ¤®ª § ­­»¬¨ ¢ �°¥¤«®¦¥-

­¨¨ 4.1 ¨ ¢ � ¤ ·¥ 4.2.

�¨±. 7

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2. �³±²¼ u(t; x) | ª³±®·­® £« ¤ª®¥ ®¡®¡¹¥­­®£®

°¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (4:2) ¢ ®¡« ±²¨ 
 ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®-

¦¤¥±²¢  (4:3). �®£¤  ¤«¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ~v = (u; f(u)) ¢»¯®«­¥­
§ ª®­ ±®µ° ­¥­¨¿ (4:4).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ 
i | ª®¬¯®­¥­²» £« ¤ª®±²¨ ´³­ª¶¨¨

u(t; x); G | ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ¯®¤®¡« ±²¼ ®¡« ±²¨ 
. �®²®ª ¢¥ª²®°­®£®

¯®«¿ ~v = (u; f(u)) ·¥°¥§ @ (
i \G) ° ¢¥­ ­³«¾, ² ª ª ª u| ª« ±±¨·¥-

±ª®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¢ ª ¦¤®© ¯®¤®¡« ±²¨ 
i. � ±±¬®²°¨¬

° ¢­³¾ ­³«¾ ±³¬¬³ ½²¨µ ¯®²®ª®¢ ·¥°¥§ ¢±¥ £° ­¨¶» @ (
i \G). �
±¨«³ ¢»¯®«­¥­¨¿ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (4.6) ­  ª ¦¤®© «¨­¨¨

° §°»¢  �j, ±³¬¬ °­»© ¯®²®ª ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ~v ± ®¡¥¨µ ±²®°®­ ®²

�j ·¥°¥§ ª°¨¢³¾ �j\G ° ¢¥­ ­³«¾. �­ ·¨², ±³¬¬  ¯®²®ª®¢ ·¥°¥§ ¢±¥

£° ­¨¶» @ (
i \G) ° ¢­  ¯®²®ª³ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ~v ·¥°¥§ @G, ·²® ¨
¤®ª §»¢ ¥² (4.4). 2

� ª ®²¬¥· «®±¼ ¢ � ¬¥· ­¨¨ (3.2), ¯«®¹ ¤¼, ®£° ­¨·¥­­ ¿ £° ´¨-

ª®¬ ª« ±±¨·¥±ª®£® °¥¸¥­¨¿ u(t; x) § ¤ ·¨ (3.1){(3.2) ¯°¨ ° §«¨·­»µ

´¨ª±¨°®¢ ­­»µ ¬®¬¥­² µ ¢°¥¬¥­¨ t > 0 ®±² ¥²±¿ ¯®±²®¿­­®© (­¥ § -

¢¨±¨² ®² t), ¥±«¨ ²®«¼ª® ½²  ¯«®¹ ¤¼ ª®­¥·­ . �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¤«¿

®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ ½²®² ´ ª² ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²®. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ³¤ °­®© ¢®«­» (®¯°®ª¨¤»¢ ­¨¥ £° ´¨ª ) ¯°®¨±µ®¤¨²

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® \®²°¥§ ¥¬ ¿" · ±²¼ ° ¢­  ¯® ¯«®¹ ¤¨ \¤®¡ ¢«¿-

¥¬®©" (±¬. °¨±. 8), ¨ ½²® ¥±²¼ ¯°¿¬®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -

�¾£®­¨®.
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�¨±. 8.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 4.3. �³±²¼ ª³±®·­® £« ¤ª ¿, ´¨­¨²­ ¿ ¯® ¯¥°¥¬¥­-

­®© x ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ± «¨­¨¥© ° §°»¢  x = x(t) ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­-

­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (4:2). �¡®§­ ·¨¬

S(t) =

Z +1

�1

u(t; x) dx:

�®£¤  ´³­ª¶¨¿ S(t) ­¥ § ¢¨±¨² ®² t, ².¥. S(t) � Const.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, § ¯¨¸¥¬

S(t) =

Z x(t)

�1

u(t; x) dx+

Z +1

x(t)

u(t; x) dx;

£¤¥ x = x(t) | «¨­¨¿ ° §°»¢  ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ u(t; x). � ª ¨

° ­¥¥, ®¡®§­ · ¥¬ u� = limx!x(t)�0 u(t; x) | ¯°¥¤¥«» ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ 

(¯® ®±¨ x-®¢) °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª «¨­¨¨ ° §°»¢ . �®£¤ 

dS

dt
= u(t; x(t)� 0) � _x(t) +

Z x(t)

�1

ut(t; x) dx

�u(t; x(t) + 0) � _x(t) +

Z +1

x(t)

ut(t; x) dx

= (u� � u+) � _x(t) �

Z x(t)

�1

[f(u(t; x))]x dx�

Z +1

x(t)

[f(u(t; x))]x dx

= (u� � u+) � _x(t) + f(u(t;�1)) � f(u(t; x(t) � 0))

� f(u(t;+1)) + f(u(t; x(t) + 0))

= (f(u+)� f(u�)) � (u+ � u�) � _x(t) (4.8)

� ½²¨µ ¢»ª« ¤ª µ, ª°®¬¥ ± ¬®£® ³° ¢­¥­¨¿ (4.2), ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼

²¥¬, ·²® f(u(t;�1)) = f(u(t;+1)) = f(0) ¢±«¥¤±²¢¨¥ ´¨­¨²­®±²¨

´³­ª¶¨¨ u(t; x) ¯® x.
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�±«¨ u+ = u�, ²® ¨§ (4.8) ®·¥¢¨¤­® ¨¬¥¥¬

dS

dt
= 0:

� ±«³· ¥ ¦¥ u+ 6= u� ²®² ¦¥ ± ¬»© °¥§³«¼² ² ¤ ¥² ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -

�¾£®­¨® (4.5). 2

� ¤ ·  4.3. �®ª ¦¨²¥  ­ «®£¨·­»© °¥§³«¼² ² ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®-

£¤  ³ ª³±®·­®-£« ¤ª®£® ®¡®¡¹¥­­®£® (¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦-

¤¥±²¢ ) °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (4:2) ¨¬¥¥²±¿ ­¥ ®¤­ ,   ª®­¥·­®¥
·¨±«® «¨­¨© ° §°»¢  x = xj(t), j = 1; : : : ; N .

� ¬¥· ­¨¥ 4.1. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ²¥°¯¨² ±« ¡»© ° §°»¢ ­  «¨-

­¨¨ �, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ­  ­¥© ­¥¯°¥°»¢­®© ¨ ¨¬¥¥² ­  � «¨¸¼ ° §°»¢»

¯°®¨§¢®¤­»µ ut ; ux , ²® ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (4.6), ®·¥¢¨¤­®,

¢»¯®«­¥­® (² ª ª ª [u] = 0, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ² ª¦¥ [f(u)] = 0).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª³±®·­®-£« ¤ª ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¢ ®¡« ±²¨ 
 ´³­ª-

¶¨¿ u(t; x), ª®²®° ¿ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ £« ¤ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿
ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬, ¡³¤¥² ¢® ¢±¥© ®¡« ±²¨ 
 ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥-

¸¥­¨¥¬ (´³­ª¶¨¿ u(t; x) ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ¢ 
, ¡¥§³±«®¢­®, ­¥

¿¢«¿¥²±¿, ² ª ª ª ®­  ­¥¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬  ¯°¨ (t; x) 2 � � 
).

� ¬¥· ­¨¥ 4.2. �®°¬ «¼­® ¯¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¢ (4.5) ¯°¨ u� ! u
­  «¨­¨¨ ±« ¡®£® ° §°»¢  � = f(t; x) j x = x(t)g, ¯®«³·¨¬

dx

dt
= f 0(u(t; x)); (4.9)

².¥. ±« ¡»© ° §°»¢ ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ¯® µ ° ª²¥°¨±²¨ª¥.

� ¤¨¬ ±²°®£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª² .

�³±²¼ � = f(t; x) j x = x(t)g| «¨­¨¿ ±« ¡®£® ° §°»¢  ¬¥¦¤³ ¤¢³-

¬¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬¨ °¥¸¥­¨¿¬¨ u(t; x) ¨ v(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (4.2). �®£¤ 

u(t; x(t)) � v(t; x(t)): (4.10)

�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ (4.10) ¯® t, ¯®«³· ¥¬

ut(t; x(t)) + ux(t; x(t)) �
dx

dt
= vt(t; x(t)) + vx(t; x(t)) �

dx

dt

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¯®¤ ux; vx; ut; vt ¬» ¯®¤° §³¬¥¢ ¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¨¥ ¯°¥¤¥«» ¯°®¨§¢®¤­»µ ¯°¨ ±²°¥¬«¥­¨¨ ²®·ª¨ (t; x) ª «¨­¨¨ ±« -

¡®£® ° §°»¢  �. (�§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±« ¡®£® ° §°»¢  ±«¥¤³¥², ·²® ½²¨
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¯°¥¤¥«» ±³¹¥±²¢³¾².) � ¬¥­¿¿ ²¥¯¥°¼ ¢ ±¨«³ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¯°®¨§-

¢®¤­»¥ ¯® t, ¨¬¥¥¬

ux(t; x(t)) �
dx

dt
� f 0(u(t; x(t)))ux = vx(t; x(t)) �

dx

dt
� f 0(v(t; x(t)))vx:

�²±¾¤ , ¯°¨­¨¬ ¿ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (4.10), ¯®«³· ¥¬

�
ux(t; x(t))� vx(t; x(t))

��dx
dt

� f 0(u(t; x(t))

�
= 0:

� ª ª ª ª°¨¢ ¿ x = x(t) ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ±« ¡®£® ° §°»¢ , ²® ­  ­¥©

¢»¯®«­¥­® ux(t; x) 6= vx(t; x), ¨ (4.10) ¤®ª § ­®.

�¯° ¦­¥­¨¥ 4.1. �¢«¿¥²±¿ «¨ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥-

­¨¥¬ (¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (4:3)) ³° ¢­¥­¨¿ (4:2) ¢
¯®«®±¥ �T = f�1 < x < +1; 0 < t < Tg, ¥±«¨

1) f(u) = u2=2; u(t; x) =

�
0 ¯°¨ x < t;
1 ¯°¨ x > t;

2) f(u) = u2=2; u(t; x) =

�
0 ¯°¨ x < t;
2 ¯°¨ x > t;

3) f(u) = u2=2; u(t; x) =

�
2 ¯°¨ x < t;
0 ¯°¨ x > t;

4) f(u) = �u2; u(t; x) =

�
1 ¯°¨ x < 0;
�1 ¯°¨ x > 0;

5) f(u) = �u2; u(t; x) =

�
�1 ¯°¨ x < 0;
1 ¯°¨ x > 0;

6) f(u) = u3; u(t; x) =

�
1 ¯°¨ x < 0;
�1 ¯°¨ x > 0;

7) f(u) = u3; u(t; x) =

�
�1 ¯°¨ x < t;
1 ¯°¨ x > t;

8) f(u) = u3; u(t; x) =

�
1 ¯°¨ x < t;
�1 ¯°¨ x > t:
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�¯° ¦­¥­¨¥ 4.2. �°¨¤³¬ ²¼ ª ª¨¥-«¨¡® ®¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ (¢

±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢ ) ¢ ¯®«®±¥ �T ³° ¢­¥­¨©

1) ut � (u3)x = 0;

2) ut � u2 � ux = 0;

3) ut + sinu � ux = 0;

4) ut � (eu)x = 0;

5) ut + (eu)x = 0;

6) ut + ux=u = 0;

ª®²®°»¥ ¯®±«¥ «¾¡®£® ¨§¬¥­¥­¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¬¥°» ­³«¼ ­¥ ±² -

­®¢¨«¨±¼ ¡» ª« ±±¨·¥±ª¨¬¨.

4.3. �°¨¬¥° ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥-

­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®-

¦¤¥±²¢ 

�ª §»¢ ¥²±¿, ° ±¸¨°¥­¨¥ ¯®­¿²¨¿ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2) ¯³²¥¬

¯¥°¥µ®¤  ª ¨­²¥£° «¼­®¬³ ²®¦¤¥±²¢³ (4:3)) (ª®²®°®¥, § ¬¥²¨¬, ¿¢«¿-
¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­®© ´®°¬®© § ª®­  ±®µ° ­¥­¨¿ (4:4)) ¤«¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®-
«¿ ~v = (u; f(u)) ) ¯°¨¢®¤¨² ª ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿
§ ¤ ·¨ �®¸¨. �²®¡» ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ½²®¬, ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ (4.2) ±

´³­ª¶¨¥© ±®±²®¿­¨¿ f(u) = u2 ¨ ± ­³«¥¢»¬¨ ­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨:

ut + 2uux = 0; x 2 R; 0 < t < T; (4.11)

u
��
t=0

= 0: (4.12)

�« ±±¨·¥±ª¨¬ ( , ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨ ®¡®¡¹¥­­»¬) °¥¸¥­¨¥¬ ½²®© § -

¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) � 0. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼

®²«¨·­»¥ ®² ²®¦¤¥±²¢¥­­®£® ­³«¿ ®¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ ° ±±¬ ²°¨-

¢ ¥¬®© § ¤ ·¨. �®«®¦¨¬ (±¬. °¨±. 9)

u�(t; x) =

8>><
>>:

0 ¯°¨ x < ��t;
�� ¯°¨ � �t < x < 0;
+� ¯°¨ 0 < x < +�t;
0 ¯°¨ x > +�t;

£¤¥ � > 0: (4.13)
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�¨±. 9.

� ¤ ­­ ¿ ´®°¬³«®© (4.13) ´³­ª¶¨¿ u�(t; x) ­  ª ¦¤®© ¨§ ·¥²»-

°¥µ ª®¬¯®­¥­² £« ¤ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥-

­¨¿ (4.11) (¢®®¡¹¥, «¾¡ ¿ ª®­±² ­²  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¾ (4.2) ±

¯°®¨§¢®«¼­®© ´³­ª¶¨¥© ±®±²®¿­¨¿ f(u)). �°®¢¥°¨¬ ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -

�¾£®­¨® ­  ª ¦¤®© ¨§ ²°¥µ (x = 0 ¨ x = ��t) ¯°¿¬»µ ° §°»¢ :
¯°¨ x = 0 ¨¬¥¥¬ u� = ��, u+ = �, ¨

dx

dt
= 0 =

�2 � (��)
2

� � (��)
=
f(u+) � f(u�)

u+ � u�
;

¯°¨ x = ��t ¨¬¥¥¬ u� = 0, u+ = ��, ¨

dx

dt
= �� =

(��)
2
� 02

(��) � 0
=
f(u+) � f(u�)

u+ � u�
;

¯°¨ x = �t ¨¬¥¥¬ u� = �, u+ = 0, ¨

dx

dt
= � =

02 � �2

0� �
=
f(u+)� f(u�)

u+ � u�
:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ ª³±®·­®-¯®±²®¿­­»µ °¥¸¥­¨© ³±«®¢¨¥ � ­-

ª¨­ -�¾£®­¨® ¨¬¥¥² ¢¥±¼¬  ¯°®±²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«. �®±²°®-

¨¬ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f = f(u) ¢ ®±¿µ (u; f), ¯ ° ««¥«¼­»µ
ª®®°¤¨­ ²­»¬ ®±¿¬ (t; x). �²¬¥²¨¬ ­  ¯®±²°®¥­­®¬ £° ´¨ª¥ ²®·ª¨

(u�; f(u�)) ¨ (u+; f(u+)) (±¬. °¨±. 10). �®£¤  ®²°¥§®ª, ±®¥¤¨­¿¾¹¨©

½²¨ ²®·ª¨, ¡³¤¥² ¯ ° ««¥«¥­ ¯°¿¬®© ° §°»¢  x = x(t) = kt. �¥©±²¢¨-

²¥«¼­®, ² ­£¥­± ³£«  ­ ª«®­  ®²°¥§ª  ° ¢¥­
f(u+)�f(u�)

u+�u�
,   ² ­£¥­±

³£«  ­ ª«®­  ¯°¿¬®© ° §°»¢  ¥±²¼ dx
dt

= k, ° ¢¥­±²¢® ¦¥ ½²¨µ ² ­£¥­-
±®¢ ³£«®¢ ­ ª«®­  ¨ ¥±²¼ ¢ ²®·­®±²¨ ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (4.5).
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�¨±. 10.

� ½²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¬®¦­® ¯®±¬®²°¥²¼ ­  ²®«¼-

ª® ·²® ¯®±²°®¥­­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ u�(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (4.11).

�²¬¥²¨¢ ²®·ª¨ (0; 0); (��; �2) ¨ ±®¥¤¨­¨¢ ¨µ ®²°¥§ª ¬¨ ª ª ½²® ¯®ª -
§ ­® ­  °¨±. 9, ¬» ¨ ¯®«³· ¥¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¨±ª®¬»µ «¨­¨© ° §°»¢ .

�¯° ¦­¥­¨¥ 4.3. �®±²°®¨²¼ ª³±®·­®-¯®±²®¿­­®¥ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥-

¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (4.11){(4.12) ± ²°¥¬¿ (ª ª ³ u�(t; x)) «¨­¨¿¬¨ ° §°»¢ ,

®²«¨·­®¥ ®² (4:13). �«¿ ¯®±²°®¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ ¯°®¢¥°¨²¼  ­ «¨²¨-
·¥±ª¨ ¢»¯®«­¥­¨¥ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® ­  ¢±¥µ «¨­¨¿µ ° §°»¢ .

� ¬¥²¨¬, ·²® ª³±®·­®-¯®±²®¿­­®¥ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨

(4.11){(4.12) ± ¤¢³¬¿ «¨­¿¬¨ ° §°»¢  ¯®±²°®¨²¼ ­¥«¼§¿, ² ª ª ª ³

² ª®£® °¥¸¥­¨¿ ¤®«¦­» ¡»²¼ ±ª ·ª¨ ®² 0 ª ­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²¥ �
¨ ®² � ª 0,   ½²¨ ° §°»¢» ¬®£³² ¡»²¼, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³±«®¢¨¥¬

� ­ª¨­ -�¾£®­¨®, «¨¸¼ ­  ¯°¿¬®© x = f(�)�f(0)

��0
t.

�¯° ¦­¥­¨¥ 4.4. �®±²°®¨²¼ ª³±®·­®-¯®±²®¿­­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ (¢

±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢ ) °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (4.11){(4.12) ¡®-

«¥¥ ·¥¬ ± ²°¥¬¿ «¨­¿¬¨ ° §°»¢ .

�¯° ¦­¥­¨¥ 4.5. �®¦­® «¨ ¯®±²°®¨²¼ ² ª¨¥ °¥¸¥­¨¿ ± ·¥²­»¬

·¨±«®¬ «¨­¨© ° §°»¢ , ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¿¢«¿¥²±¿ «³·®¬, ¢»µ®-

¤¿¹¨¬ ¨§ ­ · «  ª®®°¤¨­ ²?

�«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ­¥ ° ¢­®£® ²®¦¤¥±²¢¥­­® ­³«¾ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥-

¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨

ut + (f(u))x = 0; u
��
t=0

= 0; (4.14)
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± ¯°®¨§¢®«¼­®© § ¤ ­­®© ´³­ª¶¨¥© ±®±²®¿­¨¿ f(u), ¤®±² ²®·­® ¢»-
¡° ²¼ ¤¢  ·¨±«  � ¨ �, � < 0 < �, ² ª, ·²®¡» ²®·ª¨ (0; f(0)),
(�; f(�)) ¨ (�; f(�)) ­¥ «¥¦ «¨ ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©, ±®¥¤¨­¨²¼ ¨µ ®²°¥§-
ª ¬¨, ¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ¯®«³·¨²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¯°¿¬»µ ° §°»¢  °¥¸¥­¨¿

­  ¯«®±ª®±²¨ (t; x), ª ª ½²® ®¯¨±»¢ «®±¼ ¢»¸¥ ¢ ±«³· ¥ f(u) = u2 (±¬.
°¨±. 9). �¥¢®§¬®¦­®±²¼ ¦¥ ­ ©²¨ ² ª¨¥ ²®·ª¨ ¢ ²®·­®±²¨ ®§­ · ¥²,

·²® ´³­ª¶¨¿ f(u) = au+ b | «¨­¥©­ ¿, ¨ ²®£¤  «¨­¥©­ ¿ (  ­¥ ª¢ -

§¨«¨­¥©­ ¿) § ¤ ·  ut + aux = 0, ujt=0 = u0(x), ¯°¨ «¾¡®¬ ­ · «¼­®¬

³±«®¢¨¨ u0(x) ¨¬¥¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) = u0(x� at).

�¯° ¦­¥­¨¥ 4.6. �®±²°®¨²¼ ­¥²°¨¢¨ «¼­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ (¢ ±¬»-

±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢ ) °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (4:14) ± f(u) = u3

¨ f(u) = sinu. �®¦­® «¨ ¯°¨¤³¬ ²¼ ² ª¨¥ °¥¸¥­¨¿ ± ¡®«¥¥ ·¥¬

²°¥¬¿ ¯°¿¬»¬¨ ° §°»¢ ?

�®­¿²­®, ·²® ¢±¥ ¯®±²°®¥­­»¥ ¢»¸¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ § ¤ -

·¨ (4.11){(4.12) ¨«¨ (4.14) ¢ ª ª®¬-²® ±¬»±«¥ \­¥¯° ¢¨«¼­»¥", µ®²¿ ¨

³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢­¥­¨¾ ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (4.3),  

\¯° ¢¨«¼­»¬" °¥¸¥­¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿, ¡¥§³±«®¢­®, ²®¦¤¥±²¢¥­­»© ­³«¼.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¤®«¦­» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ²®·­® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼

¥¹¥ ­¥ª®²®°®¥ ­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ­  ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥, ¢»¤¥«¿-

¾¹¥¥ ¥¤¨­±²¢¥­­® \¯° ¢¨«¼­®¥" °¥¸¥­¨¥. �²® ³±«®¢¨¥, ­®±¿¹¥¥ ­ -

§¢ ­¨¥ ³±«®¢¨¿ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨, ¡³¤¥² ±´®°¬³«¨°®¢ ­® ­¨¦¥.

4.4. �¤­®¬¥°­®¥ ­¥«¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥.

� ­ ±²®¿¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿

®¤­®¬¥°­®£® ¯® ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ¯¥°¥¬¥­­®© x ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢-

­¥­¨¿

ut + f(ux) = 0; (4.15)

± ­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨

u
��
t=0

= u0(x): (4.16)

�³±²¼ u(t; x) | ¤®±² ²®·­® £« ¤ª®¥ ª« ±±¨·¥±ª®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨

(4.15){(4.16). �°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ (4.15) ¯® x ¨ ®¡®§­ ·¨¬
p(t; x) � ux(t; x). �³­ª¶¨¿ p(t; x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥

�®¸¨ ¤«¿ ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢»¸¥ ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿:

pt + (f(p))x = 0; (4.17)

p
��
t=0

= p0(x); (4.18)
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£¤¥ p0(x) = u00(x).
�¡° ²­®, ¯³±²¼ ´³­ª¶¨¿ p(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨-

¥¬ § ¤ ·¨ �®¸¨ (4.17){(4.18). �§ ° ¢¥­±²¢  pt = (�f(p))x ±«¥¤³¥²,

·²® ¢»° ¦¥­¨¥ (1-´®°¬ ) p dx� f(p) dt ¥±²¼ ¯®«­»© ¤¨´´¥°¥­¶¨ «

­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ u(t; x):

p dx� f(p) dt = du; (4.19)

¯°¨ ½²®¬ ux = p, ut = �f(p) = �f(ux). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ´³­ª-

¶¨¿ u(t; x), ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¯®²¥­¶¨ «®¬ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ (�p; f(p)), ¥±²¼
°¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (4.15){(4.16), ¯°¨ ½²®¬ u0(x) ¥±²¼ ¯¥°¢®®¡° §-
­ ¿ ´³­ª¶¨¨ p0(x) (² ª ª ª ¯°¨ t = 0 ° ¢¥­±²¢® (4.19) ¯°¨­¨¬ ¥²

¢¨¤ p0(x) dx = du0(x)). � · «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¨ u0(x), ª ª ¨ ± ¬® °¥¸¥-

­¨¥ u(t; x), ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯® p(t; x) ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ª®­±² ­²».

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ®¡« ±²¨ 
 ª³±®·­®-£« ¤ª®¥ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥-

¸¥­¨¥ p(t; x) ª¢ §¨«¨­¥©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (4.17) ± ®¤­®© «¨­¨¥© ° §°»-
¢  � = f(t; x(t))g. �²® ¢ ²®·­®±²¨ ®§­ · ¥², ·²®

p(t; x) =

�
p�(t; x) ¯°¨ x < x(t);
p+(t; x) ¯°¨ x > x(t);

£¤¥ p+ ¨ p� | ª« ±±¨·¥±ª¨¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (4.17) ¢ ®¡« ±²¿µ


+ = f(t; x) j x > x(t)g ¨ 
� = f(t; x) j x < x(t)g,   ­  � ¢»¯®«­¥­®

³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨®

dx

dt
=
f(p+) � f(p�)

p+ � p�
: (4.20)

�¯°¥¤¥«¨¬ ¯® p+ ¨ p� ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (4.19) ´³­ª¶¨¨ u+(t; x)
¨ u�(t; x) | ª« ±±¨·¥±ª¨¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (4.15) ¢ ®¡« ±²¿µ 
+

¨ 
�. � ª ª ª

p� dx� f(p�) dt = du�;

²® ­  «¨­¨¨ ° §°»¢  � ¨¬¥¥¬

d(u+ � u�) = (p+ � p�) dx� (f(p+) � f(p�)) dt: (4.21)

� ±¨«³ (4.20) ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (4.21) ° ¢­  0, ²® ¥±²¼ d(u+�u�) = 0. �«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®, (u+�u�)
��
�
� Const. �±²¥±²¢¥­­® ¯®«®¦¨²¼ ½²³ ª®­±² ­-

²³ ° ¢­®© ­³«¾ ¨ ®¯°¥¤¥«¿²¼ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (4.15)

ª ª ­¥¯°¥°»¢­³¾ ª³±®·­®-£« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾, ª®²®° ¿ ¢ ®ª°¥±²­®-

±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ £« ¤ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ½²®£®
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³° ¢­¥­¨¿. �°¨ ² ª®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¬» ¤®¯³±ª ¥¬ ¢®§¬®¦­®±²¼ «¨¸¼

±« ¡»µ ° §°»¢®¢ ¤«¿ °¥¸¥­¨© § ¤ ·¨ (4.15){(4.16).

�®­¥·­® ¦¥, ¯®­¨¬ ¥¬®¥ ¢ ³ª § ­­®¬ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥-

­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (4.15){(4.16) ¡³¤¥² ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®, ª ª ¨ ¢ ª¢ §¨-

«¨­¥©­®¬ ±«³· ¥. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ ¬» ¯°®¨­²¥£°¨°³¥¬ ´³­ª¶¨¾

p � u�(t; x) (u� § ¤ ­® ¢ (4.13)) ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (4.19), ²® ¯°¨ ª -

¦¤®¬ � > 0 ¯®«³·¨¬ ­¥¯°¥°»¢­³¾ ¢ ¯®«³¯«®±ª®±²¨ t > 0 ´³­ª¶¨¾

u(t; x) =

8>><
>>:

0 ¯°¨ x 6 ��t;
�� (x+ �t) ¯°¨ � �t 6 x 6 0;
� (x� �t) ¯°¨ 0 6 x 6 +�t;

0 ¯°¨ x > +�t;

¿¢«¿¾¹³¾±¿ (ª ª «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ¨ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®© ¯®¤±² ­®¢ª®©

¢ ³° ¢­¥­¨¥) ­ °¿¤³ ± u � 0 ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ -

·¨ �®¸¨:

ut + (ux)
2 = 0; u

��
t=0

= 0:

�¯° ¦­¥­¨¥ 4.7. �®±²°®¨²¼ ª ª¨¥-«¨¡® ­¥²®¦¤¥±²¢¥­­»¥ ®¡®¡-

¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¨µ § ¤ · �®¸¨:

1) ut + (ux)
3 = 0; u

��
t=0

= 0;

2) ut � (ux)
2 = 0; u

��
t=0

= 1;

3) ut + sinux = 0; u
��
t=0

= 2;

4) ut � expux = 0; u
��
t=0

= 0;

5) ut + f(ux) = 0; u
��
t=0

= u0 � Const.

� ª ±²°®¨²¼ °¥¸¥­¨¿ ½²¨µ § ¤ ·, ¨¬¥¾¹¨¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ²°¨ ¯°¿-

¬»¥ ±« ¡®£® ° §°»¢ ?
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5. �®­¿²¨¥ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£®

°¥¸¥­¨¿

�§ ±®¤¥°¦ ­¨¿ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ° §¤¥«®¢ ¢»²¥ª ¥², ·²® ¢ ²¥®°¨¨ § ¤ ·¨

�®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿

ut + (f(u))x = 0 (5.1)

± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬

u
��
t=0

= u0(x) (5.2)

¨¬¥¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ±¨²³ ¶¨¿:

1) � ¦¥ ¯°¨ ­¥ª®²®°»µ ®£° ­¨·¥­­»µ £« ¤ª¨µ (¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´-

´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ) ­ · «¼­»µ ´³­ª¶¨¿µ u0(x) °¥¸¥­¨¥ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿
£« ¤ª®© ´³­ª¶¨¥© ¤® ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨ T ,   ¯°¥¤¥«

u(T; x) = lim
t!T�0

u(t; x)

¥±²¼ ª³±®·­®-£« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ° §°»¢ ¬¨ 1-£® °®¤ . � ª ª ª ³° ¢-

­¥­¨¥ (5.1) ®²­®±¨²±¿ ª ·¨±«³ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ \£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ"

³° ¢­¥­¨©, £« ¤ª¨¥ °¥¸¥­¨¿ ª®²®°»µ ±²°®¿²±¿ ¯® \¨­´®°¬ ¶¨¨",

° ±¯°®±²° ­¿¾¹¥©±¿ ¢¤®«¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ± ­ · «¼­®£® ¬­®£®®¡° -

§¨¿, ¨ ½²  \¨­´®°¬ ¶¨¿" ®¡³±«®¢¨«  ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥ ° §°»¢  1-£® °®-

¤ , ²® ¥±²¥±²¢¥­­® ®¦¨¤ ²¼, ·²® °¥¸¥­¨¥ ®±² ­¥²±¿ ° §°»¢­»¬ ¨

­  ­¥ª®²®°®¬ ®²°¥§ª¥ ¢°¥¬¥­¨ [T; T + �]. �²® ®§­ · ¥², ·²® ¤«¿ ¯®-
±²°®¥­¨¿ ­¥«®ª «¼­®© ²¥®°¨¨ § ¤ ·¨ (5.1){(5.2) ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢¢¥±²¨ ¢

° ±±¬®²°¥­¨¥ ° §°»¢­»¥ °¥¸¥­¨¿.

2) �±²¥±²¢¥­­»¬ ¯®¤µ®¤®¬ ª ¢¢¥¤¥­¨¾ ² ª¨µ °¥¸¥­¨© ¿¢«¿¥²±¿

¯®¤µ®¤ \¢ ±¬»±«¥ ²¥®°¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© (®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©)", ®

ª®²®°®¬ ¬» £®¢®°¨«¨ ¢ ° §¤¥«¥ 4.1. � ¦¥ ¢ ª« ±±¥ «®ª «¼­® ®£° ­¨-

·¥­­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ ¢ �T ´³­ª¶¨© ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®¡®¡¹¥­­»¥

°¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢ Z
�T

[u't + f(u)'x] dx dt = 0; (5.3)

±¯° ¢¥¤«¨¢®£® ¤«¿ «¾¡®© \¯°®¡­®©" ´³­ª¶¨¨ '(t; x) 2 C10 (�T ),  

­ · «¼­®¥ ³±«®¢¨¥ (5.2) ½²® °¥¸¥­¨¥ ¯°¨­¨¬ ¥², ±ª ¦¥¬, ¤«¿ ¯®·²¨

¢±¥µ x 2 R.
�¤­ ª®, ª ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¢»¸¥, ¯°¨ ² ª®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨ ®¡®¡¹¥­-

­®£® °¥¸¥­¨¿ ®­® ®ª §»¢ ¥²±¿ ­¥¥¤¨­±²¢¥­­»¬ (¤ ¦¥ ¯°¨ u0(x) � 0).

�®­¿²­®, ·²® ½´´¥ª² ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ±¢¿§ ­ ± ­ «¨·¨¥¬ ° §°»¢®¢
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³ °¥¸¥­¨¿ ¢ ¯°¨¢¥¤¥­­®¬ ¯°¨¬¥°¥. �®-¢¨¤¨¬®¬³, ­¥ «¾¡»¥ ° §°»¢»

¤®¯³±²¨¬». �® ª ª ­ ©²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ­ 

° §°»¢»?

5.1. �±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ¢ ±«³· ¥

¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿

�¤¥« ¥¬ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥

f 00(u) > 0; f(u) 2 C3
loc ; u0(x) 2 C

2:

� ¤ ·  5.1. �  ®±­®¢¥ (3:7) ¨«¨ (3:11) ¨ � ¤ ·¨ 3:2 ¨«¨ 3:3 ¯®ª ¦¨-

²¥, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ u(t; x) 2 C2(�T ).

�¥¯¥°¼ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ \·¨±²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬" ±®-

®¡° ¦¥­¨¥¬: ¯®¯»² ¥¬±¿ ¢»¿¢¨²¼ ²¥ ±¢®©±²¢  £« ¤ª¨µ ¯°¨ t < T
°¥¸¥­¨©, ª®²®°»¥ ­¥ ³µ³¤¸ ¾²±¿ (¨«¨ ±®µ° ­¿¾²±¿) ¯°¨ \¯®¤µ®¤¥"

ª ª°¨²¨·¥±ª®¬³ §­ ·¥­¨¾ ¢°¥¬¥­¨ t = T ¨ ª®²®°»¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

µ ° ª²¥°¨§³¾² ¢®§­¨ª ¾¹¨¥ ®±®¡¥­­®±²¨ °¥¸¥­¨¿ u(t; x). �¡®§­ -
·¨¬ p = ux(t; x) ¨ ¯°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ (5.1) ¯® x. �¬¥¥¬

0 = pt + f 0(u) � px + f 00(u) � p2x > pt + f 0(u)px :

�¤®«¼ «¾¡®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ x = x(t), _x = f 0 (u(t; x(t)), (  ² ª¨¥

µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ § ¯®«­¿¾² ¢±¾ ®¡« ±²¼ �T ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ £« ¤ª®£®

°¥¸¥­¨¿) ¯®±«¥¤­¥¥ ­¥° ¢¥­±²¢® \±¢®° ·¨¢ ¥²±¿" ² ª:

0 > pt +
dx

dt
px =

dp(t; x(t))

dt
;

²® ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ p(t; x) ­¥ ¢®§° ±² ¥² ¢¤®«¼ µ ° ª²¥°¨±²¨ª x = x(t).
(�²® ¦¥ ¤ ¥² ­ ¬ ¨ ²°¥²¼¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¢ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ±¨±²¥-

¬¥ (3.3): _p = �f 00(u)p2 6 0.) �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ (t; x) 2 �T

¢»¯®«­¥­®

p(t; x) = ux(t; x) 6 sup
x2R

u00(x) = K0 : (5.4)

�®±ª®«¼ª³ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ux(t; x) ¯°¨ t = T ®¯°¥¤¥«¥­  ­¥ ¯°¨ ¢±¥µ x,
²® ¯¥°¥©¤¥¬ ª ½ª¢¨¢ «¥­²­®© ´®°¬¥ ­¥° ¢¥­±²¢  (5.4):

u(t; x2) � u(t; x1)

x2 � x1
6 K0 8x1; x2 : (5.5)
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� ª®£® ¢¨¤  ­¥° ¢¥­±²¢® ¢ ª ·¥±²¢¥ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ¢ ²¥-

®°¨¨ ®¡®¡¹¥­­»µ °¥¸¥­¨© ¢¢¥¤¥­® ¢ ° ¡®² µ �.�.�«¥©­¨ª (±¬. [6]).

�§ (5.5) ±«¥¤³¥² u(t; x2)� u(t; x1) 6 K0(x2 � x1) ¯°¨ x1 < x2, ¨ ¢ ¯°¥-
¤¥«¥ ¯°¨ x2 ! x� + 0, x1 ! x� � 0, £¤¥ x� | ²®·ª  ° §°»¢  ´³­ª-

¶¨¨ u(T; x), ¯®«³· ¥¬

u+ = u(t; x� + 0) < u(t; x� � 0) = u� : (5.6)

�³¤¥¬ ²°¥¡®¢ ²¼ ¢»¯®«­¥­¨¥ (5.6) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ° §°»¢  ®¡®¡-

¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ u(t; x). �²® ³±«®¢¨¥ ¥±²¥±²¢¥­­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª
³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ¢ ª« ±±¥ ª³±®·­®-£« ¤ª¨µ °¥¸¥­¨©.

� ¬¥· ­¨¥ 5.1. � ° ±±¬®²°¥­­®¬ ¢»¸¥ (±¬. ° §¤¥« 4.3) ¯°¨¬¥°¥

­¥¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ¤«¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (4.11){(4.12), £¤¥ f 00(u) = 2 > 0,

¤«¿ °¥¸¥­¨© u�(t; x), � > 0, ¢¨¤  (4.13) ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»-

¢  (5.6) ­¥ ¢»¯®«­¥­® ­  ¯°¿¬®© x = 0. �¤¨­±²¢¥­­»¬ ¤®¯³±²¨¬»¬

°¥¸¥­¨¥¬ ¡³¤¥² u(t; x) � 0, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬ ° ±-

±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨.

�±«¨ f 00(u) < 0, ²® ¯®±«¥ § ¬¥­» u = �v ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (5.1) ¯®«³· -
¥¬ vt + ( ~f (v))x = 0, £¤¥ ~f (v) � �f(�v), ¯°¨·¥¬ ~f 00(v) = �f 00(�v) > 0.

�«¿ °¥¸¥­¨¿ v(t; x) ¬» ¨¬¥¥¬ v+ < v�: �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ³±«®¢¨¥¬ ¤®-

¯³±²¨¬®±²¨ ¢ ±«³· ¥ f 00(u) < 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®¥ ª (5.6)

­¥° ¢¥­±²¢® u+ = �v+ > �v� = u�.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¢¥¤¥­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §-

°»¢  ¢ ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f(u). �³±²¼ u� ¨ u+ |

¯°¥¤¥«» ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª «¨­¨¨ ° §°»¢ 

±®®²¢¥²±²¢¥­­® ±«¥¢  ¨ ±¯° ¢  ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ®±¨ x-®¢. �®£¤ 

� ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ ±®±²®¿­¨¿ f(u) ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¯³ª«®© ¢­¨§ (­ ¯°¨-

¬¥°, f(u) = u2=2; eu; : : :), ²® ³ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1) ¢®§¬®¦-
­» ±ª ·ª¨ ®² u� ª u+ «¨¸¼ ¯°¨ u� > u+;

� ¥±«¨ f(u) ¢»¯³ª«  ¢¢¥°µ (f(u) = �u2; lnu; : : :), ²® ±ª ·ª¨ ®² u�
ª u+ ¢®§¬®¦­» «¨¸¼ ¢ ±«³· ¥ u� < u+.

� ¤¨¬ ­¥ª®²®°®¥ \´¨§¨·¥±ª®¥" ¯®¿±­¥­¨¥ ¯®«³·¥­­®£® ³±«®¢¨¿

¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢ . �§ ½²®£® ³±«®¢¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¢ «¾¡®© ²®·-

ª¥ «¨­¨¨ ° §°»¢  x = x(t) ³£«®¢»¥ ª®½´´¨¶¨¥­²» f 0(u+) ¨ f 0(u�)
µ ° ª²¥°¨±²¨ª x = f 0(u�)t + C, ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ¢ ½²³ ²®·ª³ ± ° §­»µ

±²®°®­ ®² «¨­¨¨ ° §°»¢ ,   ² ª¦¥ ² ­£¥­± ! = dx
dt

=
f(u+)�f(u�)

u+�u�
³£« 
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­ ª«®­  ª ± ²¥«¼­®© ª «¨­¨¨ ° §°»¢  (§ ¬¥²¨¬, ·²® ! ° ¢­® §­ ·¥-

­¨¾ f 0(~u) ¢ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¥ ~u, «¥¦ ¹¥© ±²°®£® ¬¥¦¤³ u+ ¨ u�)
³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±®®²­®¸¥­¨¾

f 0(u+) < ! =
f(u+) � f(u�)

u+ � u�
= f 0(~u) < f 0(u�): (5.7)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ f 00(u) > 0; ²® f 0(u) | ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹ ¿

´³­ª¶¨¿,   ¨§ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ¢ ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ¢­¨§

´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f(u) ±«¥¤³¥² u+ < ~u < u�. �±«¨ ¦¥ ´³­ª¶¨¿ f(u)
¢»¯³ª«  ¢¢¥°µ (f 00(u) < 0), ²® ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ­ ¬

¤ ¥² u+ > ~u > u�, ¨ ¬» ±­®¢  ¨¬¥¥¬ (5.7), ² ª ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

f 0(u) | ¬®­®²®­­® ³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬, ·²® ± ¢®§° ±² ­¨¥¬ t µ ° ª²¥°¨±²¨-
ª¨ ¯®¤µ®¤¿² ± ° §­»µ ±²®°®­ ª «¨­¨¨ ° §°»¢  (±¬. °¨±. 11 ),   ­¥

®²µ®¤¿² ®² ­¥¥ (°¨±. 11¡). �²® ®§­ · ¥², ·²® ° §°¥¸¥­» ²¥ ° §°»-

¢», ª®²®°»¥ ®¡³±«®¢«¥­» ²¥¬, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¨¥ £« ¤ª¨¬ °¥¸¥­¨¿¬ (± ª ¦¤®© ±²®°®­» ®² «¨­¨¨ ° §°»¢ ), ­ -

·¨­ ¾² ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿ ± °®±²®¬ t. � ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ¬» ± ¬¨ ª ª

¡» ­ ¢¿§»¢ ¥¬ «¨­¨¾ ° §°»¢ , ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ± °®±²®¬ ¢°¥¬¥­¨

®²µ®¤¿² ®² ­¥¥, ­¥¤®¯³±²¨¬ .

�¨±. 11.

�°¨¬¥° 5.1. �°®¨««¾±²°¨°³¥¬ ¢»¸¥±ª § ­­®¥ ­  ¯°¨¬¥°¥ ³° ¢­¥-

­¨¿ �®¯´  (1.1), ².¥. ³° ¢­¥­¨¿ (5.1) ± f(u) = u2=2. �²® ³° ¢­¥­¨¥

(±¬. x1) ®¯¨±»¢ ¥² ¯®«¥ ±¢®¡®¤­® ¤¢¨¦³¹¨µ±¿ · ±²¨¶. �³±²¼ · ±²¨-

¶», ­ µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ­ · «¼­»© ¬®¬¥­² ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ +1 (².¥. ± ª®-

®°¤¨­ ² ¬¨ ¡®«¼¸¥ ­¥ª®²®°®£® §­ ·¥­¨¿), ¨¬¥¾² ±ª®°®±²¼ u+;   ¢

®ª°¥±²­®±²¨ �1| ±ª®°®±²¼ u�; ¯°¨·¥¬ u+ < u�: �®±«¥¤­¥¥ ®§­ · -
¥², ·²® · ±²¨¶ ¬ ­¥ ¨§¡¥¦ ²¼ ±²®«ª­®¢¥­¨©, ¨ ¡³¤¥² ®¡° §®¢»¢ ²¼-

±¿ ³¤ °­ ¿ ¢®«­ . �ª®°®±²¼ ¤¢¨¦¥­¨¿ ³¤ °­®© ¢®«­», ®¡° §®¢ ­­®©

59



±²®«ª­®¢¥­¨¥¬ ½²¨µ · ±²¨¶, ¡³¤¥² ° ¢­ 

! =
f(u+)� f(u�)

u+ � u�
=
u2+=2� u2�=2

u+ � u�
=
u+ + u�

2
:

�» ¯®«³· ¥¬ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬

¢¨¤¥:

u(t; x) =

�
u� ¯°¨ x < !t+ C;
u+ ¯°¨ x > !t+ C:

(5.8)

�²® °¥¸¥­¨¥ ¬®¦­® ¨­²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¥¦-

¤³ · ±²¨¶ ¬¨, ¨¬¥¾¹¨¬¨ ±ª®°®±²¨ u� ¨ u+, ¯°®¨±µ®¤¨²  ¡±®«¾²­®

­¥³¯°³£®¥ ±®³¤ °¥­¨¥, ²® ¥±²¼ ®­¨ ±®¥¤¨­¿¾²±¿ ¢ ®¤­³. �®±«¥ ±®-

³¤ °¥­¨¿ · ±²¨¶» ¯°®¤®«¦ ¾² ¤¢¨¦¥­¨¥ ±® ±ª®°®±²¼¾ (u+ + u�)=2,
±®§¤ ¢ ¿ ³¤ °­³¾ ¢®«­³. �ª®°®±²¼ ¤¢¨¦¥­¨¿ ½²®© ¢®«­» ­ ©¤¥­  ¨§

§ ª®­  ±®µ° ­¥­¨¿ ¨¬¯³«¼±  | ±°¥¤­¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ¬¥¦¤³ ±ª®-

°®±²¿¬¨ · ±²¨¶ ¤® ±®³¤ °¥­¨¿. � ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ² ª¨µ ±®³¤ °¥­¨¿µ

¯°®¨±µ®¤¨² ¯®²¥°¿ ª¨­¥²¨·¥±ª®© ½­¥°£¨¨ (ª ½²®¬³ ¢®¯°®±³ ¬» ¥¹¥

¢¥°­¥¬±¿ ­¨¦¥).

�±«¨ ¦¥ ¬» ¨¬¥«¨ u+ > u�; ¨ ­ · «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±ª®°®-

±²¥© ¡»«® £« ¤ª®© ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¥©, ²® ­¨ª ª¨µ

±®³¤ °¥­¨© ¬¥¦¤³ · ±²¨¶ ¬¨ ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ­¥ ¡³¤¥², ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

±ª®°®±²¥© u(t; �) ¢ «¾¡®© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t > 0 ¡³¤¥², ² ª¦¥ ª ª

¨ ¯°¨ t = 0, £« ¤ª®© ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¥©, ­¨ª ª¨µ

³¤ °­»µ ¢®«­ ­¥ ¬®¦¥² ®¡° §®¢ ²¼±¿ (±¬. ° §¤. 3.1). � ½²®¬ ±«³· ¥

´³­ª¶¨¿ u(t; x), § ¤ ¢ ¥¬ ¿ (5.8), µ®²¼ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¨­²¥£° «¼-

­®¬³ ²®¦¤¥±²¢³ (5.3), ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ´¨§¨·¥±ª¨ ¯° ¢¨«¼­»¬ °¥¸¥­¨¥¬

³° ¢­¥­¨¿ �®¯´ .

5.2. �¥²®¤ \¨±·¥§ ¾¹¥© ¢¿§ª®±²¨"

�«¿ ®¡®¡¹¥­¨¿ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ­  ±«³· © ­¥¢»¯³ª«®©

´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f(u) ±¤¥« ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ \­ ¡«¾¤¥­¨¥", ³·¨²»¢ ¿

¢§ ¨¬­®¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ £° ´¨ª®¢ ¨ µ®°¤ ¢»¯³ª«»µ ´³­ª¶¨©: ¥±«¨

u� > u+ (u� < u+), ²® £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) ¤®«¦¥­ ¡»²¼ ° ±¯®-

«®¦¥­ ­¥ ¢»¸¥ (­¥ ­¨¦¥) µ®°¤», ±²¿£¨¢ ¾¹¥© ²®·ª¨ (u�; f(u�)) ¨
(u+; f(u+)) (±¬. °¨±. 12). �ª §»¢ ¥²±¿, ¨¬¥­­® ¢ ² ª®© ´®°¬¥ ¯®«³-

·¥­­»¥ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ­  ±«³· © ¯°®¨§-

¢®«¼­®© (­¥¢»¯³ª«®©) ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f(u).
�«¿ ¤®±² ²®·­® ±²°®£®£® ®¡®±­®¢ ­¨¿ ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¯°¨¬¥-

­¨¬ \´¨§¨·¥±ª¨¥ (²®·­¥¥, £ §®¤¨­ ¬¨·¥±ª¨¥) ±®®¡° ¦¥­¨¿", ®±­®¢»-

¢ ¾¹¨¥±¿ ­  ¯®­¿²¨¿µ \¨¤¥ «¼­®£®" ¨ \¢¿§ª®£®" £ § . �±«¨ x = x(t)
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�¨±. 12.

| ²° ¥ª²®°¨¿ · ±²¨¶» ¨¤¥ «¼­®£® £ §  ¢ ²°³¡ª¥, ° ±¯®«®¦¥­­®©

¢¤®«¼ ®±¨ x,   ´³­ª¶¨¿ u(t; x) | ±ª®°®±²¼ · ±²¨¶», ­ µ®¤¿¹¥©±¿ ¢

¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t ¢ ²®·ª¥ x, ²® (±¬. x1) _x(t) = u (t; x(t)), �x(t) = du
dt

= 0,

®²ª³¤  ¨ ¢®§­¨ª ¥² ³° ¢­¥­¨¥ �®¯´  (1.1). �® ¨¤¥ «¼­»© £ § \¡»¢ -

¥²" «¨¸¼ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨, ¢ ¯°¥¤¥«¥, ª®£¤  ¢¿§ª®±²¼ °¥ «¼­®£® £ §  ­¥

³·¨²»¢ ¥²±¿ ¢¢¨¤³ ¥¥ ¬ «®±²¨.

�±«¨ ", " > 0, | ª®½´´¨¶¨¥­² ¢¿§ª®±²¨ °¥ «¼­®£® £ § , ²® ±¨«³

¢¿§ª®±²­®£® ²°¥­¨¿ (¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¤®¯³¹¥­¨¿µ), ¤¥©±²¢³¾¹³¾

­  · ±²¨¶³ x(t) ¨ ®²­¥±¥­­³¾ ª ¥¤¨­¨¶¥ ¬ ±±», ¬®¦­® ¯°¨­¿²¼ ° ¢-

­®© "uxx(t; x(t)). �®£¤  �x =
du
dt

= "uxx, ¨ ¢¬¥±²® ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  ¬»
¯®«³· ¥¬ ² ª ­ §»¢ ¥¬®¥ ³° ¢­¥­¨¥ �¾°£¥°± 

ut + u � ux = "uxx : (5.9)

�±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼ (  ½²® ² ª ¨ ¥±²¼), ·²® ¢±¥ ¤®¯³±²¨¬»¥ ®¡®¡-

¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥­» ª ª ¯°¥¤¥«

°¥¸¥­¨© u"(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (5.9) ¯°¨ ±²°¥¬«¥­¨¨ ª®½´´¨¶¨¥­²  ¢¿§-

ª®±²¨ " ª 0. � ¬  ®¯¥° ¶¨¿ ¢¢¥¤¥­¨¿ ¢ ³° ¢­¥­¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª 

·«¥­  "uxx ± ¯®±«¥¤³¾¹¨¬ ¨§³·¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥«®¢ ¯°¨ " ! +0 ­ §»¢ -

¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ \¨±·¥§ ¾¹¥© ¢¿§ª®±²¨".

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯¥°¥©²¨ ª ¯°¨¬¥­¥­¨¾ ½²®£® ¬¥²®¤  ¤«¿ ®¡®±­®¢ -

­¨¿ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­®£® ¢»¸¥ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³-

· ¥, ³ª ¦¥¬ ¢ ¦­»© ¬¥²®¤ \«¨­¥ °¨§ ¶¨¨" (¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥)

³° ¢­¥­¨¿ �¾°£¥°±  (5.9). �·¨²»¢ ¿, ·²® ut = ("ux � u2=2)x, ¢¢¥¤¥¬
¯®²¥­¶¨ « U (t; x), ®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ° ¢¥­±²¢®¬

dU = u dx+
�
"ux � u2=2

�
dt:

� ½²®¬ ±«³· ¥

Ux = u; Ut = "ux � u2=2 = "Uxx � U2
x=2;
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²® ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ U (t; x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¾

Ut +
1

2
U2
x = "Uxx : (5.10)

�¤¥« ¥¬ ¢ (5.10) § ¬¥­³ U = �2" ln z. �®£¤ 

Ut = �2"
zt
z
; Ux = �2"

zx
z
; Uxx = �2"

zxx
z

+ 2"
z2x
z2
:

�° ¢­¥­¨¥ (5.10) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

�2"
zt

z
+ 2"2

z2x
z2

= �2"2
zxx

z
+ 2"2

z2x
z2
;

²® ¥±²¼ ¯®«³·¥­® «¨­¥©­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ²¥¯«®¯°®¢®¤­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼-

­® ´³­ª¶¨¨ z(t; x):
zt = "zxx : (5.11)

� ¬¥· ­¨¥ 5.2. �ª § ­­»© ¬¥²®¤ «¨­¥ °¨§ ¶¨¨ ¡»« ¢¯¥°¢»¥ ¯°¥¤-

«®¦¥­ ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¨ ®¤­®© ¯°¨ª« ¤­®© § ¤ ·¨ °³±±ª¨¬ ¬¥µ ­¨-

ª®¬ �.�.�«®°¨­»¬ ¢ 1948 £®¤³. �®§¦¥ (¢ 50-¥ £®¤») ½²®² ¬¥²®¤ ¡»«

¯¥°¥®²ª°»²  ¬¥°¨ª ­±ª¨¬¨ ³·¥­»¬¨ �.�®¯´®¬ ¨ �.�®³«®¬ ¨ ²¥¯¥°¼

· ±²® ­ §»¢ ¥²±¿ ¨µ ¨¬¥­ ¬¨ (¯° ¢¨«¼­® £®¢®°¨²¼ ® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¨

�«®°¨­ -�®¯´ -�®³« ).

�§ ±¤¥« ­­»µ § ¬¥­ ±«¥¤³¥², ·²® °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5.9) ¨¬¥¥²

¢¨¤

u = Ux = �2"
zx

z
;

£¤¥ z(t; x) ¥±²¼ °¥¸¥­¨¥ (5.11).
� ª µ®°®¸® ¨§¢¥±²­® ¨§ ²¥®°¨¨ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ± · ±²­»-

¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢-

­¥­¨¿ ²¥¯«®¯°®¢®¤­®±²¨ (5.11) ¤ ¦¥ ± ª³±®·­® ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ­ -

· «¼­»¬¨ ¤ ­­»¬¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬® ¯°¨ t > 0: � ª¨¬
®¡° §®¬, ¨ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ �¾°£¥°±  (5.9) ² ª¦¥ ¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·-

­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­¥ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼

³¤ °­»µ ¢®«­.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¯°®±² ¿ ¢®«­ 

u(t; x) = u�+
u+ � u�

2
[1+sign(x�!t)] =

�
u� ¯°¨ x < !t;
u+ ¯°¨ x > !t;

(5.12)
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£¤¥ ! = Const, ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1) ¢

±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (5.3). �«¿ ½²®£® ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®-

±² ²®·­®, ·²®¡» ­  «¨­¨¨ ° §°»¢  x(t) = !t ¡»«® ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥
� ­ª¨­ -�¾£®­¨®

! �
dx

dt
=
f(u+)� f(u�)

u+ � u�
: (5.13)

�¤¥¿ ¬¥²®¤  \¨±·¥§ ¾¹¥© ¢¿§ª®±²¨" ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ § ª«¾· ¥²±¿ ¢

±«¥¤³¾¹¥¬. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¤ ­­®¥ ° §°»¢­®¥ °¥¸¥­¨¥ (³¤ °­ ¿

¢®«­ ) u(t; x) ¢¨¤  (5.12) ¤®¯³±²¨¬®, ¥±«¨ ®­® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥­®

ª ª ¯®²®·¥·­»© ¯°¥¤¥« (¯°¨ x 6= !t) °¥¸¥­¨© u"(t; x) ³° ¢­¥­¨¿

u"t + (f(u"))x = "u"xx : (5.14)

¯°¨ "! +0. (�§« £ ¥¬»© ­¨¦¥ ¯®¤µ®¤ ¡»« ¯°¥¤«®¦¥­ �.�.�¥«¼´ ­-

¤®¬ [7]).

�·¨²»¢ ¿ ±²°³ª²³°³ °¥¸¥­¨¿ u(t; x), ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢-

­¥­¨¿ (5.14) ¢ ¢¨¤¥

u"(t; x) = v(�); � =
x� !t

"
: (5.15)

�®¤±² ¢«¿¿ °¥¸¥­¨¥ ² ª®£® ¢¨¤  ¢ (5.14), ¯®«³· ¥¬, ·²® ´³­ª¶¨¿

v(�) ¥±²¼ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿

�!v0 + (f(v))
0
= v00: (5.16)

� ¤°³£®© ±²®°®­» ¿±­®, ·²® ´³­ª¶¨¿ u" = v
�
x�!t
"

�
¯®²®·¥·­®

(¯°¨ x 6= !t)  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥² ¯°¨ "! +0 ´³­ª¶¨¾ u(t; x) ¢¨¤  (5.12)
²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ´³­ª¶¨¿ v(�) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² £° ­¨·­»¬
³±«®¢¨¿¬

v(�1) = u� ; v(+1) = u+ : (5.17)

� ¬¥· ­¨¥ 5.3. �±ª®¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ v(�) § ¢¥¤®¬® ­¥¥¤¨­±²¢¥­­ : ¥±-
«¨ v(�) | °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (5.16){(5.17), ²® °¥¸¥­¨¿¬¨ ½²®© ¦¥ § ¤ ·¨

¿¢«¿¾²±¿ ¨ ´³­ª¶¨¨ ~v = v(� � �0) ¯°¨ «¾¡®¬ �0 2 R.

�­²¥£°¨°³¿ (5.16), ¯®«³· ¥¬

v0 = �!v + f(v) + C = F (v) + C; C = Const : (5.18)

�«¿ ²®£® ·²®¡»  ¢²®­®¬­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  (5.18) ±

£« ¤ª®© ¯° ¢®© · ±²¼¾ F (v) + C ¨¬¥«® °¥¸¥­¨¥, ª®²®°®¥ ±²°¥¬¨²±¿

ª ª®­±² ­² ¬ u� ¯°¨ � ! �1 ¨ u+ ¯°¨ � ! +1, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨

¤®±² ²®·­® ¢»¯®«­¥­¨¥ ±«¥¤³¾¹¨µ ³±«®¢¨©:
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1) u� ¨ u+ { ®±®¡»¥ ²®·ª¨ ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿, ².¥. ®¡° ¹ ¾² ¢ ­³«¼

¯° ¢³¾ · ±²¼ ³° ¢­¥­¨¿ (5.18):

F (u�) +C = F (u+) +C = 0;

²® ¥±²¼ C = �F (u�) = �F (u+). � ¢¥­±²¢® F (u�) = F (u+) ¯®-
±«¥ § ¯¨±¨ ¢ ¢¨¤¥ f(u�)�!u� = f(u+)�!u+ ¢ ²®·­®±²¨ ±®¢¯ -

¤ ¥² ± ³±«®¢¨¥¬ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (5.13).

2) �  ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¬¥¦¤³ u� ¨ u+ ­¥² ¤°³£¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª, ¨

¯° ¢ ¿ · ±²¼ (5.18) F (v) � F (u�) = F (v) � F (u+) ­  ½²®¬ ¯°®-

¬¥¦³²ª¥

 ) ¯®«®¦¨²¥«¼­  ¯°¨ u� < u+ (²®£¤  °¥¸¥­¨¥ ¢®§° ±² ¥²):

F (v)� F (u�) > 0 8v 2 (u�; u+); ¥±«¨ u� < u+; (5.19)

¡) ®²°¨¶ ²¥«¼­  ¯°¨ u� > u+ (v(�) ³¡»¢ ¥²):

F (v) � F (u+) < 0 8v 2 (u+; u�); ¥±«¨ u+ < u�; (5.20)

�±«¨ ¦¥ ½²¨ ³±«®¢¨¿ ¢»¯®«­¥­», ²® ¨­²¥°¥±³¾¹¨¥ ­ ± °¥¸¥­¨¿

³° ¢­¥­¨¿ (5.16) § ¤ ¾²±¿ ´®°¬³«®©Z v

v0

dv

F (v)� F (u�)
= � � �0; v0 =

u+ + u�
2

:

�®®²­®¸¥­¨¿ (5.19){(5.20) ¨ ¿¢«¿¾²±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®© § ¯¨±¼¾ ³±«®-

¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨.

� ¤¨¬ ²¥¯¥°¼ ¥¬³ ¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¾. �®¤±² ¢«¿¿

F (v) = f(v) � !v ¢ (5.19) ¨ (5.20), ¯®«³·¨¬:

f(v) � f(u�) > !(v � u�) 8v 2 (u�; u+); ¥±«¨ u� < u+;

f(v) � f(u+) < !(v � u+) 8v 2 (u+; u�); ¥±«¨ u+ < u�;

¨«¨, ± ³·¥²®¬ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (5.13):

f(u) � f(u�)

u� u�
> ! =

f(u+)� f(u�)

u+ � u�
8u 2 (u�; u+); ¥±«¨ u� < u+;

(5:190)
f(u) � f(u+)

u� u+
< ! =

f(u+) � f(u�)

u+ � u�
8u 2 (u+; u�); ¥±«¨ u+ < u�:

(5:200)
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�¨±. 13.

� °¨±³¥¬ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) (±¬. °¨±. 13). �±«®¢¨¥ (5:190) ®§­ -

· ¥², ·²® µ®°¤  Ch ½²®£® £° ´¨ª  ± ª®­¶ ¬¨ (u�; f(u�)); (u+; f(u+))
¨¬¥¥² ¬¥­¼¸¨© ³£®« ± ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ®±¨ u, ·¥¬ ±¥ª³-

¹ ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª¨ (u�; f(u�)), (u; f(u)) ¤«¿ ¢±¥µ u ¨§ ¨­-

²¥°¢ «  (u�; u+). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ²®·ª  (u; f(u)) ¨ ¢¥±¼ £° ´¨ª f(u)
­  ¨­²¥°¢ «¥ (u�; u+) ° ±¯®«®¦¥­ ¢»¸¥ ³ª § ­­®© µ®°¤» Ch. �­ «®-

£¨·­®, ³±«®¢¨¥ (5:200) ®§­ · ¥², ·²® £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  (u+; u�)
° ±¯®«®¦¥­ ­¨¦¥ µ®°¤» Ch.

� ¬¥· ­¨¥ 5.4. � °¼¨°³¿ u�; u+,   ² ª¦¥ f(u), ¬®¦­® ±²°®¨²¼ ° §-

«¨·­»¥ ±µ®¤¿¹¨¥±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¤®¯³±²¨¬»µ ®¡®¡¹¥­­»µ °¥-

¸¥­¨© ¢¨¤  (5.15). �±²¥±²¢¥­­® ³±«®¢¨²¼±¿ ±·¨² ²¼ ¤®¯³±²¨¬»¬¨ ¨

«¾¡»¥ ¯®²®·¥·­»¥ ¯°¥¤¥«» ¤®¯³±²¨¬»µ °¥¸¥­¨©. �® ²®£¤  ¿±­®, ·²®

«¾¡³¾ ±¨²³ ¶¨¾ ± ª ± ­¨¥¬ £° ´¨ª  f(u) ¨ µ®°¤» Ch, ²®¦¥ ±«¥¤³¥²

±·¨² ²¼ ¤®¯³±²¨¬®©.

�ª®­· ²¥«¼­® ¯®«³· ¥¬, ·²® ³ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (5.1) ¢®§-
¬®¦¥­ ±ª ·®ª ®² u� ª u+ (¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¢®§° ±² ­¨¿ x) ¯°¨ ¢»¯®«-

­¥­¨¨ ±«¥¤³¾¹¥£® ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢ :

� ¢ ±«³· ¥ u� < u+ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  ®²°¥§ª¥ [u�; u+]
¤®«¦¥­ ¡»²¼ ° ±¯®«®¦¥­ ­¥ ­¨¦¥ µ®°¤» ± ª®­¶ ¬¨ (u�; f(u�))
¨ (u+; f(u+));

� ¢ ±«³· ¥ u� > u+ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  ®²°¥§ª¥ [u+; u�]
¤®«¦¥­ ¡»²¼ ° ±¯®«®¦¥­ ­¥ ¢»¸¥ µ®°¤» ± ª®­¶ ¬¨ (u�; f(u�))
¨ (u+; f(u+)).

� ¤¨¬ ¥¹¥ ®¤­³ ´®°¬³ § ¯¨±¨ ¯®«³·¥­­®£® ³±«®¢¨¿. �«¿ ½²®£®

­  °¨±³­ª¥ ¢ ª®®°¤¨­ ² µ (u; f) ­ °¿¤³ ± £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ f(u)
¨ µ®°¤®©, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ª®­¶» ½²®£® £° ´¨ª , ° ±¯®«®¦¨¬ ² ª¦¥

65



�¨±. 14.

¢¥ª²®° ­®°¬ «¨ � = (cos(�; t); cos(�; x)) ª «¨­¨¨ ±¨«¼­®£® ° §°»¢ 

(±¬. °¨±. 14). �¡®§­ ·¨¬ ²®·ª¨ A = (u�; f(u�)), B = (u+; f(u+))
¨ C = (u; f(u)) | ­¥ª®²®° ¿ ²¥ª³¹ ¿ ²®·ª  ­  £° ´¨ª¥. �¥ª²®°

� ®°²®£®­ «¥­ ¢¥ª²®°³
��!
AB (½²® ¢ ²®·­®±²¨ ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®-

­¨® (5.13)) ¨ ±¬®²°¨² \¢¢¥°µ", ².¥. cos(�; x) > 0 (² ª ª ª ­®°¬ «¼

¢»¡¨° ¥²±¿ ­ ¬¨ ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ®±¨ x). �±«®¢¨¥ ²®£®, ·²® £° ´¨ª
´³­ª¶¨¨ f(u) ° ±¯®«®¦¥­ ­¥ ­¨¦¥ µ®°¤» ¢ ²®·­®±²¨ ®§­ · ¥², ·²®

³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨
�!
AC (¨«¨

��!
BC) ¨ � ­¥ ¡®«¼¸¥ �=2, ²® ¥±²¼ ±ª -

«¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ (
�!
AC; �) ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®:

(u�u�) cos(�; t)+(f(u)�f(u�)) cos(�; t) > 0 8u 2 (u�; u+) (5.21)

¢ ±«³· ¥ u� < u+.
�±«®¢¨¥ ¦¥ ²®£®, £° ´¨ª «¥¦¨² ­¥ ­¨¦¥ µ®°¤» ®§­ · ¥², ·²® ³£®«

¬¥¦¤³ ²¥¬¨ ¦¥ ¢¥ª²®° ¬¨ ­¥ ¬¥­¼¸¥ �=2, ²® ¥±²¼ ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§-

¢¥¤¥­¨¥ (
��!
BC; �) ­¥¯®«®¦¨²¥«¼­®:

(u�u+) cos(�; t)+(f(u)�f(u+)) cos(�; t) 6 0 8u 2 (u+; u�) (5.22)

¢ ±«³· ¥ u� > u+.

� ¬¥· ­¨¥ 5.5. �±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢ , ¯®«³·¥­­»¥ \¬¥-

²®¤®¬ ¨±·¥§ ¾¹¥© ¢¿§ª®±²¨" ¯°¥ª° ±­® ±®£« ±³¾²±¿ ± ³±«®¢¨¿¬¨, ¯®-

«³·¥­­»¬¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¢ ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ f(u).
�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ±¢®©±²¢® ¢»¯³ª«®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ¢­¨§ (¢¢¥°µ) ¯® ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¾ ®§­ · ¥², ·²® «¾¡ ¿ µ®°¤ , ±®¥¤¨­¿¾¹ ¿ ²®·ª¨ ­  £° ´¨ª¥

½²®© ´³­ª¶¨¨, «¥¦¨² ¢»¸¥ (­¨¦¥) ± ¬®£® £° ´¨ª .
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�¥§¤¥ ­¨¦¥ ²¥¯¥°¼ ¯®¤ ®¡®¡¹¥­­»¬ ª³±®·­® £« ¤ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬

³° ¢­¥­¨¿ (5.1) ¬» ¡³¤¥¬ ¯®­¨¬ ²¼ °¥¸¥­¨¥ ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®-

£® ²®¦¤¥±²¢  (5.3), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­®¬³ ³±«®¢¨¾

¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨ ­  «¨­¨¿µ ±¨«¼­®£® ° §°»¢ .

�¯° ¦­¥­¨¥ 5.1. �±² ­®¢¨²¼, ­  ª ª¨µ ¯°¿¬»µ ° §°»¢  ¤«¿ °¥-

¸¥­¨© u(t; x) ³° ¢­¥­¨© ¢¨¤  (5:1) ¢»¯®«­¥­®,   ­  ª ª¨µ | ­¥²,

³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  (¯°¨ ±®¡«¾¤¥­¨¨ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -

�¾£®­¨® (5:13)), £¤¥

1) u(t; x) § ¤ ­» ¢ �¯° ¦­¥­¨¨ 4.1;

2) u(t; x) ¯®±²°®¥­» ¢ �¯° ¦­¥­¨¨ 4.2;

3) u(t; x) ¯®±²°®¥­» ¢ �¯° ¦­¥­¨¨ 4.6.

5.3. �®­¿²¨¥ ½­²°®¯¨¨ ¨ ­¥®¡° ²¨¬®±²¼ ¯°®¶¥±±®¢

�®·¥¬³ ¦¥ ¯®«³·¥­­»¥ ¢»¸¥ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ­ §»-

¢ ¾²±¿ ³±«®¢¨¿¬¨ ²¨¯  \¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨"? �¥«® ¢ ²®¬, ·²®

­¥«¨­¥©­»¥ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¯°®¶¥±±», ¬®¤¥«¨°³¥¬»¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»-

¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨, | ­¥®¡° ²¨¬» ¢® ¢°¥¬¥­¨,   ´³­ª¶¨¿, ¯°¨ ¯®¬®¹¨

ª®²®°®© µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ­¥®¡° ²¨¬®±²¼, ­ §»¢ ¥²±¿ \½­²°®¯¨¥©".

�° ¢­¥­¨¥ �®¯´  (1.1) ¿¢«¿¥²±¿, ª®­¥·­®, «¨¸¼ ¯°®±²¥©¸¥© ¬®-

¤¥«¼¾ ¤¢¨¦¥­¨¿ £ §  ¢ ²°³¡ª¥; ¢ ¡®«¥¥ ¯° ¢¨«¼­»µ, ¡®«¥¥ ²®·­»µ

¬®¤¥«¿µ ¯°¨±³²±²¢³¥² ¥¹¥ ¤ ¢«¥­¨¥,   ¢ ±«³· ¥ ±¦¨¬ ¥¬®£® £ §  |

¨ ¥£® ¯«®²­®±²¼. �¥°¥§ ½²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±®±²®¿­¨¿ £ §  ¨ ¢»° -

¦ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿-½­²°®¯¨¿ S, ª®²®° ¿ (ª ª ½²® ¡»«® ¨§¢¥±²­® ³¦¥ ¢

£ §®¢®© ¤¨­ ¬¨ª¥ ¯°®¸«®£® ¢¥ª ) ­¥ ³¡»¢ ¥² ¢® ¢°¥¬¥­¨ ¯°¨ ¯¥°¥-

µ®¤¥ ·¥°¥§ ³¤ °­³¾ ¢®«­³ �:

S+ = S(t + 0; x) > S� = S(t � 0; x); (t; x) 2 �: (5.23)

�®½²®¬³ ¢±¥ ­¥° ¢¥­±²¢ , µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥ ­¥®¡° ²¨¬®±²¼ ¯°¨°®¤-

­»µ ¯°®¶¥±±®¢, ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬¨ ²¨¯  \¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®-

¯¨¨". � ±«³· ¥ ¯°®±²¥©¸¥© £ §®¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ | ³° ¢­¥­¨¿

�®¯´  | ¢ ª ·¥±²¢¥ ½­²°®¯¨¨ \¢»±²³¯ ¥²" ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿

· ±²¨¶», ­ µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ ²®·ª¥ x ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t:

S(t; x) �
1

2
u2(t; x):
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�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ ³¤ °­³¾ ¢®«­³ ­¥° ¢¥­±²¢® (5.23)

¤«¿ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ¢»¯®«­¿¥²±¿.

�±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (5.13) ¢ ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  (².ª.

f(u) = u2=2) ¨¬¥¥² ¢¨¤

u� + u+

2
=
dx

dt
: (5.24)

�±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  ¢ ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ¢­¨§ ´³­ª¶¨¨ ±®-

±²®¿­¨¿ f(u) = u2=2 § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

u� � u+ > 0: (5.25)

�±«¨ dx=dt > 0, ²® (±¬. °¨±. 15) S� = u2+=2,   S+ = u2�=2. �¬­®-
¦ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢® (5.25) ­  ¢»° ¦¥­¨¥ (u� + u+)=2 (¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ¢
±¨«³ (5.24)), ¨¬¥¥¬ (u2� � u2+)=2 > 0, ².¥. S� < S+.

�¨±. 15.

�­ «®£¨·­®, ¯°¨ dx=dt < 0 ¨¬¥¥¬ (±¬. °¨±. 15):

S� =
1

2
(u�)

2 <
1

2
(u+)

2 = S+:

5.4. �­¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ®¶¥­ª¨

� ¤¨¬ ¥¹¥ ®¤­³ µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¾ ­¥®¡° ²¨¬®±²¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1),

¨¬¥¾¹³¾ ¡®«¥¥ ­ £«¿¤­»© ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«. � ¨¬¥­­®, ° ±±¬®-

²°¨¬ ¯®«­³¾ ª¨­¥²¨·¥±ª³¾ ½­¥°£¨¾ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ´¨§¨·¥±ª®©

±¨±²¥¬»

E(t) =

Z +1

�1

1

2
u2(t; x) dx: (5.26)

�°¨ £« ¤ª¨µ (¨, ±ª ¦¥¬, ´¨­¨²­»µ) ­ · «¼­»µ ¤ ­­»µ ­  ­¥ª®-

²®°®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ¢°¥¬¥­¨ [0; T ), T > 0, ±³¹¥±²¢³¥² ª« ±±¨·¥±ª®¥ (¨
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´¨­¨²­®¥ ¯® x ¯°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ t) °¥¸¥­¨¥ u(t; x) § ¤ -
·¨ (5.1){(5.2). � ­ ±²®¿¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨¸¼

²¥ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (5.1), ¤«¿ ª®²®°»µ ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°-

£¨¿ (5.26) ª®­¥·­  (­ ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ u(t; x) ´¨­¨²­  ¯® x).

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1. �«¿ ª« ±±¨·¥±ª¨µ °¥¸¥­¨© ³° ¢­¥­¨¿ (5:1) ¢»-
¯®«­¥­®

E(t) � Const;

²® ¥±²¼ ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ (5:26) ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢»¬ ¨­²¥£° «®¬

³° ¢­¥­¨¿ (5:1).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢¨¤³ u(t;�1) = 0 ¨¬¥¥¬

dE

dt
=

Z +1

�1

uut dx = �

Z +1

�1

u(f(u))x dx

= �uf(u)
���x=+1
x=�1

+

Z +1

�1

f(u)ux dx

=

Z u(t;+1)

u(t;�1)

f(u) du = 0: 2

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ³° ¢­¥­¨¥ ± ¢¿§ª®±²¼¾

u"t + (f(u"))x = "u"xx (5.27)

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 5.2. �³±²¼ u"(t; x) 6� 0 | °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5:27),

¯°¨·¥¬ u", u"x ¨ u
"
xx ¤®±² ²®·­® ¡»±²°® ¨ ° ¢­®¬¥°­® ¯® t ±²°¥¬¿²-

±¿ ª ­³«¾ ¯°¨ x!�1. �®£¤  ¯®«­ ¿ ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ E(t) ­ 
½²®¬ °¥¸¥­¨¨ ³¡»¢ ¥².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¦¥ ª ª ¨ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯°¥¤»¤³¹¥-

£® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ ¯®«³· ¥¬

dE

dt
=

Z +1

�1

u"u"t dx =

Z +1

�1

u" ("u"xx � (f(u"))x) dx

= �"

Z +1

�1

(u"x)
2
dx 6 0:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ dE=dt = 0 «¨¸¼ ¢ ±«³· ¥ ¯®±²®¿­­®© ¯® x
´³­ª¶¨¨ u"(t; x); ·²® ¢ ±¨«³ ¥¥ ±²°¥¬«¥­¨¿ ª ­³«¾ ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¨

¤ ¥² u"(t; x) � 0. 2
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� ª ¬» ¯®¬­¨¬ (±¬. ° §¤¥« 5.2), ®¡®¡¹¥­­»¥ ½­²°®¯¨©­»¥ °¥¸¥-

­¨¿ u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (5.1) ¬» ¯®«³· «¨ ª ª ¯°¥¤¥«» °¥¸¥­¨© u"(t; x)
³° ¢­¥­¨¿ (5.27), ­  ª®²®°»µ ¯°®¨±µ®¤¨² ¤¨±±¨¯ ¶¨¿ ½­¥°£¨¨. �®-

½²®¬³ ¬®¦­® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ¨ ­  ¯°¥¤¥«¼­»µ °¥¸¥­¨¿µ u(t; x) ª¨­¥-
²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ ² ª¦¥ ³¡»¢ ¥².

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 5.3. �³±²¼ u(t; x) | ®¡®¡¹¥­­®¥ ½­²°®¯¨©­®¥ °¥-

¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5:1) ± ®¤­®© «¨­¨¥© ±¨«¼­®£® ° §°»¢  x = x(t). �®-
£¤  ±ª®°®±²¼ ³¡»¢ ­¨¿ ª¨­¥²¨·¥±ª®© ½­¥°£¨¨ E(t) ­  ½²®¬ °¥¸¥­¨¨

¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t = t0 ° ¢­  ¯«®¹ ¤¨ S(t0), ®£° ­¨·¥­-
­®© £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f = f(u) ­  ®²°¥§ª¥ [u�; u+] (¨«¨
[u+; u�]) ¨ µ®°¤®©, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ²®·ª¨ (u�; f(u�)) ¨ (u+; f(u+)) ­ 
½²®¬ £° ´¨ª¥ (±¬. °¨±. 16) :

dE

dt
(t0) = �S(t0): (5.28)

� ª ¨ ° ­¼¸¥, ·¥°¥§ u� = u�(t0) ¬» ®¡®§­ · ¥¬ ®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°¥-

¤¥«» (¯® x) ´³­ª¶¨¨ u(t0; x) ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª ²®·ª¥ ° §°»¢  x(t0).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²-

°¨¬ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ±«³· ©,

ª®£¤  u� < u+, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,
£° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  ®²°¥§-

ª¥ [u�; u+] «¥¦¨² ¢»¸¥ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¥© µ®°¤». �®£¤ 

S =

Z u+

u�

f(u) du

�
f(u+) + f(u�)

2
(u+ � u�):

�¨±. 16

� ¤°³£®© ±²®°®­»,

dE

dt
=

d

dt

Z +1

�1

1

2
u2(t; x) dx

=
d

dt

 Z x(t)

�1

1

2
u2(t; x) dx+

Z +1

x(t)

1

2
u2(t; x) dx

!

=
1

2
u2� � _x(t) +

Z x(t)

�1

uut(t; x) dx�
1

2
u2+ � _x(t) +

Z +1

x(t)

uut(t; x) dx
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=
u2� � u2+

2
� _x(t)�

Z x(t)

�1

u (f(u))x dx�

Z +1

x(t)

u (f(u))x dx

=
u2� � u2+

2
� _x(t)� uf(u)

���x=x(t)
x=�1

+

Z x(t)

�1

f(u)ux dx

�uf(u)
���x=+1
x=x(t)

+

Z +1

x(t)

f(u)ux dx:

� ±¨«³ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (5.13) ¨ ± ³·¥²®¬ ²®£®, ·²®

u(t;�1) = 0, ¨¬¥¥¬

dE

dt
=

u2� � u2+
2

�
f(u+)� f(u�)

u+ � u�
� u�f(u�)

+

Z u�

0

f(u) du+ u+f(u+) +

Z 0

u+

f(u) du

= u+f(u+)� u�f(u�)�
(u+ + u�)(f(u+) � f(u�))

2

�

Z u+

u�

f(u) du

=
(u+ � u�)(f(u+) + f(u�))

2
�

Z u+

u�

f(u) du = �S: 2

� ¬¥· ­¨¥ 5.6. �±«¨ °¥¸¥­¨¥ ¨¬¥¥² ­¥±ª®«¼ª® ³¤ °­»µ ¢®«­, ²® ­ 

ª ¦¤®© ¨§ ­¨µ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯®²¥°¿ ½­¥°£¨¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (5.28).

(�®ª ¦¨²¥ ½²®² ´ ª² ± ¬®±²®¿²¥«¼­®.)

� ª«¾·¥­¨¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±¨«³ �°¥¤«®¦¥­¨¿ 5.1 ¬» ¨¬¥¥¬

E(t) = Const = E(0) ­  £« ¤ª¨µ °¥¸¥­¨¿µ u(t; x) ³° ¢­¥­¨¿ (5.1)

¤® ª°¨²¨·¥±ª®£® ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨ T (ª®£¤  ³ °¥¸¥­¨© ¯®¿¢«¿¾²±¿

®±®¡¥­­®±²¨), ².¥. ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ª¨­¥²¨·¥±ª®© ½­¥°£¨¨ ­¥² | ®­  ¯®-

±²®¿­­ .

�°¨ ­ «¨·¨¨ ¦¥ ³¤ °­»µ ¢®«­ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (5.28) ¬» ¨¬¥¥¬

dE

dt
< 0;

²® ¥±²¼ ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ ¤¨±±¨¯¨°³¥² (· ±²¨·­® ®­  ¯°¥¢° ¹ -

¥²±¿ ­  ³¤ °­»µ ¢®«­ µ ¢ ²¥¯«®¢³¾ ½­¥°£¨¾). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ½¢®«¾-

¶¨¿ ®¡®¡¹¥­­»µ °¥¸¥­¨© ± ³¤ °­»¬¨ ¢®«­ ¬¨ ±¢¿§ ­  ± ³¡»¢ ­¨-

¥¬ ª¨­¥²¨·¥±ª®© ½­¥°£¨¨, ·²® ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥² ­¥®¡° ²¨¬®±²¼ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥±±®¢, ¬®¤¥«¨°³¥¬»µ ³° ¢­¥­¨¥¬ (5.1).
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� ª®© ´¨§¨·¥±ª¨© ¯°®¶¥±± ­¥«¼§¿ \¯°®ª°³²¨²¼"(ª ª ¢ ª¨­®) ¢ ®¡° ²-

­®¬ ¯® ¢°¥¬¥­¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¨.

�° ª²¨·¥±ª¨ ¢±¥ ¢±²°¥· «¨±¼ ± ½²¨¬ ¿¢«¥­¨¥¬ ­  ¬®°¥: ¥±«¨ ¢®«-

­» ­¥¡®«¼¸¨¥, ¬®°¥ ¤®±² ²®·­® ±¯®ª®©­®¥, ¨ ¥£® ²¥¬¯¥° ²³°  ­ 

¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯®·²¨ ² ª ¿ ¦¥, ª ª ¨ ²¥¬¯¥° ²³°  ¢®§¤³µ . �±«¨ ¢¥²¥°

³±¨«¨¢ ¥²±¿, ¨ ¯®¿¢«¿¾²±¿ \¡ ° ¸ª¨" | \¬®°±ª¨¥ ³¤ °­»¥ ¢®«­»"

(¢®«­¥­¨¥ ¡®«¼¸¥ 3 ¡ ««®¢), ²® ¯® ¯°®¸¥±²¢¨¨ ¤«¨²¥«¼­®£® ¢°¥¬¥­¨

¬®°¥ ³ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢®¤» ±² ­®¢¨²±¿ ²¥¯«¥¥ ¢®§¤³µ . �²® ®¡³±«®¢«¥-

­® ¢»¤¥«¥­¨¥¬ ²¥¯«  ­  ³¤ °­»µ ¢®«­ µ.

�¨±²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ±¨²³ ¶¨¿, ³ª § ­­ ¿ ¢ � ª«¾·¥­¨¨, ±¢¿§ -

­  ± ²¥¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®¬, ·²® ¯°¨ § ¬¥­¥ t ­  �t ¨ x ­  �x (ª ª ¨ ¯°¨
±¤¢¨£ µ ¢¤®«¼ ®±¥© x! x�x0 ¨ t! t�T ) ³° ¢­¥­¨¥ (5.1) ­¥ ¨§¬¥­¿¥²-
±¿ (¢ ½²®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® ³° ¢­¥­¨¥ ¨­¢ °¨ ­²­® ®²­®±¨²¥«¼­®

² ª®© § ¬¥­»). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­ °¿¤³ ± «¾¡»¬¨ £« ¤ª¨¬¨ ¯°¨ t 6 T
°¥¸¥­¨¿¬¨ u(t; x), ´³­ª¶¨¨ ~u(t; x) � u(T � t;�x) ²®¦¥ ¡³¤³² £« ¤ª¨-
¬¨ °¥¸¥­¨¿¬¨ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1). �±«¨ ¦¥ u(t; x) | ®¡®¡¹¥­­®¥ ° §°»¢-

­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1), ²® ´³­ª¶¨¿ ~u(t; x) ­¥ ¡³¤¥² ¿¢«¿²¼±¿

®¡®¡¹¥­­»¬ ½­²°®¯¨©­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ³° ¢­¥­¨¿,

² ª ª ª ³±«®¢¨¥ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨ ² ª®© § ¬¥­» ­¥ ¢»¤¥°¦¨¢ ¥²

(®­® § ¬¥­¿¥²±¿ ¯°¿¬® ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¬), ·²® ¤¥« ¥² ®¤­®¢°¥¬¥­-

­³¾ § ¬¥­³ t ­  T � t ¨ x ­  �x ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ­¥¤®¯³±²¨¬®©.
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5.5. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿

¯® �°³¦ª®¢³

�»¸¥ ¬» ®¡±³¤¨«¨, ª ª¨¥ ²°¥¡®¢ ­¨¿ ­¥®¡µ®¤¨¬® ­ ª« ¤»¢ ²¼ ­ 

° §°»¢» ®¡®¡¹¥­­»µ (¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢ ) °¥¸¥­¨©

³° ¢­¥­¨¿ (5.1). �® ®£° ­¨·¥­¨¿ ² ª®£® °®¤  ¨¬¥¾² ±¬»±« «¨¸¼ ¤«¿

ª³±®·­®-£« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©, ª®£¤  ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¯°¥¤¥«¥­®, ·²®

² ª®¥ «¨­¨¿ ° §°»¢  ¨ ®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°¥¤¥«» ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª ½²®©

«¨­¨¨. � ¤°³£®© ±²®°®­», ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿

u(t; x) ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (5.3) ­ ¬
­¥®¡µ®¤¨¬® «¨¸¼ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨­²¥£° «®¢, ·²®,

ª®­¥·­® ¦¥, ¿¢«¿¥²±¿ ­ ¬­®£® ¬¥­¥¥ ®£° ­¨·¨²¥«¼­»¬ ²°¥¡®¢ ­¨¥¬,

­¥¦¥«¨ ª³±®·­ ¿ £« ¤ª®±²¼ ´³­ª¶¨¨ u(t; x). �®½²®¬³ ¢±² ¥² ¢®¯°®±,
ª ª ¤ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (5.1){(5.2),

¢ª«¾·¨¢ ¢ ­¥£® ¨ ¨­²¥£° «¼­®¥ ²®¦¤¥±²¢®, ¨ ³±«®¢¨¥ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­-

²°®¯¨¨ (²®·­¥¥, ­¥ª®²®°®¥ ¥£® ®¡®¡¹¥­¨¥, ±¢¿§ ­­®¥ ± ²¥¬, ·²® ¬»

µ®²¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ²®«¼ª® ª³±®·­® £« ¤ª¨¥ °¥¸¥­¨¿). �²¢¥²

­  ½²®² ¢®¯°®± ¡»« ¤ ­ �.�.�°³¦ª®¢»¬ (±¬. [8],[9]), ¯°¨·¥¬ ­¥ ²®«¼-

ª® ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ­ ¬¨ § ¤ ·¨,   ¨ ¤«¿ ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®£® ª« ±-

±  ³° ¢­¥­¨© ¨ ±¨±²¥¬. � ½²¨µ ¦¥ ° ¡®² µ ¤®ª § ­  ²¥®°¥¬  ±³¹¥-

±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¢ ±¬»±«¥ ¤ ­­®£®

®¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�°¨¢¥¤¥¬ ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ¨¡®«¥¥ ®¡¹¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ®¡®¡-

¹¥­­»µ °¥¸¥­¨© ¢ ª« ±±¥ ®¡»·­»µ ´³­ª¶¨© ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢®

®£° ­¨·¥­­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ ¢ ¯®«®±¥ �T = [0; T )�Rx ´³­ª¶¨© u(t; x).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.1. �£° ­¨·¥­­ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ¢ �T ´³­ª¶¨¿ u(t; x)
­ §»¢ ¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­»¬ ½­²°®¯¨©­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ (¯® �°³¦ª®¢³) § -

¤ ·¨ (5.1){(5.2), ¥±«¨:

� �«¿ «¾¡®© ª®­±² ­²» k 2 R ¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯°®¡­®© ´³­ª¶¨¨

'(t; x) 2 C10 (�T ), '(t; x) > 0, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢®Z
�T

�
ju� kj't + sign(u� k)

�
f(u) � f(k)

�
'x
�
dx dt > 0: (5.29)

� u(t; x)! u0(x) ¯°¨ t ! +0 ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ L1;loc(R), ²® ¥±²¼

¤«¿ «¾¡®£® ®²°¥§ª  [a; b]

lim
t!+0

Z b

a

ju(t; x)� u0(x)j dx = 0:
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�°¥¤«®¦¥­¨¥ 5.4. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­»¬ ½­-

²°®¯¨©­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ¢ ±¬»±«¥ �¯°¥¤¥«¥­¨¿ 5:1 § ¤ ·¨ (5.1){(5.2),

²® ®­  ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (5:1) ¢ ±¬»±«¥

¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  (5:3).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ´³­ª¶¨¿, ° ¢­ ¿ ª®­±² ­²¥ k, ¿¢«¿-
¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬,  , ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨ ®¡®¡¹¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢-

­¥­¨¿ (5.1), ²® ¤«¿ «¾¡®© ¯°®¡­®© ´³­ª¶¨¨ '(t; x) 2 C10 (�T ) ¢»¯®«-

­¥­® Z
�T

[k't + f(k)'x] dx dt = 0: (5.30)

(� ¯®±«¥¤­¥¬ ° ¢¥­±²¢¥ ­¥±«®¦­® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¨ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®.)

�®§¼¬¥¬ ¢ (5.29) k > supu(t; x). �¬¥¥¬Z
�T

�
(k � u)'t + (f(k) � f(u))'x

�
dx dt > 0

¤«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ '(t; x) 2 C10 (�T ), '(t; x) > 0. �°¨­¨¬ ¿ ¢® ¢­¨-

¬ ­¨¥ (5.30), § ª«¾· ¥¬

�

Z
�T

�
u't + f(u)'x

�
dx dt > 0: (5.31)

�¥°¿ k < inf u(t; x),  ­ «®£¨·­® ¯®«³·¨¬Z
�T

[u't + f(u)'x] dx dt > 0: (5.32)

�° ¢­¨¢ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢  (5.31) ¨ (5.32), ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³

° ¢¥­±²¢³Z
�T

[u't + f(u)'x] dx dt = 0 8'(t; x) 2 C10 (�T ); '(t; x) > 0:

� ¬ ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯®«³·¨²¼ ² ª®¥ ¨­²¥£° «¼­®¥ ²®¦¤¥±²¢®, ­®

¤«¿ «¾¡®© (  ­¥ ²®«¼ª® ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®©) ´³­ª¶¨¨ '(t; x) ¨§ ¯°®-

±²° ­±²¢  C10 (�T ). �®½²®¬³ ¤«¿ § ¢¥°¸¥­¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² ¥²-

±¿ § ¬¥²¨²¼, ·²® «¾¡³¾ ´³­ª¶¨¾ ' 2 C10 (�T ) ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼

ª ª ° §­®±²¼ ' = '1 � '2 ¤¢³µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¯°®¡­»µ ´³­ª¶¨©
'1(t; x) ¨ '2(t; x); 'i 2 C10 (�T ), 'i(t; x) > 0 (i = 1; 2). � ¯®±ª®«¼ª³

±®®²­®¸¥­¨¥ (5.3) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ '1 ¨ '2, ²® ½²® ²®¦¤¥±²¢® ¡³¤¥²
¢»¯®«­¥­® ¨ ¤«¿ '. 2
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�°¥¤«®¦¥­¨¥ 5.5. �³±²¼ u = u(t; x) | ª³±®·­® £« ¤ª®¥ ®¡®¡¹¥­-

­®¥ ½­²°®¯¨©­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5:1) ¢ ±¬»±«¥ �¯°¥¤¥«¥­¨¿ 5:1.
�®£¤  ­  ª ¦¤®© «¨­¨¨ ° §°»¢  � (§ ¤ ¢ ¥¬®© ³° ¢­¥­¨¥¬ x = x(t))
¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  (5:21) ¨«¨ (5:22).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ²®·ª³ (t0; x0) 2 �, x0 = x(t0),
­  «¨­¨¨ ±¨«¼­®£® ° §°»¢  �. � ª ¢±¥£¤  ®¡®§­ ·¨¬ u� | ®¤­®±²®-

°®­­¨¥ ¯°¥¤¥«» °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª �. �³±²¼, ¤«¿ ®¯°¥-

¤¥«¥­­®±²¨, u�(t0; x0) < u+(t0; x0). � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ·¨±«®

k 2 (u�; u+) ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¬ «³¾ ®ª°¥±²­®±²¼ O � �T ²®·ª¨ (t0; x0),
¨±µ®¤¿ ¨§ ³±«®¢¨©

u(t; x) < k ¯°¨ (t; x) 2 O� � f(t; x) 2 O j x < x(t)g; (5.33)

u(t; x) > k ¯°¨ (t; x) 2 O+ � f(t; x) 2 O j x > x(t)g: (5.34)

�§ (5.29) ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯°®¡­®© ´³­ª¶¨¨ ' 2 C10 (O);
'(t; x) > 0 ¢»¯®«­¥­®Z

O

�
ju� kj't + sign(u� k) (f(u) � f(k))'x

�
dx dt > 0: (5.35)

�°¥¤±² ¢¨¬ ¯®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° « ¯® ®¡« ±²¨ O ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ¨­²¥-

£° «®¢ ¯® O� ¨ O+. � ³·¥²®¬ (5.33){(5.34) ¯®«³·¨¬

�

Z
O�

�
(u� k)'t + (f(u) � f(k))'x

�
dx dt

+

Z
O+

�
(u� k)'t + (f(u) � f(k))'x

�
dx dt > 0:

�¥°¥¡°®±¨¬ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯® t ¨ ¯® x ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³«®©

¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬ (4.1). �°®¬¥ ¨­²¥£° «®¢ ¯® ®¡« ±²¿¬ O�
¨ O+ ¢®§­¨ª­³² ¨­²¥£° «» ¯® ¨µ £° ­¨¶ ¬, ²® ¥±²¼ ¯® @O ¨ ¯® �\O.
�¨¤³ ´¨­¨²­®±²¨ ' ¢ O, ¨­²¥£° « ¯® @O ° ¢¥­ ­³«¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

¯®«³· ¥¬ Z
O�

[ut + (f(u))x]' dx dt

�

Z
�\O

((u� � k) cos(�; t) + (f(u�)� f(k)) cos(�; x))' dS

�

Z
O+

[ut + (f(u))x]' dx dt

�

Z
�\O

((u+ � k) cos(�; t) + (f(u+)� f(k)) cos(�; x))' dS > 0:
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�¤¥±¼ � | ­®°¬ «¼ ª ª°¨¢®© �, ±¬®²°¿¹ ¿ ¨§ O� ¢ O+ (²® ¥±²¼

¢­¥¸­¿¿ ¤«¿ ®¡« ±²¨ O� ¨ ¢­³²°¥­­¿¿ ¤«¿ O+). � ±¨«³ �°¥¤«®¦¥-

­¨¿ 5.4 ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­»¬ (¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®-

£® ²®¦¤¥±²¢ ) °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1),  , §­ ·¨², ¨ ª« ±±¨·¥±ª¨¬

°¥¸¥­¨¥¬ ½²®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ª ¦¤®© ¨§ ®¡« ±²¥© O� ¨ O+. � ª¨¬

®¡° §®¬, ¢ O� ¨ O+ ¢»¯®«­¥­® ut + (f(u))x = 0. �² ª, ¤«¿ «¾¡®©

¯°®¡­®© ´³­ª¶¨¨ ' 2 C10 (O); '(t; x) > 0 ¢»¯®«­¥­®

Z
�\O

�
(2k � u� � u+) cos(�; t)

+(2f(k) � f(u�)� f(u+)) cos(�; x)
�
' dS > 0:

�²® ®§­ · ¥², ·²® ¯°¨ ¢±¥µ k 2 (u�; u+) ¢»¯®«­¥­®

(2k� u� � u+) cos(�; t)+ (2f(k)� f(u�)� f(u+)) cos(�; x) > 0: (5.36)

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, u(t; x) | ®¡®¡¹¥­­®¥ (¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼-

­®£® ²®¦¤¥±²¢ ) °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5.1),  , §­ ·¨², ­  «¨­¨¨ ° §-

°»¢  � ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (5.13):

(u+ � u�) cos(�; t) + (f(u+)� f(u�)) cos(�; x) = 0 (5.37)

�¥° ¢¥­±²¢® (5.36) ± ³·¥²®¬ (5.37) ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥:

2
�
(k � u�) cos(�; t) + (f(k) � f(u�)) cos(�; x)

�
�
�
(u+ � u�) cos(�; t) + (f(u+) � f(u�)) cos(�; x)

�
= 2

�
(k � u�) cos(�; t) + (f(k) � f(u�)) cos(�; x)

�
> 0

¤«¿ «¾¡®£® k 2 (u�; u+), ·²® ¢ ²®·­®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³±«®¢¨¥¬ ¤®¯³-

±²¨¬®±²¨ ° §°»¢  (5.21).

�±«¨ ¦¥ u+ < u�, ²® ¤¥« ¿  ­ «®£¨·­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¯°¨ ° ±-
ª°»²¨¨ ¬®¤³«¿ ¨ sign(u�k) ¢ ° ¢¥­±²¢¥ (5.35), ¬» ¯®«³·¨¬ ¯°®²¨¢®-

¯®«®¦­»© §­ ª, ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¢¬¥±²® ±®®²­®¸¥­¨¿ (5.36) ¡³¤¥¬

¨¬¥²¼

(2k � u� � u+) cos(�; t) + (2f(k) � f(u�) � f(u+)) cos(�; x) 6 0

¯°¨ ¢±¥µ k 2 (u+; u�). � ³·¥²®¬ (5.37), ¯®«³· ¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢®

2
�
(k � u+) cos(�; t) + (f(k) � f(u+)) cos(�; x)

�
+
�
(u+ � u�) cos(�; t) + (f(u+)� f(u�)) cos(�; x)

�
= 2

�
(k � u+) cos(�; t) + (f(k) � f(u+)) cos(�; x)

�
6 0;
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¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ «¾¡®£® k 2 (u+; u�), ·²® ±®¢¯ ¤ ¥² ± (5.22). 2

� § ª«¾·¥­¨¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® (5.29) ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨-

¥¬ ¬¥²®¤  \¨±·¥§ ¾¹¥© ¢¿§ª®±²¨". �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ u(t; x) ¿¢«¿-
¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ¯°¨ "! +0 ¯® ­®°¬¥ L1;loc(�T ) ª« ±±¨·¥±ª¨µ °¥¸¥­¨©

u"(t; x) § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿

ut + f 0(u)ux = "uxx (5.38)

± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬ u(0; x) = u0(x).

�®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ¢»¯³ª«³¾ ¢­¨§ ´³­ª¶¨¾ E(u) 2 C2(R) ¨ ³¬­®-

¦¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ (5.38) ­  E0(u). �·¨²»¢ ¿

E0(u)ut =
@E(u(t; x))

@t
;

f 0(u)E0(u)ux =
@

@x

�Z u(t;x)

k

f 0(�)E0(�) d�
�
;

E0(u)uxx = (E(u))xx � E00(u)u2x;

¨¬¥¥¬

Et+
�Z u

k

f 0(�)E0(�) d�
�
x
= " (E(u))xx�"E

00(u)u2x 6 " (E(u))xx (5.39)

¢ ±¨«³ E00(u) > 0, " > 0. �¬­®¦¨¬ ²¥¯¥°¼ ­¥° ¢¥­±²¢® (5.39) ­ 

¯°®¡­³¾ ´³­ª¶¨¾ '(t; x) > 0 ¨§ �¯°¥¤¥«¥­¨¿ 5.1 ¨ ¯°®¨­²¥£°¨°³¥¬

¯® �T . �°¨¬¥­¿¿ ´®°¬³«³ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬, ¯¥°¥¡°®±¨¬

¢±¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ­  ':

�

Z
�T

�
'tE(u) + 'x

Z u

k

f 0(�)E0(�) d�

�
dx dt 6 "

Z
�T

'xxE(u) dx dt

� ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨ "! +0 ¯®«³· ¥¬, ·²®Z
�T

�
'tE(u) + 'x

Z u

k

f 0(�)E0(�) d�

�
dx dt > 0: (5.40)

�³±²¼ fEm(u)g | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¤¢ ¦¤» £« ¤ª¨µ ¢»¯³ª«»µ

´³­ª¶¨©,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ ´³­ª¶¨¾ ju�kj. �®¤±² ¢¨¬E = Em(u)
¢ ­¥° ¢¥­±²¢® (5.40) ¨ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ m ! 1. � ª ª ª

E0m(�)! sign(� � k), ²®
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Z u

k

f 0(�)E0m(�) d� �!

Z u

k

f 0(�) sign(� � k) d�

= sign(u� k)

Z u

k

f 0(�) d�

= sign(u� k) (f(u) � f(k)) :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨§ (5.40) ¬» ¢»¢¥«¨ (5.29).

� ¤ ·  5.2. �®¤°®¡­® ®¡®±­³©²¥ ¯®±«¥¤­¨© ¯°¥¤¥«¼­»© ¯¥°¥µ®¤.

� ¬¥· ­¨¥ 5.7. � ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ f(u) ¬®¦­®
¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£® °¥¸¥­¨¿ § ¬¥­¨²¼ ¨­²¥-

£° «¼­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® (5.29) ¨­²¥£° «¼­»¬ ²®¦¤¥±²¢®¬ (5.3) ¨ ­¥-

° ¢¥­±²¢®¬ (5.29), ª®²®°®¥ ¤®«¦­® ¢»¯®«­¿²¼±¿ µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤­®©

±²°®£® ¢»¯³ª«®© ½­²°®¯¨¨ E(u). �¤¨­±²¢¥­­®±²¼ ² ª®£® °¥¸¥­¨¿

¤®ª § ­  ¢ [10].

� ¬¥· ­¨¥ 5.8. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£® °¥¸¥­¨¿

­  ®±­®¢¥ ­¥° ¢¥­±²¢  (5.29) ®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥ ¤«¿ ¬­®£®¬¥°­®£®  ­ -

«®£  § ¤ ·¨ (5.1){(5.2). �°¨ ½²®¬ x 2 Rn,

f : R! R
n; (f(u))x � rxf(u(t; x)); 'x = rx';

  (f(u) � f(k))'x |±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ (f(u) � f(k)) ­  'x. �¢¥-
¤¥­­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡®¡¹¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¨ ­ ¡®° ½­²°®¯¨©

ju�kj, k 2 R, ¢ ¯³¡«¨ª ¶¨¿µ · ±²® ±¢¿§»¢ ¾² ± ¨¬¥­¥¬ �.�.�°³¦ª®¢ 

(°¥¸¥­¨¥ ¢ ±¬»±«¥ �°³¦ª®¢ ). � ° ¡®² µ [8],[9] ¢¯¥°¢»¥ ¡»«® ¢¢¥¤¥-

­® ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ° §¢¨²  ¨¬¥¾¹ ¿ £«³¡®ª¨© ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«

²¥µ­¨ª  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨.
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6. � ¤ ·  �¨¬ ­  ® ° ±¯ ¤¥ ° §°»¢ 

� ­ ±²®¿¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ² ª ­ §»¢ ¥¬³¾ § ¤ ·³ ®

° ±¯ ¤¥ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ° §°»¢  (§ ¤ ·³ �¨¬ ­ ) ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (4.2),

²® ¥±²¼ ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ®¡®¡¹¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ¢ ¯®«®±¥ �T =

f�1 < x < +1; 0 < t < Tg ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨:

ut + (f(u))x = 0; u
��
t=0

= u0(x) =

�
u� ¯°¨ x < 0;
u+ ¯°¨ x > 0;

(6.1)

£¤¥ u� ¨ u+ | ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ª®­±² ­²». �®±²°®¥­­»¥ °¥¸¥­¨¿ ¡³-

¤³² ª³±®·­® £« ¤ª¨¬¨ ¢ �T ´³­ª¶¨¿¬¨, ª®²®°»¥ ­  ª ¦¤®© ª®¬-

¯®­¥­²¥ £« ¤ª®±²¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥ ¨§³· ¥¬®-

¬³ ³° ¢­¥­¨¾, ­  «¨­¨¿µ ° §°»¢  ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ � ­ª¨­ -

�¾£®­¨® (4.5) ¨ ³±«®¢¨¾ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨. �®±²°®¥­­»¥ °¥¸¥-

­¨¿ u(t; x) ¡³¤³² ±²°¥¬¨²¼±¿ ª u0(x) ¯°¨ t! +0 ¢¥§¤¥, ª°®¬¥ ²®·ª¨

x = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ®¡®¡-

¹¥­­»µ (¢ ±¬»±«¥ ¨­²¥£° «¼­®£® ²®¦¤¥±²¢  ¨ ³±«®¢¨¿ ¢®§° ±² ­¨¿

½­²°®¯¨¨) °¥¸¥­¨© § ¤ ·¨ (6.1) ¬®¦­® ­ ©²¨ ¢ [16, �¥ª¶¨¨ 4-6].

�°¥¦¤¥ ¢±¥£® § ¬¥²¨¬, ·²® ¨±µ®¤­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ­¥ ¬¥­¿¥²±¿ ¯°¨

§ ¬¥­¥ x! kx, t! kt, ­ · «¼­®¥ ³±«®¢¨¥ ² ª¦¥ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ±¥¡¿ ¯°¨
° ±²¿¦¥­¨¿µ x! kx, k > 0. �°®¬¥ ²®£®, ³±«®¢¨¥ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®-

¯¨¨ ¨­¢ °¨ ­²­® ®²­®±¨²¥«¼­® ³ª § ­­®£® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿. �­ ·¨²,

¢ ±¨«³ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨, ¯°¨ § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­­»µ x ! kx, t ! kt, £¤¥
k > 0, ´³­ª¶¨¿ u(t; x) ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ±¥¡¿:

u(kt; kx) = u(t; x) 8k > 0:

�²® ¢ ²®·­®±²¨ ®§­ · ¥², ·²® u(t; x) ®±² ¥²±¿ ¯®±²®¿­­®© ­  ¢±¥µ

«³· µ x = �t, t > 0, ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ­ · «  ª®®°¤¨­ ², ².¥. ¿¢«¿¥²±¿

´³­ª¶¨¥© ®² � = x=t:

u(t; x) = u(x=t); t > 0: (6.2)

�¥¸¥­¨¿, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² x=t ­ §»¢ ¾²±¿  ¢²®¬®¤¥«¼­»¬¨. �  ¢²®-

¬®¤¥«¼­»µ °¥¸¥­¨©, ¢ · ±²­®±²¨, «¨­¨¨ ° §°»¢  ¬®£³² ¡»²¼ ²®«¼ª®

«³· ¬¨, ¢»µ®¤¿¹¨¬¨ ¨§ ­ · «  ª®®°¤¨­ ².

�¯° ¦­¥­¨¥ 6.1. � ©²¨ ¢±¥ £« ¤ª¨¥ ¢ ¯®«³¯«®±ª®±²¨ t > 0  ¢²®-

¬®¤¥«¼­»¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨© ¨§ �¯° ¦­¥­¨¿ 4:2.
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6.1. �° ¢­¥­¨¥ �®¯´ 

�«¿ ­ · «  ° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ (6.1) ¢ ±«³· ¥ f(u) = u2=2:

ut + uux = 0; u
��
t=0

= u0(x) =

�
u� ¯°¨ x < 0;
u+ ¯°¨ x > 0:

(6.3)

�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ®¯¨¸¥¬ ¢±¥ £« ¤ª¨¥  ¢²®¬®¤¥«¼­»¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢-

­¥­¨¿ �®¯´ . �®¤±² ¢«¿¿ (6.2) ¢ ³° ¢­¥­¨¥ (6.3), ¯®«³·¨¬:

�
x

t2
u0
�x
t

�
+
1

t
u
�x
t

�
u0
�x
t

�
=

1

t
u0
�x
t

��
u
�x
t

�
�
x

t

�
= 0;

².¥. «¨¡® u0 = 0, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­® u � C | ª®­±² ­² , «¨¡® u = x=t. � -
ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ £« ¤ª¨¥  ¢²®¬®¤¥«¼­»¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´ 

¥±²¼ ª®­±² ­²» ¨ ´³­ª¶¨¿ x=t.
� ¸  ¤ «¼­¥©¸ ¿ § ¤ ·  | ±®¥¤¨­¨²¼ ¯° ¢¨«¼­»¬ ®¡° §®¬ (².¥.

± ¢»¯®«­¥­¨¥¬ ­  «³· µ ° §°»¢  ³±«®¢¨© � ­ª¨­ -�¾£®­¨® ¨ ¢®§° -

±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨) ¯®±²°®¥­­»¥ £« ¤ª¨¥  ¢²®¬®¤¥«¼­»¥ °¥¸¥­¨¿ ² ª,

·²®¡» ³¤®¢«¥²¢®°¨²¼ ­ · «¼­®¬³ ³±«®¢¨¾ u0(x). �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¢»-
¿±­¨¬, ¯® ª ª¨¬ «³· ¬ ¬®¦­® ±²»ª®¢ ²¼ ° §«¨·­»¥ ª®­±² ­²»,  

² ª¦¥ ª®­±² ­²³ ¨ ´³­ª¶¨¾ x=t.
�¢¥ ¯®±²®¿­­»¥ ´³­ª¶¨¨ u(t; x) � u1 ¨ u(t; x) � u2; ui = Const,

ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (4.5), ±²»ª³¾²±¿ ¯® ¯°¿¬®©

x =
f(u2) � f(u1)

u2 � u1
t =

1

2

u22 � u21
u2 � u1

t =
u2 + u1

2
t;

¯°¨·¥¬ ±ª ·®ª, ¨§ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ° §°»¢ , ¢®§¬®¦¥­ ²®«¼ª®

¢ ±²®°®­³ ³¬¥­¼¸¥­¨¿ u (¯°¨ °®±²¥ x). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ¤«¿

®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ u2 > u1, ²®

u(t; x) = u2 ¯°¨ x <
u2 + u1

2
t , ¨ u(t; x) = u1 ¯°¨ x >

u2 + u1
2

t :

�²® ª ± ¥²±¿ ±²»ª®¢ª¨ ª®­±² ­²» u(t; x) � u3 = Const ¨ ´³­ª-

¶¨¨ u(t; x) = x=t, ²® ¥±«¨ ®­¨ ±²»ª³¾²±¿ ¯® «³·³ x = �t, ²® ¯°¥¤¥«
´³­ª¶¨¨ x=t ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª ½²®¬³ «³·³ ° ¢¥­ �, ¨ ¨§ (4.5) ±«¥¤³¥²:

� =
dx

dt
=
f(u3) � f(�)

u3 � �
=

1

2

u23 � �2

u3 � �
=
u3 + �

2
;

².¥. � = u3. �®±«¥¤­¥¥ ®§­ · ¥², ·²® ¯®«³·¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­¥¯°¥°»¢­ 
­  «³·¥ ±²»ª®¢ª¨ x = �t = u3t; t > 0, ¨ ° §°»¢ | ±« ¡»©.

80



�¨±. 17.

�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®«­®±²¼¾ °¥¸¨²¼ § ¤ ·³ �¨¬ ­  ® ° ±¯ ¤¥

° §°»¢  ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´ . �¤¥±¼ ¢®§¬®¦­» ¤¢¥ ¯°¨­¶¨¯¨ «¼­®

° §«¨·­»¥ ±¨²³ ¶¨¨:

1) �±«¨ u� > u+, ²® °¥¸¥­¨¥ ±²°®¨²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ³¤ °­®© ¢®«­» |

¤¢³µ ª®­±² ­² u� ¨ u+, ±®¥¤¨­¥­­»µ ¯® «³·³ x = u2+u1
2

t ¢ ±®-
®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³±«®¢¨¥¬ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® (±¬. °¨±. 17):

u(t; x) =

(
u� ¯°¨ x <

u�+u+
2

t;

u+ ¯°¨ x >
u�+u+

2
t:

(6.4)

�®«³·¥­­»© ° §°»¢, ª ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¯³±²¨-

¬»¬ ¢ ±¬»±«¥ ³±«®¢¨¿ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨.

2) �±«¨ u� < u+, ²® ±²°®¨²¼ °¥¸¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ³¤ °­®© ¢®«­» ­¥-

«¼§¿, ² ª ª ª ¯®«³· ¥¬»© ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ° §°»¢ ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿-

¥² ³±«®¢¨¾ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨. �¤¥±¼ ­  ¯®¬®¹¼ ¯°¨µ®¤¨²

´³­ª¶¨¿ x=t, ª®²®° ¿ ¯® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ±²»ª³¥²±¿ ± ª®­±² ­-

² ¬¨ u� ¨ u+ (±¬. °¨±. 18):

u(t; x) =

8<
:

u� ¯°¨ x 6 u�t;
x=t ¯°¨ u�t < x < u+t;

u+ ¯°¨ x > u+t:
(6.5)

�®«³·¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ­¥¯°¥°»¢­® ¢® ¢±¥© ¯®«³¯«®±ª®±²¨ t > 0.

�£®« u�t < x < u+t, t > 0, ¢ ª®²®°®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ±£« ¦¨¢ ­¨¥

° §°»¢­»µ ­ · «¼­»µ ³±«®¢¨©, ­ §»¢ ¾² ®¡« ±²¼¾ ° §°¥¦¥-

­¨¿,   ± ¬® °¥¸¥­¨¥ (6.5) | ¶¥­²°¨°®¢ ­­®© ¢®«­®© ° §°¥¦¥-

­¨¿.
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�¨±. 18.

� ¤¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ª®¬¬¥­² °¨© ª ¯®«³·¥­­»¬ °¥¸¥­¨¿¬.

�®±²°®¨¬ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f(u) = u2=2 ¢ ®±¿µ (u; f), ¯ ° ««¥«¼­»µ
®±¿¬ (t; x), ¨ ®²¬¥²¨¬ ­  ­¥¬ ²®·ª¨ (u�; u

2
�=2) ¨ (u+; u

2
+=2). �®£¤ ,

ª ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, «¨­¨¿ ° §°»¢  °¥¸¥­¨¿ (6.4) ¯ ° ««¥«¼­ 

®²°¥§ª³, ±®¥¤¨­¿¾¹¥¬³ ½²¨ ²®·ª¨ (±¬. °¨±. 17). �¡° ²¨¬ ¢­¨¬ ­¨¥

¨ ­  ±«¥¤³¾¹¨© ´ ª² (ª®²®°»©, ª ª ¬» ³¢¨¤¨¬ ¯®§¦¥, ±®¢±¥¬ ­¥

±«³· ¥­): «¨­¨¨ ±« ¡®£® ° §°»¢  °¥¸¥­¨¿ u(t; x), § ¤ ¢ ¥¬®£® (6.5),
| «³·¨ x = u�t ¨ x = u+t | ¯ ° ««¥«¼­» ª ± ²¥«¼­»¬ ª £° -

´¨ª³ ´³­ª¶¨¨ f(u) = u2=2, ¯®±²°®¥­­»µ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¢ ²®·ª µ

(u�; f(u�)) ¨ (u+; f(u+)).

� ¬¥· ­¨¥ 6.1. �°¨ u� > u+ ´®°¬³«  (6.5) ­¥ § ¤ ¥² ´³­ª¶¨¨ ¢

¯®«³¯«®±ª®±²¨ t > 0.

� ¤ ·  6.1. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª« ±±¥  ¢²®¬®¤¥«¼­»µ ®¡®¡¹¥­­»µ

°¥¸¥­¨© § ¤ ·¨ (6:3) ¯®±²°®¥­­»¥ ¢»¸¥ °¥¸¥­¨¿ (6:4) ¨ (6:5) ¥¤¨­-
±²¢¥­­».

6.2. �«³· © ¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿

�¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �¨¬ ­  ® ° ±¯ ¤¥ ° §°»¢  (6.1) ¢ ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤ 

f(u) | ¢»¯³ª« ¿ ¢­¨§ ´³­ª¶¨¿ ®²«¨· ¥²±¿ ®² °¥¸¥­¨¿ ½²®© § ¤ ·¨ ¢

±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  (².¥. ª®£¤  f(u) = u2=2) «¨¸¼ ²¥¬, ·²® ¢¬¥-
±²® ­¥¯®±²®¿­­®£® £« ¤ª®£®  ¢²®¬®¤¥«¼­®£® °¥¸¥­¨¿ x=t ³° ¢­¥­¨¿

�®¯´  ³· ±²¢³¥² ­¥ª®²®° ¿ ¤°³£ ¿ ´³­ª¶¨¿  (x=t). � ©¤¥¬ ¥¥. � ª

¨ ¢»¸¥, ¯®¤±² ¢¨¬ (6.2) ¢ (6.1) ¨ ¯®«³·¨¬:

�
x

t2
u0 +

1

t
f 0(u)u0 =

1

t
u0 (x=t) (f 0 (u (x=t)) � x=t) = 0:
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª°®¬¥ ª®­±² ­², ¯®«³· ¥¬»µ ¨§ ³±«®¢¨¿ u0 = 0, ¥±²¼

¥¹¥ ®¤­  ´³­ª¶¨¿ u(�) =  (�) (§¤¥±¼ � = x=t), ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ °¥¸¥­¨¥¬
³° ¢­¥­¨¿

f 0( ) = �;

².¥.  | ´³­ª¶¨¿, ®¡° ²­ ¿ ª f 0 :  = (f 0)
�1
. �­  ±³¹¥±²¢³¥²,

² ª ª ª f | ¢»¯³ª« ¿, ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, f 0 | ¬®­®²®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿.

�²® ¯®±«¥¤­¥¥ ­ ©¤¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ u =  (x=t), ° §°»¢­®¥ ¢ (0; 0) ¨
­¥¯°¥°»¢­®¥ ¯°¨ t > 0, ­ §»¢ ¾² ¢®«­®© ° §°¥¦¥­¨¿.

� ¬¥· ­¨¥ 6.2. � ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  ³ ­ ± ¨ ¡»«® f 0(u) = u,

 , §­ ·¨²,  (�) = (f 0)
�1

(�) = �.

�¥¸¥­¨¥ (6.1) ¢ ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ¢­¨§ ´³­ª¶¨¨ f(u) ¡³¤¥¬ ±²°®-

¨²¼ ¯®  ­ «®£¨¨ ± ³° ¢­¥­¨¥¬ �®¯´ ,   ¨¬¥­­®:

1) �±«¨ u� > u+, ²® °¥¸¥­¨¥ ±­®¢  ±²°®¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ³¤ °­®© ¢®«-

­», ±²»ª³¿ ¤¢¥ ª®­±² ­²» u� ¨ u+ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³±«®¢¨¥¬

� ­ª¨­ -�¾£®­¨® ¯® «³·³ x
t
=

f(u+)�f(u�)

u+�u�
; t > 0:

u(t; x) =

(
u� ¯°¨ x <

f(u+)�f(u�)

u+�u�
t;

u+ ¯°¨ x >
f(u+)�f(u�)

u+�u�
t:

(6.6)

(�° ¢­¨²¥ ± (6.4) ¨ °¨±. 17.) �®«³·¥­­»© ±¨«¼­»© ° §°»¢ ¤®-

¯³±²¨¬ ¢ ±¬»±«¥ ³±«®¢¨¿ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨.

2) �±«¨ u� < u+, ²® °¥¸¥­¨¥ ¢¨¤  (6.6) ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾
¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨. �®£¤ , ª ª ¨ ¯°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ (6.5), ±ª«¥-

¨¬ ª®­±² ­²» u� ¨ u+ ± ¯®±²°®¥­­»¬ °¥¸¥­¨¥¬  (x=t), ­ ©¤¿
«³·¨ ±ª«¥©ª¨ x = ��t ¨ x = �+t ¨§ ³±«®¢¨© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ °¥-

¸¥­¨¿ ­  ½²¨µ «³· µ: u� =  (��), ².¥. �� = f 0(u�):

u(t; x) =

8<
:

u� ¯°¨ x 6 f 0(u�)t;
 (x=t) ¯°¨ f 0(u�)t < x < f 0(u+)t;
u+ ¯°¨ x > f 0(u+)t:

(6.7)

� ¤ ­­ ¿ ¢ (6.5) ´³­ª¶¨¿ ª®°°¥ª²­® ®¯°¥¤¥«¥­  ¯°¨ t > 0, ² ª

ª ª ´³­ª¶¨¿ ±®±²®¿­¨¿ f(u) ¢»¯³ª«  ¢­¨§, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, f 0(u) ¬®-
­®²®­­® ¢®§° ±² ¥², ¨ f 0(u�) < f 0(u+) ¢ ±«³· ¥ u� < u+.
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�®«­  ° §°¥¦¥­¨¿  (x=t), ª ª ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¯°¨ t > 0 ´³­ª¶¨¿,

¯°¨­¨¬ ¥² ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¬¥¦¤³ u� ¨ u+. � ±¨«³ ®¯°¥¤¥-

«¥­¨¿  ª ª ´³­ª¶¨¨, ®¡° ²­®© ª f 0, ³±«®¢¨¥  (x=t) = u0 ° ¢­®±¨«¼-
­® x = f 0(u0)t ¤«¿ «¾¡®£® u0 2 [u�; u+]. �² ª, ­¥ª®²®°®¥ ´¨ª±¨°®-
¢ ­­®¥ §­ ·¥­¨¥ u0 ¢®«­®© ° §°¥¦¥­¨¿  (x=t) ¯°¨­¨¬ ¥²±¿ ­  «³·¥
x = f 0(u0)t, t > 0, ¯ ° ««¥«¼­®¬ ª ± ²¥«¼­®© ª £° ´¨ª³ ´³­ª¶¨¨

f = f(u), ¯®±²°®¥­­®© ¢ ²®·ª¥ (u0; f(u0)). � · ±²­®±²¨, ¬» ¯®«³· ¥¬

¤®ª § ²¥«¼±²¢® ³¦¥ ®²¬¥·¥­­®£® ¢ ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¿ �®¯´  ³²¢¥°-

¦¤¥­¨¿: «¨­¨¨ ±« ¡®£® ° §°»¢  °¥¸¥­¨¿ u(t; x), § ¤ ¢ ¥¬®£® ´®°¬³-
«®© (6.7) (².¥. «³·¨ x = f 0(u�)t) ¯ ° ««¥«¼­» ª ± ²¥«¼­»¬ ª £° ´¨ª³

´³­ª¶¨¨ f = f(u), ¯®±²°®¥­­»¬ ¢ ª° ©­¨µ ²®·ª µ (u�; f(u�)) (c¬.
°¨±. 18). (�®­¥·­®, ¬» ±­®¢  ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ®±¨ (u; f) ¯ ° ««¥«¼-
­» ®±¿¬ (t; x).)

� ¬¥· ­¨¥ 6.3. � ¬ ¢ ¦­  ¢»¯³ª«®±²¼ ´³­ª¶¨¨ f(u) «¨¸¼ ­  ®²-
°¥§ª¥ [u�; u+] (¨«¨ [u+; u�]).

�²® ª ± ¥²±¿ ±«³· ¿ ¢»¯³ª«®© ¢¢¥°µ (­  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ®²°¥§-

ª¥) ´³­ª¶¨¨ f(u), ²® °¥¸¥­¨¥, ¢ ­¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥, ±²°®¨²±¿ °®¢-

­® ­ ®¡®°®² ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ¢»¸¥¨§«®¦¥­­»¬,   ¨¬¥­­®: ¢ ±«³· ¥

u� < u+ ¬» ¯®«³· ¥¬ ³¤ °­³¾ ¢®«­³ (6.6); ¥±«¨ ¦¥ u� > u+, ²® °¥-
¸¥­¨¥ § ¤ ¥²±¿ (6.7) (¢ ½²®¬ ±«³· ¥ f 0(u) ³¡»¢ ¥², ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,
±­®¢  ¡³¤¥² ¢»¯®«­¥­® f 0(u�) < f 0(u+)). �ªª³° ²­® ¯°®¤¥« ©²¥ ¢±¥

¢»ª« ¤ª¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®:

� ¤ ·  6.2. �¥¸¨²¼ § ¤ ·³ �¨¬ ­  (6:1) ¢ ±«³· ¥ ¯°®¨§¢®«¼­®© ¢»-
¯³ª«®© ¢¢¥°µ ´³­ª¶¨¨ f(u), ¯®±²°®¨²¼ °¥¸¥­¨¥ £° ´¨·¥±ª¨ (ª ª ­ 

°¨±. 17 ¨ 18), ¯°®¢¥°¨²¼ ¢»¯®«­¥­¨¥ ³±«®¢¨¿ � ­ª¨­ -�¾£®­¨® ¨

³±«®¢¨¿ ¢®§° ±² ­¨¿ ½­²°®¯¨¨.

�¯° ¦­¥­¨¥ 6.2. �¥¸¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ § ¤ ·¨ ® ° ±¯ ¤¥ ° §°»¢ :

1) ut � (u2)x = 0;

u
��
t=0

=

�
�1 ¯°¨ x < 0;
1 ¯°¨ x > 0

¨ u
��
t=0

=

�
1 ¯°¨ x < 0;
�1 ¯°¨ x > 0;

2) ut + u2 � ux = 0;

u
��
t=0

=

�
0 ¯°¨ x < 0;
2 ¯°¨ x > 0

¨ u
��
t=0

=

�
2 ¯°¨ x < 0;
0 ¯°¨ x > 0;
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3) ut + cosu � ux = 0; u
��
t=0

=

�
0 ¯°¨ x < 0;
� ¯°¨ x > 0;

u
��
t=0

=

�
� ¯°¨ x < 0;
0 ¯°¨ x > 0

¨ u
��
t=0

=

�
� ¯°¨ x < 0;
2� ¯°¨ x > 0;

4) ut + eu � ux = 0;

u
��
t=0

=

�
0 ¯°¨ x < 0;
1 ¯°¨ x > 0

¨ u
��
t=0

=

�
1 ¯°¨ x < 0;
0 ¯°¨ x > 0;

5) ut + (lnu)x = 0;

u
��
t=0

=

�
e ¯°¨ x < 0;
1 ¯°¨ x > 0

¨ u
��
t=0

=

�
1 ¯°¨ x < 0;
e ¯°¨ x > 0:

6.3. �«³· © ­¥¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.1. �»¯³ª«®© ¢¢¥°µ ®¡®«®·ª®© ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  ®²-
°¥§ª¥ [�; �] ­ §»¢ ¾² ´³­ª¶¨¾

f̂ (u) = inf
~f2F̂

~f (u); u 2 [�; �] ;

£¤¥ F̂ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ¢»¯³ª«»µ ¢¢¥°µ ´³­ª¶¨© ~f (u) ² ª¨µ, ·²®
~f (u) > f(u) 8u 2 [�; �].

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.2. �»¯³ª«®© ¢­¨§ ®¡®«®·ª®© ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  ®²-

°¥§ª¥ [�; �] ­ §»¢ ¾² ´³­ª¶¨¾

�f (u) = sup
~f2 �F

~f (u); u 2 [�; �] ;

£¤¥ �F ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ¢»¯³ª«»µ ¢­¨§ ´³­ª¶¨© ~f (u) ² ª¨µ, ·²®
~f (u) 6 f(u) 8u 2 [�; �].

� ¬¥· ­¨¥ 6.4. �±«¨ f(u) | ¢»¯³ª« ¿ ¢¢¥°µ (¢­¨§) ´³­ª¶¨¿ ­  ®²-

°¥§ª¥ [�; �], ²® ¥¥ ¢»¯³ª«®© ¢¢¥°µ (¢­¨§) ®¡®«®·ª®© ­  ½²®¬ ®²°¥§ª¥

¿¢«¿¥²±¿ ®­  ± ¬ : f̂ (u) = f(u) ( �f (u) = f(u)),   £° ´¨ª ¥¥ ¢»¯³ª«-

®© ¢­¨§ (¢¢¥°µ) ®¡®«®·ª¨ | ®²°¥§®ª, ±®¥¤¨­¿¾¹¨© ²®·ª¨ (�; f(�)) ¨
(�; f(�)).

�¯° ¦­¥­¨¥ 6.3. �®±²°®¨²¼ ¢»¯³ª«³¾ ¢¢¥°µ ¨ ¢»¯³ª«³¾ ¢­¨§

®¡®«®·ª¨ ´³­ª¶¨¨ f(u) = u3 ­  ®²°¥§ª¥ [�1; 1] ¨ ´³­ª¶¨¨ f(u) = sinu
­  ®²°¥§ª¥ [0; 3�].
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�«¿ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �¨¬ ­  (6.1) ¢ ±«³· ¥ u� < u+ ¯®±²°®¨¬ ¢»-

¯³ª«³¾ ¢­¨§ ®¡®«®·ª³ ´³­ª¶¨¨ f(u) ­  ®²°¥§ª¥ [u�; u+],   ¢ ±«³· ¥
u� > u+ | ¢»¯³ª«³¾ ¢¢¥°µ ®¡®«®·ª³ ­  ®²°¥§ª¥ [u+; u�]. �° ´¨ª
®¡®«®·ª¨ ±®±²®¨² ¨§ ¢»¯³ª«»µ (¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ±²®°®­³) ª³±-

ª®¢ £° ´¨ª®¢ ´³­ª¶¨¨ f(u) ¨ ®²°¥§ª®¢, ±®¥¤¨­¿¾¹¨µ ½²¨ ª³±ª¨. � -
¦¤»© ² ª®© ®²°¥§®ª ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ «³·³ ° §°»¢  (³¤ °­®©

¢®«­¥) ¯®±²°®¥­­®£® °¥¸¥­¨¿ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ £« ¤ª¨¬¨  ¢²®¬®¤¥«¼­»-

¬¨ °¥¸¥­¨¿¬¨ ¢¨¤  u(t; x) =  (x=t), £¤¥  (�) | ´³­ª¶¨¿, ®¡° ²­ ¿ ª

� = f 0(u) (±¬. ° §¤¥« 6.2). � ¬¥²¨¬, ·²® ­  ª ¦¤®¬ ³· ±²ª¥ ¢»¯³ª«-

®±²¨ f(u) ´³­ª¶¨¿, ®¡° ²­ ¿ ª f 0(u), ±³¹¥±²¢³¥².

�°¨¬¥° 6.1. �®±²°®¨¬ °¥¸¥­¨¥ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨ �¨¬ ­ :

ut + (u3)x = 0; u
��
t=0

=

�
1 ¯°¨ x < 0;
�1 ¯°¨ x > 0:

(6.8)

�­ · «  ¯®±²°®¨¬ ¢»¯³ª«³¾ ¢¢¥°µ (² ª ª ª u� = 1 > �1 = u+)
®¡®«®·ª³ ´³­ª¶¨¨ f(u) = u3 ­  ®²°¥§ª¥ [�1; 1]. �«¿ ½²®£® ®¯³±²¨¬

ª ± ²¥«¼­³¾ ¨§ ²®·ª¨ (1; 1) ­  £° ´¨ª¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ´³­ª¶¨¨ ª
½²®¬³ £° ´¨ª³. �®·ª³ ª ± ­¨¿ (u0; u

3
0) ª £° ´¨ª³ ­ ©¤¥¬ ¨§ ³±«®¢¨¿:

1� u30
1� u0

= f 0(u0) = 3u20; u0 6= 1;

².¥. 1+ u0+ u20 = 3u20, ®²ª³¤  u0 = �1=2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, £° ´¨ª ¢»-

¯³ª«®© ¢¢¥°µ ®¡®«®·ª¨ ´³­ª¶¨¨ f(u) = u3 ­  ®²°¥§ª¥ [�1; 1] ±®±²®¨²
(±¬. °¨±. 19) ¨§ ª³±ª  ª³¡¨·¥±ª®© ¯ ° ¡®«» ­  ®²°¥§ª¥ [�1;�1=2] ¨
®²°¥§ª , ±®¥¤¨­¿¾¹¥£® ²®·ª¨ (�1=2;�1=8) ¨ (1; 1). �­ ·¨², °¥¸¥­¨¥
¯®±² ¢«¥­­®© § ¤ ·¨ ¨¬¥¥² °®¢­® ®¤¨­ «³· ±¨«¼­®£® ° §°»¢  x = �t,
t > 0, ¯ ° ««¥«¼­»© ²®«¼ª® ·²® ¯®±²°®¥­­®¬³ ®²°¥§ª³ (¥±«¨, ª ª

¢±¥£¤ , ®±¨ (t; x) ¯ ° ««¥«¼­» ®±¿¬ (u; f)), ².¥.

� =
1 + 1=8

1 + 1=2
=

3

4
:

�²®² ° §°»¢ ¨¤¥² ¬¥¦¤³ ª®­±² ­²®© u� = 1 (±® ±²®°®­» x < 3
4
t) ¨

´³­ª¶¨¥©  (x=t). �¤¥±¼  (�) | ´³­ª¶¨¿, ®¡° ²­ ¿ ª � = f 0(u) = 3u2

­  ®²°¥§ª¥ [�1;�1=2], ².¥.

u =  (�) = �
p
�=3; 3=4 6 � 6 3:

�°¥¤¥« °¥¸¥­¨¿ u(t; x) ­  «³·¥ ±¨«¼­®£® ° §°»¢  x = 3
4
t ±® ±²®°®­»

x > 3
4
t ° ¢¥­  (3

4
) = �1

2
. (�²® ¥±²¼ ±«¥¤±²¢¨¥ f 0(�1

2
) = 3(�1

2
)2 = 3

4
.)
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�¨±. 19.

� ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ¢»¯³ª«®© ´³­ª¶¨¨ (±¬. ° §¤¥« 6.2), ±²»ª®¢ª  ¬¥¦-

¤³ ¢®«­®© ° §°¥¦¥­¨¿  (x=t) ¨ ª®­±² ­²®© u+ = �1 ¨¤¥² ¯® ­¥¯°¥-

°»¢­®±²¨, ².¥. ¯® «³·³ x = 3t, t > 0, ª®²®°»© ®¯¿²¼-² ª¨ ¯ ° ««¥«¥­

ª ± ²¥«¼­®© ª £° ´¨ª³ ´³­ª¶¨¨ f(u) = u3, ¯®±²°®¥­­®© ¢ ²®·ª¥

(u+; f(u+)) =
�
u+; u

3
+

�
= (�1;�1).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³·¥­® °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (6.8):

u(t; x) =

8<
:

1 ¯°¨ x < 3
4
t;

�
p

x
3t

¯°¨ 3
4
t < x < 3t;

�1 ¯°¨ x > 3t:

�¯° ¦­¥­¨¥ 6.4. �®±²°®¨²¼ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �¨¬ ­ :

ut + u2 � ux = 0; u
��
t=0

=

�
�2 ¯°¨ x < 0;
2 ¯°¨ x > 0:

�°¨¬¥° 6.2. �¥¸¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ ® ° ±¯ ¤¥ ° §°»¢ :

ut + (sinu)x = 0; u
��
t=0

=

�
3� ¯°¨ x < 0;
0 ¯°¨ x > 0:

� ª ª ª u� = 3� > 0 = u+, ¯®±²°®¨¬ ¢»¯³ª«³¾ ¢¢¥°µ ®¡®«®·ª³

´³­ª¶¨¨ f(u) = sinu ­  ®²°¥§ª¥ [0; 3�]. �²  ®¡®«®·ª  ±®±²®¨² (±¬.

°¨±. 20) ¨§ ¤¢³µ ¢»¯³ª«»µ ¢¢¥°µ ª³±ª®¢ £° ´¨ª  sinu ­  ®²°¥§ª µ

[0; �=2] ¨ [5�=2; 3�] ¨ £®°¨§®­² «¼­®£® ®²°¥§ª , ±®¥¤¨­¿¾¹¥£® ²®·ª¨
(�=2; 1) ¨ (5�=2; 1) ­  ±¨­³±®¨¤¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨±ª®¬®¥ °¥¸¥­¨¥

u(t; x) ¤®«¦­® ¨¬¥²¼ ±¨«¼­»© ° §°»¢ ¯® ¯°¿¬®© x = 0 ®² 5�=2 =

limx!�0 u(t; x) ª �=2 = limx!+0 u(t; x). �°®¬¥ ½²®£®,

u(t; x) = 3� ¯°¨ x < f 0(3�) � t = cos 3� � t = �t

u(t; x) = 0 ¯°¨ x > f 0(0) � t = t:
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�¨±. 20.

�±² «®±¼ ° §°¥¸¨²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® u ³° ¢­¥­¨¥

f 0(u) = cos u = � = x=t

­  ®²°¥§ª µ [0; �=2] ¨ [5�=2; 3�], £¤¥, § ¬¥²¨¬, ´³­ª¶¨¿ f 0(u) = cosu
¬®­®²®­­ . �¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ cos u = �, �1 6 � 6 1, µ®°®¸® ¨§-

¢¥±²­®: u = � arccos � + 2�n; n 2 Z. �  ®²°¥§ª¥ [0; �=2] ½²® ¡³¤¥²

u = arccos �,   ­  ®²°¥§ª¥ [5�=2; 3�] | u = arccos � + 2�. � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ¯®±²°®¥­® °¥¸¥­¨¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨ (±¬. °¨±. 20):

u(t; x) =

8>><
>>:

3� ¯°¨ x 6 �t;
arccos x=t+ 2� ¯°¨ � t < x < 0;
arccos x=t ¯°¨ 0 < x < t;
0 ¯°¨ x > t:

�¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �¨¬ ­  ª °¤¨­ «¼­® ¨§¬¥­¨²±¿, ¥±«¨ ¯®¬¥­¿²¼

¬¥±² ¬¨ u+ ¨ u�.

�°¨¬¥° 6.3.

ut + (sinu)x = 0; u
��
t=0

=

�
0 ¯°¨ x < 0;
3� ¯°¨ x > 0:

�»¯³ª« ¿ ¢­¨§ ®¡®«®·ª  sinu ­  [0; 3�] ±®±²®¨² (±¬. °¨±. 21) ¨§

ª ± ²¥«¼­»µ, ®¯³¹¥­­»µ ¨§ ²®·¥ª (0; 0) ¨ (3�; 0) ­  ¢»¯³ª«»© ¢­¨§

ª³±®ª ±¨­³±®¨¤» ­  ®²°¥§ª¥ [�; 2�] ¨ ª³±ª  £° ´¨ª  sinu ¬¥¦¤³ ²®·-
ª ¬¨ ª ± ­¨¿ (u1; sinu1) ¨ (u2; sinu2). � ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ «¥£ª® ¯®-

­¿²¼, ·²® u1 + u2 = 3�; sinu1 = sinu2, ¨ ² ­£¥­±» ³£«®¢ ­ ª«®­ 

¯®±²°®¥­­»µ ª ± ²¥«¼­»µ ®²«¨· ¾²±¿ «¨¸¼ §­ ª®¬. �¡®§­ ·¨¬

�k =
f(u1)� f(0)

u1 � 0
=

sinu1
u1

= f 0(u1) = cosu1
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| ² ­£¥­± ³£«  ­ ª«®­  ª ± ²¥«¼­®©, ®¯³¹¥­­»µ ¨§ ²®·ª¨ (0; 0),
²®£¤  +k | ² ­£¥­± ³£«  ­ ª«®­  ¢²®°®© ª ± ²¥«¼­®©. � ¬¨ §­ -

·¥­¨¿ u1; u2 ¨ k ¬», ¥±²¥±²¢¥­­®, ­ ©²¨ ­¥ ¬®¦¥¬,   ¬®¦¥¬ «¨¸¼

±ª § ²¼, ·²® u1 | ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿

tgu1 = u1; u2 = 3� � u1; k = � cos u1 = cos u2.

�¨±. 21.

�  ®²°¥§ª¥ [u1; u2] � [�; 2�] ®¡° ²¨¬ ´³­ª¶¨¾ f 0(u) = cosu. �

½²®¬ ±«³· ¥ u = (f 0)
�1

(�) = 2�� arccos �; �k 6 � 6 k. �¥¯¥°¼ ¬®¦­®
§ ¯¨± ²¼ ¨±ª®¬®¥ °¥¸¥­¨¥ (±¬. °¨±. 21):

u(t; x) =

8<
:

0 ¯°¨ x 6 �kt;
2� � arccos x=t ¯°¨ � kt < x < kt;
3� ¯°¨ x > kt:

�®±²°®¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¤¢  ° §°»¢ : ¯® ¯°¿¬®© x = �kt |
±ª ·®ª ®² 0 ¤® u1; ¯® ¯°¿¬®© x = kt | ®² u2 ¤® 3�.

�¯° ¦­¥­¨¥ 6.5. �®±²°®¨²¼ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �¨¬ ­ :

ut + sin(2u) � ux = 0; u
��
t=0

=

�
�5�=4 ¯°¨ x < 0;
5�=4 ¯°¨ x > 0:
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� ª«¾·¥­¨¥

� ¤ ­­®¬ ¯®±®¡¨¨ ¤ ­» ®±­®¢­»¥ ¯®­¿²¨¿ ­¥«®ª «¼­®© ²¥®°¨¨ § ¤ -

·¨ �®¸¨ ¤«¿ ®¤­®¬¥°­®£® (¯® ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ¯¥°¥¬¥­­®©) ª¢ §¨-

«¨­¥©­®£® § ª®­  ±®µ° ­¥­¨¿ ¢¨¤ 

ut + (f(u))
x
= 0: (A.1)

�²® ª ± ¥²±¿ ­¥«®ª «¼­®© ²¥®°¨¨ ¤«¿ ¬­®£®¬¥°­®£® ±ª «¿°­®£®

³° ¢­¥­¨¿

ut + divx f(u) = 0; x 2 Rn; f(u) 2 Rn; (A.2)

²® ¥¥ ¤®¢®«¼­® § ¢¥°¸¥­­ ¿ ´®°¬  ¯®¿¢¨« ±¼ ¢ ª®­¶¥ 60-µ £®¤®¢

(±¬. [8],[9]) ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ª®¬¯®­¥­²» fi(u) ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¨
±®±²®¿­¨¿ f(u) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ �¨¯¸¨¶  ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

¢ ²¥®°¨¨ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (A.2) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ½´´¥ª² ª®-

­¥·­®© ±ª®°®±²¨ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ¢®§¬³¹¥­¨© ¨ ª®­¥·­®© ®¡« ±²¨

§ ¢¨±¨¬®±²¨ °¥¸¥­¨¿ (¢ ¤ ­­®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ²®·ª¥ (t; x)) ®² ­ -

· «¼­»µ ¤ ­­»µ.

�®¢»© (±®¢°¥¬¥­­»©) ¢±¯«¥±ª ¢ ° §¢¨²¨¨ ­¥«®ª «¼­®© ²¥®°¨¨

³° ¢­¥­¨© (A.1) ¨ (A.2) ±¢¿§ ­ ± ¢ª«¾·¥­¨¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ±«³· ¿,

ª®£¤  ´³­ª¶¨¿ ±®±²®¿­¨¿ ²®«¼ª® ­¥¯°¥°»¢­ , ².¥., ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥-

¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬  ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ª®£¤  ¬®¦­® ®¦¨¤ ²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿

²¨¯¨·­® \¯ ° ¡®«¨·¥±ª®£®| ¤¨´´³§¨®­­®£®" ½´´¥ª²  ¡¥±ª®­¥·­®©

±ª®°®±²¨ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ¢®§¬³¹¥­¨© ¨ ¡¥±ª®­¥·­®© ®¡« ±²¨ § ¢¨-

±¨¬®±²¨ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£® °¥¸¥­¨¿ ®² ­ · «¼­»µ ¤ ­­»µ.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤ ¢ ©²¥ ¯®¯»² ¥¬±¿ ¯®±²°®¨²¼ ®¡®¡¹¥­­®¥ ½­-

²°®¯¨©­®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨

ut +
� juj�
�

�
x
= 0; x 2 R; � 2 (0; 1); (A.3)

u
��
t=0

= u0(x) �
[sign(x + 1)� signx]

2
=

�
1; x 2 (�1; 0);
0; x =2 (�1; 0):

(A.4)

� ª ª ª ­ · «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ u0(x) > 0, ²® ®¡®¡¹¥­­®¥ ½­²°®¯¨©­®¥

°¥¸¥­¨¥ u(t; x) ²®¦¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­® ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ (A.1) ´³­ª-
¶¨¿ ±®±²®¿­¨¿ f(u) � u�=� ¢»¯³ª«  ¢¢¥°µ ­  ¨­²¥°¥±³¾¹¥¬ ­ ± ®²-

°¥§ª¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ u. � ¤°³£®© ±²®°®­», ¢¢¨¤³ ±¯¥¶¨´¨ª¨ ±²°³ª²³°»

(\®¤­®±²³¯¥­· ²®±²¼") ­ · «¼­®© ´³­ª¶¨¨, ¬®¦­® ­ ¤¥¿²¼±¿, ·²® ­ 
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�¨±. 22.

¤®±² ²®·­® ¬ «®¬ ®²°¥§ª¥ ¢°¥¬¥­¨ 0 6 t 6 � ®¡®¡¹¥­­®¥ ½­²°®¯¨©-
­®¥ °¥¸¥­¨¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨ ¡³¤¥² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ °¥¸¥­¨¥¬

¤¢³µ § ¤ · �¨¬ ­  ± ­ · «¼­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ sign(x+ 1) ¨ signx.

� ¤ ·  A.3. �¡¥¤¨²¥±¼, ·²® ®¡®¡¹¥­­®¥ ½­²°®¯¨©­®¥ °¥¸¥­¨¥

u(t; x) § ¤ ·¨ (A.3){(A.4) ¤«¿ 0 < t < �
1��

= � § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©

(±¬. °¨±. 22)

u(t; x) =

8><
>:

0 ¯°¨ x < t
�
� 1;

1 ¯°¨ t
�
� 1 < x 6 t�

t
x

� 1
1�� ¯°¨ x > t:

� ¤ ·  A.4. �°®¤®«¦¨²¼ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) § ¤ ·¨ (A.3){(A.4) ¢ ¯®-

«³¯«®±ª®±²¼ t > � = �
1��

. �®·­¥¥, ­ ©²¨ ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ° §°»¢ 

x = x(t), ¯®«®¦¨¢ ¯°¨ t > � (±¬. °¨±. 22)

u(t; x) =

(
0 ¯°¨ x < x(t);�

t
x

� 1
1�� ¯°¨ x > x(t):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ­ · «¼­®© ´³­ª¶¨¨ ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬

®¡®¡¹¥­­®¥ ½­²°®¯¨©­®¥ °¥¸¥­¨¥ u(t; x) § ¤ ·¨ (A.3){(A.4) ¨¬¥¥²

­¥ª®¬¯ ª²­»© (­¥®£° ­¨·¥­­»©) ­®±¨²¥«¼ ¯°¨ «¾¡»µ (±ª®«¼ ³£®¤­®

¬ «»µ!) t < �. � ª ¨§¢¥±²­®, ¢ ²¥®°¨¨ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨©

(¤¨´´³§¨®­­»µ ¯°®¶¥±±®¢) ½´´¥ª² ¡¥±ª®­¥·­®© ±ª®°®±²¨ ° ±¯°®-

±²° ­¥­¨¿ ¢®§¬³¹¥­¨© ¯°¨¢®¤¨² ª ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ °¥¸¥­¨¿ § ¤ -

·¨ �®¸¨. � ª®¢® ¢«¨¿­¨¥ ² ª®£® ½´´¥ª²  ­  ²¥®°¨¾ ­¥«®ª «¼­®©

° §°¥¸¨¬®±²¨ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (A.2) ¢ ª« ±±¥ ®£° ­¨·¥­-

­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©? �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ®¡®¡¹¥­­®¥ ½­²°®¯¨©-
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­®¥ °¥¸¥­¨¥ ½²®© § ¤ ·¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¢±¥£¤  ¡¥§ ª ª¨µ-«¨¡® ®£° ­¨·¥-

­¨© ­  ª®¬¯®­¥­²» ´³­ª¶¨¨ ±®±²®¿­¨¿ fi(u). � ¢®² ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼

®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£® °¥¸¥­¨¿ ½²®© § ¤ ·¨ (ª ª ¡»«® ¢¯¥°¢»¥

¯®«³·¥­® ¢ [11]) \ª®­²°®«¨°³¥²±¿" ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬®¤³«¥© ­¥¯°¥°»¢-

­®±²¨ !i(�) ´³­ª¶¨© fi(u). �±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ u; v

jfi(u)� fi(v)j 6 !i(ju� vj);

£¤¥ !i(�) | ¢»¯³ª« ¿ ¢¢¥°µ, ±²°®£® ¬®­®²®­­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª-

¶¨¿, !i(0) = 0, ²® ¤«¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£®

°¥¸¥­¨¿ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡»


(�) �

nY
i=1

!i(�) 6 Const �n�1: (A.5)

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿

ut +
� juj�
�

�
x
+
� juj�
�

�
y
= 0; 0 < � < � < 1;

³±«®¢¨¥ (A.5), ¯°¨­¨¬ ¾¹¥¥ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢¨¤ � + � 6 1, ¿¢«¿¥²-

±¿ ­¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨ ¤®±² ²®·­»¬ ¤«¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ®¡®¡¹¥­­®£®

½­²°®¯¨©­®£® °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ n = 1

ª ª¨¥-«¨¡® ®£° ­¨·¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ ±®±²®¿­¨¿ f(u) ³±«®¢¨¥ (A.5)

­¥ ­ ª« ¤»¢ ¥²: ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®£® °¥¸¥-

­¨¿ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢±¥£¤ . � ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¢ [11] ¤ ­» ¤®±² ²®·­®

¯°®±²»¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ®¡®¡¹¥­­®£® ½­²°®¯¨©­®-

£® °¥¸¥­¨¿ ¢ ±«³· ¥ ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±¨«¼­®£®, ·¥¬ (A.5), ³±«®¢¨¿


(�) = o(�n�1); �! 0.

�² ª, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢®§­¨ª¸ ¿ ¢ 50-µ £®¤ µ ­ ¸¥£® ¢¥ª  ­¥-

«®ª «¼­ ¿ ²¥®°¨¿ ª¢ §¨«¨­¥©­»µ § ª®­®¢ ±®µ° ­¥­¨¿ 1-£® ¯®°¿¤ª 

¨­²¥­±¨¢­® ° §¢¨¢ ¥²±¿ ¢ ­ ¸¥ ¢°¥¬¿: §¤¥±¼ ¥¹¥ ¬­®£® ¨­²¥°¥±­»µ

­¥°¥¸¥­­»µ § ¤ · ¤ ¦¥ ¢ ±«³· ¥ ®¤­®¬¥°­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (A.2), ­®

®±®¡¥­­®  ª²³ «¼­  ¨ ¨­²¥°¥±­  ¯°®¡«¥¬ ²¨ª  ² ª¨µ § ª®­®¢ ¢ ¢¥ª-

²®°­®¬ ±«³· ¥, ¤ ¦¥ ¢ ¯°®±²¥©¸¨µ ±¨²³ ¶¨¿µ. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨

¬» ° ±±¬®²°¨¬ µ®°®¸® ¢±¥¬ ¨§¢¥±²­³¾ \¢®«­®¢³¾" ±¨±²¥¬³�
ut � vx = 0

vt � ux = 0;

± ¨§³·¥­¨¿ ª®²®°®© ­ ·¨­ « ±¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ´¨§¨ª  ¢ ²°³¤ µ � -

« ¬¡¥°  ¨ �©«¥° , ¨ § ²¥¬ ³·²¥¬ ­¥ª®²®°»¥ ­¥«¨­¥©­»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨
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¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ¢®«­®¢®¬ ¯°®¶¥±±¥, § ¬¥­¨¢ «¨­¥©­³¾ ´³­ª¶¨¾

±®±²®¿­¨¿ v ¢ ¯¥°¢®¬ ³° ¢­¥­¨¨ ­  ­¥ª®²®°³¾ ­¥«¨­¥©­³¾ § ¢¨±¨-

¬®±²¼ p(v), p0(v) > 0, ²® ¢®§­¨ª­¥² ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ \p"-±¨±²¥¬  ²¥®-
°¨¨ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬�

ut � (p(v))x = 0

vt � ux = 0;

¿¢«¿¾¹ ¿±¿, ¢ · ±²­®±²¨, ®¤­®© ¨§ ¢ ¦­»µ £ §®¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ ¬®-

¤¥«¥©. � ª ¢®², ¢ ­ ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ±¨²³ ¶¨¿ ² ª®¢ , ·²® ¯°¨ «¾¡®©

­¥«¨­¥©­®±²¨ p(v) ­¨ª²® ¢ ¬¨°¥ ­¥ §­ ¥², ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¼ \¯° ¢¨«¼-

­®¥" ½­²°®¯¨©­®¥ ®¡®¡¹¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ½²®© ±¨±²¥¬». � ª ·²® ¬ «¥©-

¸¥¥ ­¥«¨­¥©­®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥ ¯°®±²®© «¨­¥©­®© ±¨±²¥¬» ¯°¨¢®¤¨² ª

²°³¤­¥©¸¥© ­¥°¥¸¥­­®© ¯°®¡«¥¬¥ ±®¢°¥¬¥­­®£® ­¥«¨­¥©­®£®  ­ «¨-

§ . �®²¥«®±¼ ¡» ­ ¤¥¿²¼±¿, ·²®  ª²³ «¼­ ¿, ¯°®±²® ´®°¬³«¨°³¾¹ -

¿±¿, \­¥­ ¤³¬ ­­®" ²°³¤­ ¿ ¯°®¡«¥¬ ²¨ª  ­¥«®ª «¼­®© ²¥®°¨¨ ª¢ -

§¨«¨­¥©­»µ § ª®­®¢ ±®µ° ­¥­¨¿ ¯°¨¢«¥·¥² ª ­¥© ¢­¨¬ ­¨¥ ¬®«®¤»µ,

¨¹³¹¨µ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©, ±¯®±®¡­»µ ¯°¨¤³¬ ²¼ ­®¢»¥ ­¥²° ¤¨¶¨®­-

­»¥ ¯®¤µ®¤».

�» ¡« £®¤ °¨¬ ª ´¥¤°³ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ¬¥µ ­¨-

ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ´ ª³«¼²¥²  ��� ¨¬. �.�.�®¬®­®±®¢ , ®±®¡¥­-

­® ¥¥ § ¢¥¤³¾¹¥£® |  ª ¤¥¬¨ª  �«¼£³ �°±¥­¼¥¢­³ �«¥©­¨ª | § 

¯®¤¤¥°¦ª³ ­ ¸¨µ ¨­¨¶¨ ²¨¢ ¯® ¢­¥¤°¥­¨¾ ¨§«®¦¥­­®£® ¢»¸¥ ¬ ²¥-

°¨ «  ¢ ±®¢°¥¬¥­­³¾ ²¥®°¨¾ ¨ ¯° ª²¨ª³ ¯°¥¯®¤ ¢ ­¨¿ ³° ¢­¥­¨© ±

· ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨.
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