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 УДК 621.391 

О БИНАРНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ С ПЕРИОДАМИ 2p И 4p НА ОСНОВЕ КЛАССОВ 
БИКВАДРАТИЧНЫХ ВЫЧЕТОВ 

И.С.Вагунин, В.А.Едемский  

Институт электронных и информационных систем НовГУ, Vladimir.Edemsky@novsu.ru 

Рассчитаны параметры ряда бинарных последовательностей с периодами 2р, 4р и близкой к идеальной периодической 
автокорреляционной или взаимно корреляционной функцией. Последовательности формируются на основе классов 
биквадратичных вычетов. 
Ключевые слова: бинарные последовательности, классы биквадратичных вычетов, корреляционные функции 

Parameters of series of binary sequences with the periods 2р, 4р and close-to- perfect autocorrelation or crosscorelation 
function are calculated. The sequences are formed on the basis of biquadratic residue classes. 
Keywords: binary sequences, biquadratic residue classes, corelation function 

 
1. Введение 

Периодические бинарные последовательности 
(БП) { }1±=iz  широко применяются в различных об-
ластях, например в системах связи, радиолокации и 
гидролокации [1,2]. Одной из важных характеристик 
БП Z является ее периодическая автокорреляционная 

функция (ПАКФ) ∑
−=

=
+=

1

0
τ)(τλ

Ni

i
iiZ zz , здесь N  — пе-

риод БП. Хорошо известны  БП, соответствующие 
разностным множествам и обладающие одноуровне-
вой ПАКФ [1,2]. Существенный недостаток таких БП 
заключается в том, что число известных разностных 
множеств ограничено [2,3]. В [4,5] была предложена 
методика анализа и синтеза дискретно-кодированных 
последовательностей, сформированных на основе 

классов степенных вычетов по простому модулю, c 
заданными ограничениями на совокупность характе-
ристик. По этой методике в [6] были синтезированы 
бинарные последовательности с периодом 2p и ква-
зиидеальной (близкой к идеальной) ПАКФ. Цель на-
стоящей статьи заключается в синтезе БП с квазииде-
альной ПАКФ, а так же пар БП с квазиидеальной пе-
риодической взаимно корреляционной функцией 
(ПВКФ). Последовательности будут формироваться с 
использованием классов биквадратичных вычетов по 
правилу кодирования, отличному от использованного 
в [6]. 

Такие последовательности могут быть исполь-
зованы в радиотехнических системах связи и переда-
чи информации, радионавигации с шумоподобными 
сигналами, фазовой или амплитудно-фазовой мани-
пуляцией и корреляционной обработкой сигналов. 
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2. Формирование БП 

Рассмотрим БП Z  с периодом N2 , сформиро-
ванную на основе двух БП }{},{ jj yYxX ==  перио-
да N по правилу кодирования (ПК) 

 
⎩
⎨
⎧

+=

=
=

,12  если,

,2  если,

jiy

jix
z

j

j
i  (1) 

здесь ji,  — целые числа. Согласно [5], для ПАКФ 
БП Z имеем  
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где )(),(),(λ),(λ ,, nrnrnn XYYXYX  — соответственно 

ПАКФ и ПВКФ пары БП YX , . Аналогично, если 
пара БП 1Z  и 2Z  сформирована по ПК (1) для после-
довательностей 11,YX  и 22 ,YX , то  для ПВКФ  пары 
последовательностей справедливо соотношение 
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Таким образом, предложенное ПК формирует 
БП с  периодом  2N, ПАКФ которых, а также ПВКФ 
пары БП определяются ПАКФ и ПВКФ БП периода 
N, что  позволяет использовать для синтеза БП ре-
зультаты, полученные ранее. В частности, результаты 
анализа и синтеза БП с простым периодом p , сфор-
мированных на основе классов биквадратичных вы-
четов [5]. 

В следующих разделах рассмотрим задачу 
синтеза уравновешенных бинарных последовательно-
стей с периодами p2  и p4  на основе классов би-
квадратичных вычетов с квазиидеальной ПАКФ, т.е. 
с max

1,1τ
λ)(τλmax ≤

−=
Z

N
, а также пар БП периода p2 и 

ПВКФ: ( ) max,
12,0τ

τmax
21

rr ZZ
p

≤
−=

, где maxλ , maxr  — за-

данные пороговые числа. Предварительно рассмот-
рим необходимые условия существования БП с ква-
зиидеальной ПАКФ. 

3. Необходимые условия существования БП  
с квазиидеальной ПАКФ на основе классов  

биквадратичных вычетов 

Пусть 14 += Rp , где R  — натуральное число 
и θ  — первообразный корень по модулю р. Обозна-
чим через }1,0,θ{ −== + RvH dvk

k  — класс степен-

ных вычетов с номером k, 3,0=k . 
Рассмотрим пару БП ,,YX  сформированных 

по обобщенному ПК [1] 
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Здесь yX II ,  — подмножества индексов, 3,0=m .  
ПАКФ и ПВКФ БП X,Y, сформированных по 

ПК (4), однозначно определяются таблицей спектров 

разностей классов биквадратичных вычетов (СРКВ) 
),0( ∆S , где 3,0=∆ , в частности, значения ПАКФ и 

ПВКФ БП будут постоянны на классах биквадратич-
ных вычетов [2]. 

Лемма 1. Если 41>p , то для любых 3,0, =lk  

всегда существует 1,1 −= pt  такое, что t принадлежат 
классу биквадратичных вычетов с номером k , а 

)1( +t  — с номером l . 
Доказательство. В  [5] показано, что для чет-

ного R справедливо равенство 
)823,23,823,611()0,0(16 yxpxpyxpxpS −+−+−++−−−= , 

а для нечетного R 
)23,27,23,27()0,0(16 xpxpxpxpS −−+−−−+−= , 

где )4(mod1,4 22 ≡+= xyxp , yx,  — целые числа. 
Таким образом, если 41>p , то из представле-

ния СРКВ следует, что все гармоники )0,0(S , а зна-
чит и ),( llS  отличны от нуля. По определению СРКВ 

),( llS  существует lHq∈  такое, что kHq ∈− )1( , то-
гда 1−= qt [2]. Лемма доказана.  

Лемма 2. Если 41>p , то для ПАКФ БП Z , 
сформированной по ПК (1), имеем ≥

τ
)τ(λmax Z  

)(max2 ,
0

nr YX
n≠

≥ . 

Доказательство. 12τЕсли += n , то =)τ(λZ  
)1()( ,, ++= nrnr XYYX по формуле (2), причем ПВКФ 

)(),( ,, nrnr XYYX  постоянны на классах биквадратич-

ных вычетов [2]. Таким образом, если )(max ,
0

nr YX
n≠

 

достигается на k-м классе, а )(max ,
0

nr XY
n≠

 — на l-м 

классе, то по лемме 1 для 41>p  найдется n  такое, 
что )1()( ,, += nrnr XYYX . Тогда )(2)τ(λ , nr YXZ = , что 
и доказывает лемму 2. 

Согласно лемме 2, если max
12,1τ

λ)τ(max ≤λ
−=

Z
p

, то 

.2/λ)(max max,
1,1τ

≤
−=

nr YX
p

  

Таким образом, если БП Z , сформированная 
по ПК (1), обладает квазиидеальной ПАКФ, то пара 
БП YX ,  обладает квазиидеальной ПВКФ. Более того, 
так как

 
)1()0()1(λ ,, XYYXZ rr += , то и значение )0(,YXr  

должно быть мало. ПВКФ пар БП, сформированных 
по правилу (4), были вычислены в [5]. Согласно по-
лученным результатам регулярное ПК пар БП на ос-
нове классов биквадратичных вычетов с малыми зна-
чениями ПВКФ для 1,0τ −= p , существует, с точно-
стью до циклического сдвига и перестановки, в един-
ственном варианте, когда }2,1{},1,0{ == YX II . Ис-
следуем БП для таких YX II ,  в следующем разделе. 

4. Синтез уравновешенных БП с периодом 2р  
и квазиидеальной ПАКФ или ПВКФ 

Если }1,0{=XI , то справедливы следующие 
взаимно однозначные соответствия [5]: 
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для четного R 
 ),21,21,23,23()(λ yyyynX −+−−+−⇔  (5) 
для нечетного R 
 ),21,21,21,21()(λ yyyynX +−−−+−−−⇔  (6) 
(знак ⇔  означает, что если fP H∈τ , то )τ(λ X  
совпадает с f-й гармоникой СРКВ [2]). 

ПВКФ пары БП ,X Y  была найдена в [5] при 
10 −=y . Учитывая, что изменение знака 0y  равно-

сильно добавлению τ2)0( −=∆ px  к значениям ПВКФ 

( )nr YX ,  и τ=∆ x2)0(  к значениям ПВКФ ( )nr XY , , по-
лучаем из [5] следующие соответствия: 
для четного R 
 ),2,,2()(, xxxxnr YX −−−+⇔ ,  ,1)0(, −=YXr  (7) 
для нечетного R 
 )2,,2,()(, xxxxnr YX +−+−−⇔ , .1)0(, −=YXr  (8) 

Теорема 1. Если БП YX ,  сконструированы по 
ПК (4) при }2,1{},1,0{ == YX II , то для ПАКФ БП Z , 
сформированной по ПК (1), ,24)τ(λmax xZ +≤  

12,1τ −= p . 
Доказательство. Если n2τ = , то по формуле 

(2) справедливо равенство ( ) ( )nn YXZ λλ)τ(λ += . Из 
свойств СРКВ следует, что формулы (5) и (6) будут 
справедливы для ПАКФ БП Y  при циклическом сдви-
ге в правой части элементов матрицы на единицу. По-
сле суммирования получаем, что 0τ,2)τ(λ ≠−=Z , 
если R  нечетное, и 0τ,6,2)τ(λ ≠−±=Z , если R  чет-
ное.  

Если же 12τ += n , то по (2) имеем 
( ) )1()τ(λ ,, ++= nrnr XYYXZ , тогда из формул (7) и (8) 

следует, что значения ПАКФ ∈)τ(λZ  
{ }42,2,2,1 ±−±±+∈ xxx  для четного R и ∈)τ(λZ  

{ }42,2,2,1 ±−±±−−∈ xxx для нечетного R, 12,1τ −= p . 
Таким образом, ,24)τ(λmax

12,1τ
xZ

p
+≤

−=
 и теорема до-

казана. 
Согласно лемме 2, если 41>p , то 

xZ
p

24)τ(λmax
12,1τ

+=
−=

. Таким образом, при 41>p  

наименьшее возможное значение бокового лепестка 
ПАКФ БП в условиях теоремы 1 равно шести, т. е. рель-
еф ПАКФ при 241 yp +=  несколько отличается от оп-

тимального при { }( )12,1 τ,2)τ(λ)4(mod2 −=±=≡ pN Z  
[1], но несущественно.  

Теорема 1 задает достаточные условия синтеза 
уравновешенных БП с ПАКФ, близкой к оптималь-
ной, БП Z будет удовлетворять заданным ограниче-
ниям при ,4 22 yxp +=  maxλ24 ≤+ x . 

Аналогично можно сконструировать и пары 
БП с квазиидеальной ПВКФ, о чем свидетельствует 
следующая теорема. 

Теорема 2. Если пары БП 11,YX  и 22 ,YX  опре-
делены ПК (2) при }3,2{},1,0{

11
== YX II  и 

}3,0{},2,1{
22
== YX II , то для ПВКФ пары БП 21, ZZ , 

сформированных по ПК (1), xr ZZ 24)τ(max
21, +≤ , 

12,0τ −= p .      
Доказательство. Согласно формуле (3) 

ПВКФ пары БП 21, ZZ  определяется ПВКФ 
)1(),(),(),(

21212121 ,,,, +nrnrnrnr XYYXYYXX , значения 
которых при )1(0 pnn ≠+≠ определены формулами 
(7,8), а при 0=n  равны 1± . Рассматривая все воз-
можные комбинации слагаемых, после суммирова-
ния получаем, что заведомо ∈)τ(

21,ZZr  

{ }42,2),3(),1(,2 ±±±−±+±±∈ xxxx  при 12,0τ −= p . 
Из последнего соотношения и следует утверждение 
теоремы 2. 

Теорема 2 определяет достаточные условия 
существования пар БП с квазиидеальной ПВКФ. Если 

max24 rx ≤+ , то пара уравновешенных БП с перио-

дом 22 4,2 yxpp +=  удовлетворяет заданному огра-
ничению. 

5. Синтез БП с периодом 4р и квазиидеальной 
ПАКФ 

Рассмотрим еще один пример синтеза БП с 
квазиидеальной ПАКФ, также с использованием 
классов биквадратичных вычетов. В [7] исследованы 
ПАКФ БП, сформированных по ПК  

( )
⎩
⎨
⎧
−

∪∪∪∈
=

случаях, ост. в  1
, ,  если  ,1

)( 3,10,11,00,0 HHHHj
jU X  (9) 

где { }kpkj HajapaaH ∈=−== ,,12,1 2, , pa  
— наименьший положительный вычет натурального 
числа a  по модулю p , 3,0,1,0 == kj , при этом 

kkj HjH ×≅ }{, .  
Рассмотрим еще одну БП Y , сформированную 

по ПК, аналогичному правилу (9): 
( )

⎩
⎨
⎧
−

∪∪∪∈
=

случаях, ост. в  1
,,  если  ,1

)( 1,10,12,01,0 HHHHj
jUY   (10) 

и исследуем ПВКФ пары БП YX , . 
Лемма 3. Если пара БП YX ,  формируется по 

ПК (9,10), то рельеф ее ПВКФ равен 
}42,2{)(, ynr YX ±±±= , 12,0τ −= p . 

Доказательство. В [5] показано, что ПВКФ 
пары БП YX ,  равна  

( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=+

=+
=

.12τесли , ττ

,2τесли , ττ
)τ(

1221

2211

,,

,,
, nrr

nrr
r

pYXpYX

pYXpYX
YX  

Здесь }3,0{  },1,0{  
21
== XX II  и }1,0{  },2,1{  

21
== YY II . 

Таким образом, 2)0(, =YXr , а при 0τ ≠  ПВКФ 
( )pXXr τ

21,  определена формулами (7), (8), которые 
при циклическом сдвиге в правой части элементов 
матрицы на единицу будут справедливы и для ПВКФ 

( )pYXr τ
22 , . После суммирования получаем, что 

nr YX 2τ,2)τ(, =±= . 
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ПВКФ пары последовательностей 21,YX  сов-
падает с ПАКФ БП, сформированной по ПК (4) при 

}1,0{=XI  и задается формулами (5,6). Согласно [5] 
для ПВКФ пары БП 12 ,YX  будут справедливы сле-
дующие взаимно однозначные соответствия: 
для четного R 
 ( ) ),21,21,21,21(τλ yyyypX −+−−+⇔     (11) 
для нечетного R 
 ( ) ).23,21,21,23(τλ yyyypX +−−+−−⇔    (12) 

После суммирования по формулам (5,6,11,12) 
получаем, что ; τ,12τ ,42)τ(, pnyr YX ≠+=±±=  

2)(, =pr YX . Лемма доказана. 
Теорема 3. Если пара БП YX ,  сконструирова-

на по ПК (9,10), то для ПАКФ БП Z  сформирован-
ной по ПК (1), yZ 84)τ(λmax +≤ , 14,1τ −= p . 

Доказательство. Автокорреляционные функ-
ции двоичных последовательностей, соответствую-
щих рассматриваемым БП, были рассчитаны в 
[5,7,8]. Откуда и следует, что при нечетном R  
ПАКФ },2,2,2,2()τ(λ xxxxX −−⇔  если ,12τ += n  

,τ p≠  2)τ(λ −=X  при n2τ =  и 2)(λ =pX , а при 
четном R  },2,2,2,2()τ(λ xxxxY −−⇔  pn ≠+= τ,12τ ; 

},2,2,2,6()τ(λ −−−⇔Y  ;2τ n=  2)(λ =pY . Суммируя 
по формуле (2), получаем, что nZ 2τ},4,0{)τ(λ =±= , 
если R  нечетное, и ,2τ},4,0,8{)τ(λ nZ =−=  если R  
четное. Если же 12τ += n , то из (3) и леммы 3 следует, 
что ,84)τ(λmax yZ +≤  что и доказывает теорему 3. 

Теорема 3 определяет достаточные условия 
синтеза БП с периодом p4  и квазиидеальной ПАКФ, 

БП будет удовлетворять заданным ограничениям при 
,4 22 yxp +=  .λ84 max≤+ y  

6. Заключение 

Синтезирован ряд новых уравновешенных би-
нарных последовательностей с периодом p2  и авто-
корреляционной или взаимно корреляционной функ-
цией, близкой к идеальной. Определены параметры 
бинарных последовательностей с периодом p4  и 
квазиидеальной автокорреляционной функцией. По-
следовательности формируются на основе классов 
биквадратичных вычетов. 
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