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Пособие является руководством по выполнению самостоятельных и контрольных работ по курсу высшей математики для студентов дневного отделения экономических специальностей НовГУ. Оно содержит теоретические сведения, необходимые для выполнения самостоятельных и контрольных работ по данной теме, примеры решения задач, контрольные задания и список литературы. 
Введение
Данное пособие содержит задачи для самостоятельной работы и предназначено студентам 2 и 3-го семестров. Оно также включает отдельные теоретические сведения и снабжено решениями наиболее типичных задач, встречающихся в курсе высшей математики. Тем не менее, оно никоим образом не заменяет собой лекции и практические занятия. При самостоятельной работе рекомендуем решить несколько вариантов, что позволит вам быть уверенным в своих знаниях. Желаем удачи!
1. Свойства двойных интегралов. Примеры решения задач
Пусть функция z=f(x,y) определена и непрерывна в ограниченной замкнутой области D плоскости Oxy. Разобьем область D произвольным образом на n областей S1, S2, … , Sn , в каждой из них произвольным образом выберем по точке: 
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 - расстояние между двумя наиболее удаленными точками i-ой области (диаметр i-ой области), i=1,…,n. Пусть 
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Определение. Интегральной суммой Римана функции z=f(x,y) по области D называется
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Заметим, что сумма зависит от способа разбиения области D на части и от способа выбора точек пунктуации.

Определение. Если существует предел интегральной суммы Римана (1) при 
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, и этот предел не зависит ни от способа разбиения области, ни от выбора точек пунктуации, то он называется двойным интегралом от функции   z=f(x,y)  по области D  и обозначается
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Таким образом, 
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Отметим, что согласно определению 
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равен площади области D. 

Свойства двойных интегралов аналогичны свойствам определенных интегралов. Выделим два из них, наиболее часто используемых на практике.
1) Свойство линейности. Если функции f(x,y)  и g(x,y) интегрируемы в области D, то справедлива формула:
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2) Свойство аддитивности. Если область D  разбита на две области D1  и D2 без общих точек, и функция f(x,y) интегрируема в области D, то справедлива формула:
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Теорема 1. Если область D ограничена слева и справа вертикальными прямыми x=a, x=b, а снизу и сверху – кривыми 
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, причем  функции
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  на промежутке [a,b] (Рис.1), то 
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 (3)

Таким образом, вычисление двойных интегралов сводится к последовательному вычислению двух интегралов, сначала вычисляется интеграл по переменной y (x - параметр), а потом полученный результат интегрируется по  x , то есть двойной интеграл представим в виде повторных интегралов. 
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Рис.1.

Область D, как в теореме 1, называется правильной в направлении оси Oy. 

Пример 1.
Вычислить двойной интеграл: 
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 по области D, ограниченной линиями: 
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Решение. Согласно теореме 1 двойной интеграл 
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. Сначала вычислим интеграл по переменной y (x – параметр):
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Окончательно имеем
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Пример 2. Вычислить двойной интеграл 
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, где область D  ограничена линиями: 
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(рис. 2).
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Рис. 2. 
Решение. В силу теоремы 1 
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Заметим, что если кривая 
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) на промежутке [a,b]     задается различными аналитическими выражениями, например,
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то интеграл справа в (3) записывается в виде суммы двух интегралов 
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Пример 3. Вычислить двойной интеграл 
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, где область D  ограничена линиями: 
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Первое решение примера 3. Изобразим область D на плоскости (рис. 3).
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Рис. 3.

 Тогда 
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 и, если x меняется от 0 до 1, то 
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и по формуле (4), имеем 
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или
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Переменные x,y в двойном интеграле равноправны, то есть, если область D ограничена снизу и сверху горизонтальными прямыми y=c, y=d, а  слева и справа - кривыми 
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на промежутке [c,d]  (Рис.4), то
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Рис. 4.
Такая область называется правильной в направлении оси Ox.

Второе решение примера 3 . В этот раз воспользуемся формулой (5), тогда
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Рассмотрим ещё один пример применения формул (3) и (5) в зависимости от вида области D. 

Пример 4. Вычислить двойной интеграл 
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, когда область интегрирования D ограничена линиями y=2, y=x, y=1/x.

Решение. Построим область интегрирования D (рис.5). 
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Рис. 5.

Первое решение примера 4. По формуле (4) получаем 
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 или
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Второе решение примера 4.  Если же для вычисления данного интеграла применить формулу  (5), то 
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Теорема 2 (о замене переменных в двойном интеграле).
 
Пусть выполняются условия:


1) функции x=x(u,v) и y=y(u,v) таковы, что каждой точке с координатами (x, y) из области D соответствует единственная точка с координатами (u, v) из области D1 и наоборот;


2) функции x=x(u,v) и y=y(u,v) имеют непрерывные частные производные по переменным u и v в области D1;
 
3) функция z=f(x,y) определена и интегрируема в области D. 

Тогда справедлива формула:
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где
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- якобиан перехода от декартовых координат к криволинейным координатам.

Частным случаем криволинейных координат для двойного интеграла являются полярные координаты: 
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для которых якобиан равен 
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 и формула (6) примет вид:
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Пример 5. Перейдя к полярным координатам, вычислить интеграл: 
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 по области  D, заданной ограничениями  
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Решение.  Положим 
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и применим формулу (7). Так как  
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Областью интегрирования исходного интеграла  является четверть круга радиуса R=1 с центром в начале координат (рис. 6). Следовательно, в области D1 переменная 
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 изменяется от 0 до 1 и 
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. Таким образом, имеем:
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Рис. 6.
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Пример 6. Найти площадь фигуры, ограниченной линией, задаваемой уравнением: 
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Решение.  Площадь области S будет равна 
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, где область D ограничена  линией: 
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. Отметим, что при замене переменной x (y) на – x (-y)   уравнение линии не меняется, следовательно, область D будет симметричной относительно координатных осей. 

Перейдем к полярным координатам: 
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Подставив x,y в уравнение линии, получаем, что
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. Искомая область D представлена на рисунке 7. 
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Рис. 7.
Таким образом, 
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Примеры для самостоятельной работы.

Задание 1. Вычислить двойной интеграл 
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для функций
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 и областей D, перечисленных ниже.
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Задание 2.  

Вычислить двойной интеграл
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 для функций
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Задание 3. 

Вычислить в полярных координатах двойной интеграл
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для функций
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 и областей D, перечисленных ниже.
3.1. 
[image: image186.wmf](

)

3

22

(,)

fxyxy

=+

, D: 
[image: image187.wmf]22

19

xy

£+£

;

3.2. 
[image: image188.wmf]2

(,)

fxyy

=

, D: 
[image: image189.wmf]22

9,

xyyx

+=³

;

3.3. 
[image: image190.wmf](,)

fxyxy

=

, D: 
[image: image191.wmf](

)

22

16,3,0

xyyxx

+==³

;
3.4. 
[image: image192.wmf](,)2

fxyxy

=-

, D:
[image: image193.wmf](

)

22

9,3,0

xyyxy

+==³

;
3.5. 
[image: image194.wmf]2

(,)

fxyx

=

, D: 
[image: image195.wmf]22

1,

xyyx

+=£

;
3.6. 
[image: image196.wmf]22

(,)

fxyxy

=+

, D: 
[image: image197.wmf]22

0,0,9

xyxy

><+£

;
3.7. 
[image: image198.wmf]22

(,)

xy

fxye

+

=

, D: 
[image: image199.wmf]22

4,0

xyy

+£<

;
3.8. 
[image: image200.wmf]22

1

(,)

fxy

xy

=

+

, D: 
[image: image201.wmf]22

19,0

xyx

£+£>

; 
3.9. 
[image: image202.wmf]22

(,)ln()

fxyxy

=+

, D: 
[image: image203.wmf]22

14

xy

£+£

;
3.10. 
[image: image204.wmf](,)

fxyxy

=

, D: 
[image: image205.wmf](

)

2222

1,9,3,0

xyxyyxx

+=+=-=³

; 
3.11. 
[image: image206.wmf]22

(,)

x

fxy

xy

=

+

, D: 
[image: image207.wmf]22

49,0

xyy

£+£>

; 
3.12. 
[image: image208.wmf]22

(,)

xy

fxye

+

=

, D: 
[image: image209.wmf]22

4,0

xyx

+£<

;
3.13. 
[image: image210.wmf]22

1

(,)

1

fxy

xy

=

++

, D: 
[image: image211.wmf]22

19,0

xyx

£+£>

; 
3.14. 
[image: image212.wmf]22

(,)1

fxyxy

=--

, D: 
[image: image213.wmf]22

0,0,1

xyxy

><+£

;
3.15. 
[image: image214.wmf](,)

fxyx

=

, 
[image: image215.wmf](

)

2222

4,16,3,0

xyxyyxy

+=+==£


3.16. 
[image: image216.wmf](

)

22

(,)

xy

fxye

-+

=

, D: 
[image: image217.wmf]22

49,0

xyy

£+£³

;
3.17. 
[image: image218.wmf]22

(,)

y

fxy

xy

=

+

, D: 
[image: image219.wmf]22

14,

xyxy

£+£>

;
3.18. 
[image: image220.wmf]22

(,)4

fxyxy

=--

, D: 
[image: image221.wmf]22

,4

xyxy

>+£

;
3.19. 
[image: image222.wmf]22

1

(,)

4

fxy

xy

=

++

, D: 
[image: image223.wmf]22

5,0

xyy

+£>

;
Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. Сделать чертеж.
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