Глава I. Делимость в кольце целых чисел.

§ 1. Отношение делимости в Z, свойства. Деление с остатком.
1. Определение и основные свойства делимости. Во множестве натуральных чисел N определены операции сложения и умножения, но не всегда выполнены обратные им операции вычитания и деления. Чтобы операция вычитания всегда была выполнима, в математике вводят число 0 и целые отрицательные числа –1,-2,-3,… . Во множестве целых чисел Z определены операции сложения и умножения, и выполнима операция вычитания. Операции сложения и умножения целых чисел, как известно, ассоциативны, коммутативны и связаны дистрибутивным законом. Таким образом, множество целых чисел есть кольцо; его называют кольцом целых чисел.
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Определение. Если для целых чисел 
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          Приведем некоторые свойства отношения делимости целых чисел, вытекающие из определения.
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, отношение делимости сохраняется при изменении знака делимого и делителя, но не является симметричным, так как  
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Следствия. 1. 
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4. Если 
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            Приведем несколько задач, решение которых опирается на свойства отношения делимости в Z.

            Задача. Пусть 
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      2) так как А(n) = 
[image: image65.wmf],

31

11

40

)

31

11

(

31

11

38

31

11

2

2

2

n

n

n

n

n

n

n

n

×

×

+

-

=

×

×

+

+

 то на основании предыдущего имеем  А(n)
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4) индукцией по n получаем  
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       2. Деление с остатком. Важную роль в теории делимости целых чисел играет следующая теорема.

            Теорема 1. 
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 называют неполным частным, а 
[image: image76.wmf]r

 – остатком.

            Доказательство. Докажем сначала существование деления с остатком. Рассмотрим все случаи, которые здесь могут представиться.

1) 
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           Теперь докажем единственность деления с остатком. Пусть деление 
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 не единственно, то есть существуют два неполных частных 
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          Следствие. 
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          Примеры. При делении с остатком: 1)  28 на 6 получаем  
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          Из теоремы о делении с остатком вытекает, что каждое целое число 
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 может быть представлено:
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          Задача. Используя бином Ньютона, доказать, что если остатки при делении 
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 равны, то при любом натуральном 
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          Введенное понятие деление с остатком позволяет решать и задачи на делимость.

          Задача. Для натурального 
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          Тест для самоконтроля.
Укажите верные и неверные утверждения 
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1. Если 
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Образцы решения задач.
Задача 1. Доказать, что произведение 
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 последовательных натуральных чисел

 делится на 
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Решение. Так как число сочетаний 
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является натуральным числом, то произведение 
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 последовательных натуральных чисел  
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            По доказанному  
[image: image160.wmf])

1

(

)

1

(

)

1

(

2

-

=

+

-

n

n

n

n

n

 делится на 3! = 6, а так как 
[image: image161.wmf]6

6

M

n

 , то их сумма также делится на 6: 
[image: image162.wmf])

5

(

6

)

1

(

2

2

+

=

+

-

n

n

n

n

n

.

           Задача 2. Доказать, что
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           Решение. Доказательство проведем методом математической индукции.

1) Проверим справедливость утверждения при 
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3) Докажем, что при  
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Итак, 
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 при любом натуральном  
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            Задача 3. Доказать, что если 
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            Решение. I способ. Так как 
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II способ. Пусть  
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Отсюда, следует, что 
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            Задача 4. Доказать, что из 
[image: image188.wmf]n

 последовательных натуральных чисел только одно делится на 
[image: image189.wmf]n

.

            Решение. Пусть 
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              (1)
есть требуемая последовательность. Два числа из набора (1) одновременно на 
[image: image191.wmf]n

 делиться не могут, так как их разность меньше  
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 и, значит, на 
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 делиться не может. Пусть 
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[image: image202.wmf]n
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            Задача 5. Найти наибольшее целое число, дающее при делении на 17 частное 23.

            Решение. 
[image: image203.wmf]r
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будет  наибольшим при 
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[image: image207.wmf]407
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            Задача № 6. Найти делитель и остаток, если делимое и частное соответственно равны 25 и 3.

Решение. Получаем 
[image: image208.wmf]r

b

+

×

=

3

25

, где 
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Очевидно, что 
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 Так как 
[image: image213.wmf]b

 целое, то 
[image: image214.wmf]b

 равно 7 или 8. Соответственно r равно 4 или 1.

Упражнения.
№1. Доказать, что если 
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№2. Дробь 
[image: image220.wmf]b
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 сократима. Сократима ли дробь 
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№3. Докажите, что для любого целого n 
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Верно или неверно, что 
[image: image223.wmf]?
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(Г.В.Лейбниц предполагал, что 
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, где k – нечетное целое число, но 29-2=510 не делится на 9).

№4. Верно ли, что выражение

1) 
[image: image225.wmf]6
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 - является целым числом, для любого целого числа m;

2) 
[image: image226.wmf]24
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 - является целым числом, если a – четное целое число.

№5. Показать, что если целое число a не кратно 5, то
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2) Одно и только одно из чисел 
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3) 
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№6. Известно, что числа 
[image: image231.wmf]a

 и 
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делятся на 
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, а разность 
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Следует ли отсюда, что число 
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 делится на 
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№7. Доказать методом математической индукции, что для любого 
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3)  
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[image: image245.wmf].
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№8. При делении a на b получается частное q и ненулевой остаток r. На какое натуральное число n нужно умножить a, чтобы при делении на b частное увеличивалось в n раз?

№9. Пусть y – последняя цифра числа 2n. Тогда 
[image: image246.wmf].
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№10. Доказать, что из любых n целых чисел можно выбрать одно или несколько так, чтобы сумма выбранных чисел делилась на n.

№11. Доказать, что 
[image: image248.wmf],
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где k – нечетное число, делится на n.

№12. Найти частное и остаток от деления:

1)  10 на 10;                 5)  134 на –26;

2)  100 на 101;             6)  –134 на 26;

3)  –4 на 3;                   7)  –134 на (-26).

4)  134 на 26;

№ 13. Найти делитель и остаток, если делимое и частное соответственно равны 371 и 14.

№ 14. По делимому a и остатку r найти делители и соответствующие частные, если 

1)  а = 100, r = 6; 2) а = 148, r = 47.

№ 15. Разность двух целых чисел кратна 17, одно их них при делении на 17 дает остаток 2. Каков остаток при делении второго числа на 17?

№ 16. При делении чисел a, b, c на 15 получили соответственно остатки 4, 7, 10. Разделится ли произведение 
[image: image249.wmf]c

b

a

×

×

 на 15?

№ 17. Произведение 
[image: image250.wmf]c
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кратно 12. Причем при делении на 12 a и b дают соответственно остатки 3 и 5. Показать, что 
[image: image251.wmf]4

M
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.

№18. При делении на 2 число дает в остатке 1, а при делении на 3 остаток 2. Каков остаток это число дает при делении на 6?

№19. Найдите цифру x в числе 2x78, если известно, что это число делится на 17.

№20. Докажите, что если число a дает при делении на b остаток r, то (a-r) делится на b. Верно ли обратное?

№21. Известно, что число a дает при делении на 
[image: image252.wmf])
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  остаток r. Можно ли сказать, что a дает при делении на m остаток r? В каком случае это будет верно?

№22. Про натуральные числа a, b и c известно, что частное от деления a на b больше удвоенного остатка от деления a на b, а частное от деления b на c больше удвоенного остатка от деления b на c. Докажите, что частное от деления a на c больше удвоенного остатка от деления a на c.

№23. Докажите, что для любых целых a и b разной четности найдется такое целое c, что 
[image: image253.wmf]b
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№ 24. Доказать, что для 
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№ 25*. Доказать, что 
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г) 
[image: image260.wmf];
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[image: image261.wmf],
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 где m, n 
[image: image262.wmf]Î
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№ 26. Доказать, что для каждого натурального числа n существует такое натуральное число r, что каждый из членов бесконечной последовательности 
[image: image263.wmf],...
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 делится на n.

№ 27. Доказать, что существует бесконечно много нечетных чисел n, для которых ни при каком четном k ни одно из чисел бесконечной последовательности   
[image: image264.wmf],...
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 не делится на n.

№ 28*. Доказать, что для нечетных n имеем 
[image: image265.wmf].
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№ 29*. Доказать:

а) что каждое натуральное число имеет натуральных делителей вида 
[image: image266.wmf])
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[image: image267.wmf]);
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б) что существует бесконечно много натуральных чисел, имеющих натуральных делителей вида 
[image: image268.wmf])

1

4

(

+

×

k

 столько же, сколько и вида 
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в) что существует бесконечно много натуральных чисел, имеющих натуральных делителей вида 
[image: image270.wmf])
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№ 30. Числа 
[image: image272.wmf])

1

7

(

+

×

n

 и 
[image: image273.wmf])

3

8

(

+

×

n

 делятся на некоторое натуральное число 
[image: image274.wmf]1
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№ 31. Число 
[image: image276.wmf]b
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 делится на 61. Докажите, что 
[image: image277.wmf]b
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 тоже делится на 61 (a и b – целые числа).

№ 32. Найдите остатки от деления чисел:

а)  n на n-1 и на n-2;

б)  n2+n+1 на n+1 и на n+2;

в)  n4+1 на n+3 (n
[image: image278.wmf]³

80).

№ 33. Найдите все целые n, при которых будет целым число

а) 
[image: image279.wmf]1

1

2

-

+

n

n

; б) 
[image: image280.wmf].
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№ 34. Найти все трехзначные числа, такие, что                                                                         а) они при делении на сумму своих цифр, увеличенную на 1, дают в остатке 1;

б) число, записанное теми же цифрами в обратном порядке, обладают тем же свойством.
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