§ 5. Простые и составные числа.

Ранее рассматривались некоторые связи, отношения и операции между числами. Рассмотрим структуру самих чисел.

Определение 1.  Натуральное число 
[image: image1.wmf]¹

a

1 называется простым, если оно не имеет делителей, отличных от 1 и a , т.е.  оно имеет только два различных делителя 1 и a. 

Натуральное число a называют составным, если оно имеет делители, отличные от 1 и a, т.е. имеет более двух различных делителей.

Число 1 не является ни простым ни составным.

Примеры: простые – 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, …

                 составные – 4, 6, 8, 9, 10, …

Свойства простых чисел.  

10. Если произведение нескольких натуральных чисел делится на простое число p, то по крайней мере один из сомножителей делится на p.
Доказательство. 
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Предположим, что не существует i , что 
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 не делится на 
[image: image4.wmf]p

.

Противоречие.

20. Наименьший отличный от единицы делитель натурального числа 
[image: image5.wmf]1
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является простым числом.

Доказательство. Пусть 
[image: image6.wmf].
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 делится на 
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. Предположим, что 
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 - составное число
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf].
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 и 
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. Получили противоречие.

30. Наименьший отличный от единицы делитель составного числа не больше, чем 
[image: image14.wmf]a

.

Доказательство.  Пусть 
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 является делителем a, 
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Причем, 
[image: image17.wmf].

1

наим

q

a

³

, перемножая эти два выражения, получаем 
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]a
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Следствие.  1). Всякое составное число a имеет по крайней мере один простой делитель не более 
[image: image21.wmf]a

. 

2). Если положительное число 
[image: image22.wmf]1

¹

a

не делится ни на одно простое число, не более 
[image: image23.wmf]a

, то оно простое  (это позволяет определить простоту числа, простейший критерий на простоту).

Например:   137 – простое или составное?
11 < 
[image: image24.wmf]137

<13,   137 не делится на 2, на 3, на 5, на 7, на 11, т.е. 137 – простое число.

Теорема Евклида. Множество простых чисел бесконечно.

Доказательство. Предположим, что множество простых чисел конечное. Пусть оно состоит из простых чисел 
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. Рассмотрим натуральное число 
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. Поэтому оно или простое, или делится на простое число, отличное от 
[image: image28.wmf]i

p

, 
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. Отсюда следует, что существует по крайней мере одно простое число, отличное от 
[image: image30.wmf]i

p

, а это противоречит нашему предположению. Следовательно, наше предположение неправильное.

Как в ряде натуральных чисел выделить все простое числа?
Греческим математиком Эратосфеном (III в. до н.э.) был найден способ выделения простых чисел отрезка 1, 2, 3, 4, …, 
[image: image31.wmf]n

 натурального ряда путем вычеркивания числа 1, затем всех чисел, кратных числу 2 (кроме 2), затем всех чисел, кратных числу  3 (кроме 3) и т. д.

Таким образом надо вычеркнуть все числа, кратные простым числам: 
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Практические советы: 1). Каждое 
[image: image33.wmf]s
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-е число после 
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p

 (считается и уже зачеркнутое ранее) кратно 
[image: image35.wmf]s

p

 и подлежит зачеркиванию;

2). Дойдя до невычеркнутого простого числа, большего или равного 
[image: image36.wmf]n

, следует остановиться, т.к. все числа, оставшиеся невычеркнутыми, уже простые.

Простых чисел бесконечно много. Вместе с тем оказывается, что простые числа составляют лишь небольшую часть чисел натурального ряда.

Теорема.  (об интервалах). В натуральном ряду существуют сколь угодно длинные промежутки (интервалы), не содержащие ни одного простого числа.

Доказательство. Возьмем произвольное натуральное число 
[image: image37.wmf]n

 и составим такую последовательность натуральных чисел:
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 - составное. 

Сопоставление фактов, вытекающих из теоремы Евклида и теоремы об интервалах, свидетельствуют о ложном характере распределения простых чисел в натуральном ряду.

Докажем теперь теорему, которая играет фундаментальную роль как в теории делимости, так и во всей теории чисел.

Теорема. (основная теорема арифметики). Всякое натуральное число 
[image: image39.wmf]1
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 либо простое, либо может быть представлено, и притом единственным образом, в виде произведения простых чисел с точностью до порядка следования сомножителей.

Доказательство. Докажем сначала возможность записи натурального числа 
[image: image40.wmf]1
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 в виде произведения простых чисел.

При 
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 утверждение справедливо. Предположим, что для чисел, меньших 
[image: image42.wmf]n

, утверждение справедливо. Докажем для числа 
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.

Если  - простое, то утверждение доказано, если 
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 - составное, то 
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Следовательно, 
[image: image49.wmf]n

 записывается в виде произведения простых чисел. По принципу полной математической индукции, любое  натурального число можно записать в виде произведения простых чисел.

Докажем единственность. Для 
[image: image50.wmf]2
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 утверждение справедливо. Предположим, что для чисел меньших 
[image: image51.wmf]n

 утверждение справедливо и докажем, что оно имеет место для 
[image: image52.wmf]n

.

Пусть 
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Так как 
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Следовательно, в силу принципа математической индукции, утверждение справедливо для любого натурального числа.

Среди простых чисел в разложении числа могут встречаться одинаковые, тогда разложение можно записать так:


[image: image60.wmf]k

k

p

p

p

n

a

a

a

×

×

×

=

...

2

1

2

1

.   (2)

Эту запись называют каноническим разложением числа 
[image: image61.wmf]n

 на простые множители или каноническим представлением числа 
[image: image62.wmf]n

, причем такое представление единственно. Процесс представления чисел в каноническом виде называют факторизацией.

Из единственности канонического представления вытекает справедливость следующего утверждения.

Следствие. 1). Если 
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 - каноническое разложение числа 
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, то все делители этого числа имеют вид:
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2). Пусть 
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Пример 1. Выяснить простыми или составными являются числа:

а) 103;   б) 559.

Решение. а). Если число 103 – составное, то его наименьший простой делитель не должен превосходить 
[image: image77.wmf][

]

103

 = 10. Проверим делится ли 103 на простые числа не превосходящие 10:2, 3, 5,7. Число 103 ни на одно из указанных чисел не делится, следовательно, 103 – простое число.

б).  Имеем 
[image: image78.wmf][

]

559

 =23. Простые числа, не превосходящие 23: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23. Число 559 
[image: image79.wmf]M

 13, следовательно, 559 - составное число.

Пример 2. Найти все простые числа между числами 150 и 170.

Решение. Выпишем все простые числа этого промежутка: 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168, 169;

Вычеркнем числа, кратные простому числу p1 = 2: 151 – нечетное, поэтому вычеркиваем (подчеркиваем), 152 и далее каждое второе. Первое число в этой последовательности, делящееся на 3 – 153. Вычеркиваем 153 и далее каждое третье. Так как 
[image: image80.wmf][

]

169

=13, вычеркиваем числа, кратные простым 2, 3, 5, 7, 11, 13. Продолжаем процесс вычеркивания далее. Вычеркиваем 155 (т.к. 155 делится на 5) и далее каждое пятое. Число 151 при делении на 7 дает в остатке 4, поэтому 151 + 3 = 154 вычеркиваем (т.к. 154 делится на 7) и далее каждое седьмое. Аналогично: вычеркиваем 151 + 3 = 154 т.к. 154 делится на 11. И далее каждое одиннадцатое вычеркиваем, как кратное 11. Вычеркивание чисел, кратных простому  числу 13, следует начинать с 132 = 169 (меньших делящихся на 13, и невычеркнутых быть не может). Оставшиеся числа простые: 151, 157, 163, 167.

Пример 3. Найти значения простого числа p, если известно, что p+10 и p + 14 тоже простые числа.

Решение. Простыми числами, кроме 2 и 3, могут быть только числа вида 
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 (доказать!).

Если 
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Если 
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Таким образом, мы показали, что не существует простого числа 
[image: image86.wmf]3
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 такого, чтобы одновременно 
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 - тоже были простыми.

Возьмем 
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 - простые. Итак, мы нашли только одно значение 
[image: image95.wmf]3
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, удовлетворяющее условию.

Упражнения.

1. Является ли 1 простым числом? Составным числом?

2. Может ли простое число быть четным?

3. Может ли простое число делиться на другое простое число?

4. Исследунтмя вопрос: является ли простым число 1093? Уже проверено, что оно не делится ни на одно из чисел 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. Следует ли продолжить проверку? Почему?

5. Выяснить, простыми или систавными являются числа:

1) 101;  2) 1001;  3)  323;   4)  7469;   5)  919;   6)  1989.

6. Найти все простые числа между:  1) 20 и 100;   2)  200 и 220;   3) 2320 и 2350;  4)  2640 и 2680;  5)  1300 и 1350.

7 Доказать, что при натуральном 
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 число 1)  
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8. Доказать, что если 
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 - простое число, 
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9. Доказать, что если простое число 
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, то его квадрат при делении на 30 должен давать остаток, равный 1 или 19.

10. Доказать, что если 
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 и 
[image: image104.wmf]`

q

 - простые числа, больше 3, то 
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11. Доказать, что всякое простое число 
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 может быть представлено в виде 

1) 
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12. Доказать, что указанные числа одновременно простыми быть не могут:  

1)  
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13. Найти значение простого числа p, если известно, что 
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14. Доказать, что если 
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 - простое число, то и 
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 - простое число.

15. Найти точные значения:

1) 
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