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В гравитационном поле сферически-
симметричной звезды планета движется по плоской, 
вообще говоря, незамкнутой кривой. Если положить 

),cos( tax   ),(sin tby   то орбита замкнется при 
равенстве частот   и окажется эллипсом*. В 
противном случае траектория представляется фигу-
рой Лиссажу, чем-то вроде вращающегося эллипса. 
Уравнение орбиты при этом выражается двояко-
периодической функцией.  

Согласно 1-му закону И.Кеплера орбитой пла-
неты является неподвижный эллипс — его периастр 
(точка орбиты, ближайшая к звезде) после полного 
оборота** остается на том же месте. Однако в 1859 г. 
французский ученый У.Леверье [1] обнаружил, что 
орбита Меркурия медленно (около 40 угловых секунд 
за 100 лет) поворачивается, причем влиянием осталь-
ных тел Солнечной системы этот поворот объяснить 
невозможно. Вскоре выяснилось, что этот эффект 
присущ всем планетам, но особенно он заметен у 
внутренних, близких к Солнцу планет.  

Объяснение пришлось ждать более полувека: в 
1915 г. А.Эйнштейн показал [2], что созданная им 
теория тяготения (известная сегодня как общая тео-
рия относительности, ОТО) без дополнительных ги-
потез объясняет эффект Леверье. Великий математик 
Д.Гильберт тут же написал Эйнштейну «Я не могу 
так быстро вычислять!» — он, видимо, забыл, что 
адресат думал и работал над ОТО долгих 10 лет после 
создания специальной теории относительности 
(СТО). 

В качестве уравнения движения ОТО предла-
гает принцип геодезической, кратчайшей линии в 
пространстве-времени. То, что это предложение — 
гипотеза, которая не противоречит уравнениям Эйн-
штейна (определяющим геометрию Мира), было ус-

                                                        
* Это произойдет также в случае соизмеримых частот. 
** В данном случае это перигелий, ведь нашу звезду, 

Солнце, греки называли Гелиос. 

тановлено (в первом приближении) группой Эйн-
штейна [3] и независимо от нее акад. Фоком В.А. [4] 
и Петровой Н.М. [5] (во втором приближении). Дру-
гой путь — использование гамильтонова метода — 
был предложен Л.Ландау и Е.Лифшицем [6]. Во всeх 
этих работах гравитация считалась слабой. Хотя все 
исследователи, включая Эйнштейна, согласно счита-
ли траекторию эллиптической кривой, но только 
С.Вейнберг выписал интегральное уравнение орбиты 
[7], одако и он вместо точного решения перешёл к 
приближениям, как и все коллеги.  

Мы получим формулу орбиты и сдвиг периа-
стра с помощью функции действия S(r,;t). Согласно 
гамильтоновой механике, уравнение траектории име-
ет вид  = S/L ( — угол, L — момент). Ввиду сим-
метрии по  и t эти переменные входят в действие 
линейно:   .rSdrLEtS  Производную 

rS   (т. е. импульс pr) определяет уравнение Га-

мильтона—Якоби .2mppg 
  В явном виде оно 

гласит   
 ,)()()( 2222 mpgpgpg r

rr
t

tt  
  (1) 

причем метрические коэффициенты g  центрально-
симметричного гравитационного поля задаются фор-
мулами К.Шварцшильда 
 .  ;1)( 21   rgrRegg ttrr  (2) 

Здесь 22 cGMR   — гравитационный радиус 
центральной звезды. Следует подчеркнуть, что кроме 
массы звезды М и мировых констант (постоянной 
тяготения G и скорости света с) никаких других па-
раметров ОТО не вводит. Именно это я имел в виду, 
говоря «без дополнительных гипотез».  

Подставив в (1) Et
Spt 

  и ,LSp 


  

найдем 
.)()( 222υ2υ222υ2υ2   rLmeEerLmeEepr  (3) 

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 
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Таким образом, уравнение орбиты принимает 
вид 

 )( 222υ2υ  

  rLmeEedrL  (4) 

и после дифференцирования под знаком интеграла 
приводится к  

  









2223222υ2

2

)1()( vvv
dv

rLmeE
Ldrr    (5) 

(сделана очевидная замена vr
R   и введены два без-

размерных параметра mRL  и mE ) 
Этот интеграл можно выразить через эллипти-

ческую функцию Вейерштрасса ),(z  если предвари-

тельно положить 3
1 tv  и получить под корнем 

batt 3 . Подстановка ),(  zt  приводит этот 

полином к   ,2)( 2z  а так как ,)( dzzdv   то .2z  
Таким образом, 

 .3
1,2 





 r

R  (6) 

Функция )(z  имеет два периода: веществен-
ный 2 и мнимый 2. Поэтому вещественная функ-
ция )(r  имеет период .))((44 21

31
 eeK  

Здесь )(K  — полный эллиптический интеграл 

1-го рода (с модулем ), равный ,1;2
1,2

1
2 





  F  или 

приближенно .412 




   Константы  и 13e  найдены 

в Приложении и равны 

R2  и )3(21 


 R  ( — экс-

центриситет, ab 22  — фокальный параметр кепле-
рова эллипса).  

В 1-м порядке по  





 



  )3(214124 R  

 






 





 RRR 32)3(2212  (7) 

сдвиг периастра равен*** 

 .3


 R  (8) 

В Солнечной системе наибольший эффект на-
блюдается у Меркурия, чей параметр  наименьший. 

Гравитационный радиус Солнца 953,22
2 

c
GMR  км, 

фокальный параметр орбиты Меркурия =55,46106 км. 
За один оборот  = 0,1034, но за 100 лет он делает 415 
оборотов, и сдвиг достигает величины 42,91. Наблю-
даемая величина сдвига равна наб = 43,110,45. Раз-
ность между теоретической и наблюдаемой величиной 
равна 1/2 стандартной ошибки.  

Следует, однако, иметь в виду, что наблюдения 
орбит двойных пульсаров PSR B1913 и PSR J0737 

                                                        
***Эйнштейн [3] записывал эту формулу как .1223 )1()(24  cTa  

показали, что сдвиг их периастров выражается не в 
секундах, а в градусах дуги, соответственно 4,2° и 17° 

за год, что в тысячи раз больше эйнштейновской ве-
личины. Впечатляет также недавно опубликованный 
результат 30-летних наблюдений за звездой S2 в со-
звездии Стрельца, чей сдвиг равен 12,1’ за оборот 
(более 7000 меркурианских).  

В этих условиях необходимо пользоваться уже 
не приближенной формулой (8), а точным выражени-
ем .4 13eK  

Приложение. Корни полинома Р(v)  

Как видно из уравнения (7), все три корня ak 
пропорциональны R = 2,95 км, тогда как размер пла-
нетных орбит – миллионы километров. Это значит, 
что корни малы, и мы можем для их определения 
воспользоваться ньютоновым приближением: наи-

меньший корень равен );1(3  R
ca

Re  средний 

)1(2 


 Re  и старший .211  Re  Разности: 

 Re 223  и ).3(113 


 Re  С точностью : 

 R
e
e 2
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23  и ).3(2113 


 Re  
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