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Пусть классическая система с n степенями сво-
боды описывается функцией Гамильтона, которая 
может быть представлена в следующем виде 
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ν  — частоты. 
Метод нормализации состоит в выполнении 

последовательности канонических преобразований 
   ,ηξ,, pq  таких, что в новых переменных 
   ηξ,, GpqH   функция  ηξ,G  имела бы более 

простой вид. В частности, формально это означает, 
что выполняется условие 
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Есть оператор нормальной формы, который 
можно записать через скобку Пуассона как 
       ,2HD . 

Необходимая для таких канонических преобра-
зований производящая функция может быть выбрана 
в виде 
     ,η,ηη, qWqqF s  (3) 

где   η,qW s  представляет собой однородный по-
лином степени s по n-мерным переменным  η,q . 
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Взаимосвязь между старыми и новыми кано-
ническими переменными определяется уравнениями 
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Разлагая гамильтонианы    ,,, GpqH  в ряд 
Тейлора вблизи точек h и q и приравнивая члены с 
одинаковыми степенями, получаем основное уравне-
ние 
         ,,,  qHqGqDW sss  (5) 

из которого следует найти две величины   ,qW s  и 
  ,qG s  при известной величине   ,qH s . Можно 

сразу же заметить, что нормальная форма для 
  pqH ,2  равна     /2ηξωηξ, 2
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решение основного уравнения (5) надо находить для 
max,4,3 Ss  . 

Для решения основного уравнения (5) времен-
но переходим к промежуточным каноническим пере-
менным  :, yx  
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В этих переменных основное уравнение (5) за-
пишем в виде 
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при этом оператор нормальной формы (2б) будет ра-
вен 
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Линейный оператор D
~

 определен в функцио-
нальном пространстве всех однородных полиномов 
степени s от 2n переменных  yx, . Размерность этого 
пространства определяется формулой 
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Мономы вида   mlsyx mls   ,  образуют в нем 
базис. Эти мономы являются собственными функ-
циями оператора нормальной формы D

~
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Тогда решение основного уравнения (7) можно 
записать в виде  
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Так как известный моном   yxH s ,  может быть 
представлен в виде суммы двух мономов 
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sND  то из основного 
уравнения получаем нормальную форму 
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~~

  и алгебраическое уравнение для 

производящего монома   yxW s ,  при условии, что 
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lm  Совершая обратные преобразова-

ния от переменных  yx,  к переменным  , , на-
ходим нормальную форму и производящую функ-
цию. Биркгоф изучал нормальную форму для несо-
измеримых частот (случай   0  lm ) [1], а Гус-
тавсон распространил этот метод нормализации на 
случай соизмеримых частот [2]. Поэтому получен-
ная таким образом нормальная форма в литературе 
часто называется нормальной формой Биркгофа—
Густавсона.  

Однако выполнение процедуры по изложен-
ной выше схеме требует крайне трудоемких вычис-
лений. К примеру, количество однородных полино-
мов   mlsyx mls   ,  при s = smax = 10 для систем 
с двумя степенями свободы равно M = 286, а для 
трех степеней свободы это число равно M = 3003. 
Поэтому желательно процедуру нормализации вы-
полнять с помощью современных вычислительных 
машин. Первые такие вычисления были проведены 
Густавсоном, который составил программу на 
FORTRAN и вычислил нормальную форму вместе с 
приближенным интегралом движения для гамильто-
новой системы Хенона—Хейлеса [3]. Многими ав-
торами были разработаны различные варианты по-
лучения нормальной формы, обзоры которых изло-
жены, например, в работах [4-7]. 

Пусть дана классическая функция Гамильтона, 
описывающая ангармонический осциллятор с нели-
нейностью четвертой степени, которая описывает 
гамильтонову систему с одной степенью свободы. 

Пример 1. 

     ,α2
1, 422 qqppqH   (1.1) 

 — произвольный параметр. 
Согласно описанной выше схеме нормализации 

с помощью компьютерной программы символьных 
вычислений [8] для функции Гамильтона (1.1) была 
вычислена ее нормальная форма до степени Smax = 10 
в виде 
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Нормальную форму (1.2) для дальнейшего 
удобно представить в новых комплексно сопряжен-
ных классических переменных: 
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1
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2
1

 iz  (1.3) 

Тогда классическая нормальная форма запи-
шется в виде 
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Для получения квантового аналога классиче-
ской нормальной формы (1.4) используем правило 
соответствия Вейля—Маккоя [9,10], согласно кото-
рому каждому моному mn zz   сопоставляется опреде-
ленное дифференциальное выражение  
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Тогда классической нормальной форме (1.4) 
будет соответствовать ее квантовый аналог в виде 
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Квантовая нормальная форма (1.7) представля-

ет приближенно уравнение Шредингера для началь-
ного классического гамильтониана (1.1). Задача на 
собственные значения     E12

ˆ  легко решает-
ся. В результате получаем энергетический спектр для 
ангармонического осциллятора (1.1): 
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В табл.1 приведены значения уровней энергии 
ES, вычисленные нами по полученной формуле (1.8), и 
их значения, которые получены прямым численным 
решением соответствующего уравнения Шредингера. 

 
Таблица 1 

Сравнение уровней энергии 2ES, вычисленных  
по формуле (1.8), с их значениями, полученными  
прямым численным решением соответствующего 

уравнения Шредингера [11] 

 = 0,001 
n ES EQ ,% 
0 1,000748414 1,000748692 0,000027 
1 3,003738922 3,003739748 0,000027 
2 5,009710511 5,009711872 0,000027 
3 7,018650709 7,018652592 0,000027 
4 9,030547175 9,030549566 0,000027 
5 11,04538770 11,04539058 0,000026 
6 13,06316020 13,06316357 0,000026 
7 15,08385274 15,08385658 0,000025 
8 17,10745349 17,10745779 0,000025 
9 19,13395074 19,13395549 0,000025 

10 21,1633329 21,16333810 0,000024 
 
Из таблицы видно, что значения энергий, вы-

численных по формуле (1.8), находятся в хорошем 
согласии с результатами работы [11] (величина ,% 
означает относительную ошибку). Если же величина 
параметра равна  = 0,001, то относительная ошибка 
для первых пяти уровней изменяется в пределах от 
 = 0,0024 до  = 0,0008. Таким образом, квантование 
при помощи нормальных форм с применением пра-
вила квантования Вейля—Маккоя приводит к доста-
точно точному вычислению энергетического спектра 
для классического ангармонического осциллятора с 
четвертой степенью нелинейности. 

Ниже изложим схему получения нормальной 
формы, которая удобна для проведения квантования 
двумерных гамильтоновых систем с равными часто-
тами [7], т. е. имеющих вид 

   ., 21
2
2

2
2

2
1

2
1 qqVqpqpH   

Квантование таких классической системы 
можно эффективно выполнить, если нормализацию 
провести в следующих канонически сопряженных 
переменных  PQ,  [7]: 

       

       ,22
1 ,22

1

,22
1 ,22

1

1122211221

1122211221

ipqiipqPipqiipqP

ipqiipqQipqiipqQ




(15) 

в которых оператор нормальной формы изначально 
является диагональным. Заметим, что эти преобразо-
вания являются каноническими с валентностью, рав-
ной мнимой единице. 

В этом случае нормализация выполняется ка-
ноническим преобразованием при помощи произво-
дящей функции 
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     ,,,
max

3
2211 




S

S

S PQWPQPQPQF    (16а) 

 ,),( 2121
2121

)( mmllS PPQQPQW   .2121 mmlls     (16б) 
Нормальная форма  PQG ,  также ищется в виде 

суммы однородных мономов по переменным  PQ, . 
Из-за предварительного канонического преобразования 
(15) оператор нормальной формы принимает диаго-
нальный вид и мономы  PQW S ,)(  будут его собствен-
ными, что упрощает процедуру нормализации. 

Пример 2. Пусть двумерная классическая 
функция Гамильтона имеет вид 
     ,,,,,,2 qpdcbVpqHH    (2.1а) 

      ,2/, 2
2

2
2

2
1

2
1

2 qpqppqH    (2.1б) 

      .3/1,,,,
22

2
2
1

2
2

2
1

3
22

2
1 qqdqcqqqqbqpdcbV  (2.1в) 

Классическая динамика этой системы исследо-
вана в работе [12]. 

При произвольных значениях параметров 
классическое движение является хаотическим. Одна-
ко было найдено, что для трех наборов ее параметров 
система является интегрируемой: 
1) ;0,0,4  cbdc  2) ;0,0  dcb  3) ,0,2,0  ddcb  
и классическое движение имеет регулярный характер. 

Для этой системы процедура нормализации бы-
ла выполнена при помощи компьютерной программы 
[8] и до степени ,6max S  в частности, получена нор-
мальная форма    2121621216 ,,,,,,,,, PPQQdcbGPPQQG   
в виде: 

 

   

   

   

  

  

   











2
1221122165

2
1221221164

2
2211122163

3
122162

2
221161

2
221143

2
122142

2
221141221121216 (,,,

PQPQPQPQC

PQPQPQPQC

PQPQPQPQC

PQPQCPQPQC

PQPQCPQPQC

PQPQCPQPQiPPQQG

 

    .2
2211221166 PQPQPQPQC    (17) 

,12/52/3 2
41 bdC   ,8/312/52/5 22

42 cbbC   
,8/2/43 cdC 

,4/1736/1336/173432/235 2224
61 dcbdbbC   

,18/9/2 22
62 cbbdbC   ,36/119/11 22

65 cbdbC   

,36/119/11 22
63 cbdbC   

,8/17144/23572/19936/27764/17 4222
64 cdbcbdbcC   

.144/36/64/2/4/9 2222
66 cbdbccddC   
Нормальную форму (17) представим в удобном 

виде для последующего квантования 
         ,,,, 642

21216 GGGiPPQQG    (18) 
  ,2211
2 PQPQG   

        
    

        ,2

2

2
222211

2
1143

2
1

2
2

2
2

2
1221142

2
222211

2
1141

4

PQPQPQPQC

PQPQPQPQC

PQPQPQPQCG







 

       
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       

     
         .22
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3

3

1112222222211
2
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2
1112

2
22212

2
11163

111222222111

3
1

3
2

2
2

2
1

3
2

3
162

3
22

2
2211

22
2

11
3

1161
6

PQPPQQPQPPQQPPQQ

PQPQPQPQPPQQC

PQPPQQPQPPQQ
PQPQPQCPQPQPQ

PQPQPQCG










 

Для получения квантового аналога 6Ĝ  класси-
ческой нормальной формы  21216 ,,, PPQQG  нужно 
величинам    2121 ,,, PPPQQQ   сопоставить кванто-

вые операторы ,ˆ,ˆ PQ  построенные согласно соотно-
шениям (15), в которых классические величины заме-
нены их квантовыми операторами, в частности 

  .ˆ,ˆ,ˆ,/ˆ   ipqqqqqipp  Тогда 

коммутатор   .ˆ,ˆ
 PQ  

Критический обзор различных правил кванто-
вания проведен в монографии [13]. 

В связи с тем, что классическая нормальная 
форма содержит произведения типа     ,nm PQ    то 
для получения квантового аналога воспользуемся 
двумя известными правилами сопоставления класси-
ческим переменным их квантовых операторов: пра-
вило квантования Борна—Йордана [14] и правило 
квантования Вейля—Маккоя [9,10]. 

   ,ˆˆˆ
1

1

0







n

k

kmknmnnm pqpnqppqBJ   (BJ) 

     .ˆˆˆ
!!

!
2
1

0








n

k

kmkn
n

mnnm pqpknk
nqppqWMc (WMc) 

Согласно этим правилам были вычислены 
квантовые аналоги классической нормальной формы 

BJG6
ˆ  и WMcG6

ˆ . К примеру, можно получить следую-
щие соотношения 

    ,2/1ˆˆ   PQPQBJ         ,2/3ˆˆˆˆ 22   PQPQPQBJ  

         ,2/3ˆˆ4/15ˆˆ4/7ˆˆ 233   PQPQPQPQBJ  

    ,2/1ˆˆ   PQPQWMc   

        ,2/1ˆˆˆˆ 22   PQPQPQWMc   (19) 

         4/3ˆˆ2ˆˆ2/3ˆˆ 233   PQPQPQPQWMc  и т.д. 
Тогда для классической нормальной формы 

(18)  получим квантовые аналоги: 

 

 
   

 

     
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2
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2211221142
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
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 






 
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 (20) 
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2211221142
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22114122116
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
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


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
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
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PQPQPQPQPQPQC

PQPQPQPQPQPQC

PQPQPQPQC

PQPQC

PQPQPQPQC

PQPQCPQPQGWMc

(21) 

Введем следующий ортонормированный базис 
векторов 

 

,00,0ˆ0,0ˆ

,ˆˆ!2!2,

21

12

2/1







 





 


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
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 




 






 

PP

QQLNLNLN
LNLN

  (22) 

где ,2,1,0N  — главное квантовое число, L — ор-
битальное квантовое число, принимающее для данно-
го N значения ,),4(),2(,  NNNL  для кото-
рых имеются соотношения  

  ,,2/,ˆˆ
111 LNLNLNPQ    LNLNLNPQ ,2/,ˆˆ

122  (23) 
Заметим, что базисные векторы LN,  в поляр-

ных переменных LNr ,,  представляют вырожден-
ную гипергеометрическую функцию. 

Эти соотношения позволяют найти собственные 
значения квантовых аналогов нормальных форм BJG6

ˆ  

и WMcĜ , тем самым получить формулы для энергети-
ческих спектров BJ

NLE , WMc
NLE  заданного гамильтониана 

(2.1). Эти формулы имеют следующий вид: 
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   

 
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(24) 
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  (25) 

К сожалению, расчетов энергетического спектра 
для системы (2.1) в литературе нет даже в случае ее 
интегрируемости при dc 4 . Однако такие квантовые 
расчеты имеются в двух других случаях, для которых 
классическая система (2.1) является интегрируемой. 
Ниже для этих двух случаев представим результаты 
наших расчетов и проведем сравнения с имеющимися 
в литературе результатами других авторов. 

Тем не менее, приведем результаты расчетов 
по формулам (24) и (25) при dc 4  для сравнения 
предсказаний спектра по двум правилам квантования. 

Таблица 2 
Сравнение нижних уровней энергии, полученных  

при квантовании классической нормальной формы  
по правилам Вейля-Маккоя и Борна-Йордана при 

значениях параметров  dcdcb 4 ,005,0 ,02,0 ,0   

№ LNE ,  WMc
NLE  BJ

NLE  WMc
NL

BJ
NL EE   

1. 0,0E  1,015 1,028 0,013 

2. 1,1E  2,045 2,055 0,010 
3. 2,2 E  3,089 3,095 0,006 

4. 0,2E  3,106 3,108 0,002 

5. 3,3 E  4,147 4,147 0,000 

6. 1,3 E  4,183 4,172 –0,010 
7. 4,4 E  5,219 5,212 –0,007 

8. 2,4 E  5,273 5,247 –0,026 

9. 0,4E  5,291 5,259 0,018 
 
Для двух других случаев интегрируемости сис-

темы (2.1) формулы энергетических спектров имеют 
следующий вид: 

2) при параметрах 0 ,0  dcb  

    23222 134/1742/132/31 NNdLNNdNEBJ
NL  

 ;2/574/922/75 22  NLLN   (26) 

  22/132/31 22 LNNdNEWMc
NL  

 ;2/214/94/9194/514/17 22232  NLLNNNd  (27) 
3) при параметрах 0 ,2 ,0  ddcb  
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NL
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 ,32/56132/51128/187 22  NLL   (28) 

 
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

NNNd

LNNdNEWMc
NL

16/39132/56132/187

2/38/34/98/91
232

22

 

 .4/5132/15332/153 22  NLL   (29) 
 

Таблица 3 
Сравнение уровней энергий, полученных по формулам 
(26), (27), с их значениями из работы [11] при d = 0,0005 

№ LNE ,2  BJ
NLE  WMc

NLE  Из работы [11] 

1. 0,02E  2,002 2,001493 2,0014973853462 

2. 1,12 E  4,006 400447 4,0044884408418 

3. 2,22 E  6,010 6,009 6,0104605654612 

4. 0,22E  6,012 6,010 6,0074794963374 
5. 3,32 E  8,016 8,015 8,0194012847306 

6. 1,32 E  8,019 8,018 8,0134516209568 

7. 4,42 E  10,024 10,022 10,0312982587478 

8. 2,42 E  10,028 10,027 10,0223923402262 
9. 0,42E  10,030 10,028 10,0194237455762 

10. 5,52 E  12,033 12,031 12,0461392708521 
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Таблица 4 
Сравнение уровней энергий, полученных  

по формулам (28), (29), с их значениями  
из работы [15] при 000005,0 ,2 ,0  ddcb  

№ LNE ,2  BJ
NLE  WMc

NLE  Из работы [15] 

1. 0,02E  2,00004 2,0000199995 2,00009999550022 

2. 1,12 E  4,00008 4,0000599979 4,000059998050135 
3. 2,22 E  6,00014 6,0001199946 6,000119994900454 

4. 0,22E  6,00016 6,0001399946 6,000139993550605 

5. 3,32 E  82,0002 8,0001999892 — 

6. 1,32 E  8,00026 8,0002399856 8,000239985901665 
7. 4,42 E  10,00032 10,0002999808 — 

8. 2,42 E  10,00038 10,0003599741 10,00035997450361 

9. 0,42E  1000040 10,000379971 10,00037997225402 

10. 5,52 E  12,00044 12000419969 — 
11. 3,52 E  12,00052 12,000499958 — 

12. 1,52 E  12,00056 12,0005399529 12,00053995335796 

13. 6,62 E  14,00058 14,000559953 — 

14. 4,62 E  14,00068 14,000659937 — 
15. 2,62 E  14,00074 14000719928 14,00071992861387 

16. 0,62E  1400076 14,000739925 — 
 

Таким образом, если классическая функция 
Гамильтона задана или приведена к виду (1), то при 
помощи процедуры нормализации с последующим ее 
квантованием возможно получить приближенные 
аналитические формулы для энергетического спектра 
с удовлетворительной точностью. Но при этом жела-
тельно из-за большого объема простых вычислений 
использовать известные компьютерные системы ал-
гебраических преобразований, например, REDUCE, 
MAPLE и др. 
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