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1 Матрицы и определители

1.1 Понятие матрицы

Определение. Матрицей порядка  
[image: image1.wmf]n

m

´

  называется прямоугольная таблица, содержащая  m  строк и  n  столбцов.

В случае  
[image: image2.wmf]n

m
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  матрица называется квадратной порядка  n.
Матрицы обозначают большими латинскими буквами  А, В, С  и по определению
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Часто для краткости используют следующее обозначение
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Определение. Числа  
[image: image5.wmf]j
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, входящие в состав данной матрицы, называются ее элементами.
В записи  
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  первый индекс  i  означает номер строки, а второй индекс  j – номер столбца, на пересечении которых стоит элемент  
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В случае квадратной матрицы  
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                                                (1.1)
вводятся понятия главной и побочной диагоналей. Главной диагональю квадратной матрицы  (1.1)  называется диагональ, на которой расположены элементы  
[image: image9.wmf]nn
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, то есть диагональ, идущая из левого верхнего угла этой матрицы в правый нижний ее угол. Побочной диагональю квадратной матрицы  (1.1)  называется диагональ, на которой расположены элементы  
[image: image10.wmf]n

n

n

a

a

a

1

2

1

,

1

...,

,

-

, то есть диагональ, идущая из левого нижнего угла в правый верхний угол.
Определение.  Квадратная матрица, у которой все элементы на главной диагонали равны единице, а остальные элементы равны нулю, называется единичной матрицей. Единичную матрицу принято обозначать через  Е, то есть
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Определение.  Матрица называется нулевой и обозначается 
[image: image12.wmf]O

, если все её элементы равны нулю. 
1.2 Действия над  матрицами
Определение.  Две матрицы называются равными, если у этих матриц совпадает число строк, число столбцов и равны элементы, стоящие на пересечении одинаковых по номерам строк и столбцов.   

Определение.  Суммой двух  матриц  
[image: image13.wmf](
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, имеющих одинаковые порядки  
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, называется матрица  
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  того же порядка  
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, элементы которой равны суммам соответствующих элементов складываемых матриц:  
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Для обозначения суммы двух матриц используется запись  
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По определению
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]=
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[image: image22.wmf]÷
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Для действия сложения матриц имеет место:
1) переместительный закон:  
[image: image23.wmf]А
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2) сочетательный закон:  
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В справедливости утверждений легко убедиться, применив определение суммы матриц к левой и правой частям равенств.

Также несложно проверить, что A+0=A
Определение.  Произведением матрицы  
[image: image25.wmf](
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  порядка  
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  на вещественное число  
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  называется матрица  С=(cij) порядка  
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m

´

, элементы которой равны произведению соответствующих элементов матрицы  А  на число  
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. По определению
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Для обозначения произведения матрицы  А  на число  
[image: image31.wmf]l

  используется запись  
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  или  
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. В двух указанных обозначениях не надо усматривать свойство перестановочности, это разные записи одного и того же.

Для действия умножения матрицы на число имеет место:
1) сочетательный закон относительно числового множителя  
[image: image34.wmf](
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2) распределительный закон относительно суммы матриц  
[image: image35.wmf](
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3) распределительный закон относительно суммы чисел  
[image: image36.wmf](
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В справедливости этих утверждений несложно убедиться, применив определение произведения матрицы на число к левой и правой частям доказываемых равенств.

Определение.  Разностью двух матриц  
[image: image37.wmf](
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, имеющих одинаковые порядки  
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, называется матрица  
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 этого же порядка  
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, элементы которой равны разности соответствующих элементов матриц  А  и  В:  
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Для обозначения разности матриц  А  и  В  используется запись  
[image: image43.wmf]С
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. Легко проверить, что согласно определению разности матриц  
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Определение.  Произведением матрицы  
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  на матрицу  
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  называется матрица  
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то есть элемент  
[image: image52.wmf]ij
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, стоящий на пересечении  i – й строки и  j – го столбца матрицы  С, равен сумме попарных произведений соответствующих элементов   i – й строки матрицы A и  j – го столбца матрицы  В. 
Например, для произведения квадратных матриц второго порядка имеем
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Произведение матрицы А  на матрицу  В  обозначают  
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Обращаем внимание, что понятие произведения вводится лишь по отношению к таким матрицам  А  и  В, которые удовлетворяют условию: число столбцов в первом сомножителе  А  равно числу строк во втором сомножителе  В.

Для действия умножения матриц имеет место:
1) сочетательный закон  
[image: image56.wmf](
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Доказательство.  Рассмотрим матрицы  
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. Тогда, согласно определению произведения матриц:  
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Из правил арифметических действий с числами непосредственно следует, что  
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2) распределительный закон  
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, при этом для того, чтобы имело место первое из указанных соотношений, необходимо, чтобы порядки матриц  А, В, С были соответственно равны   
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, где  m,  n,  p  могут быть любыми натуральными числами. Для того, чтобы имело место второе из указанных соотношений, необходимо, чтобы порядки матриц  А, В, С были соответственно равны  
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Доказательство справедливости распределительного закона аналогично доказательству сочетательного закона. Предлагаем провести его самостоятельно.
 Далее, согласно определению единичной матрицы, имеем AE=EA=A (когда эти произведения определены).

Произведение матриц  А  и  В, разумеется таких, для которых определены 
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, не обладает свойством перестановочности, то есть в зависимости от матриц  А  и  В либо  
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Например, если  
[image: image76.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

0

1

0

A

  и  
[image: image77.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

1

0

0

B

, то  
[image: image78.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

0

0

1

AB

, а 
[image: image79.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

0

0

0

BA

, то есть  
[image: image80.wmf]A

B

B

A

×

¹

×

.
Если же 
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Для  
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Примеры действий над матрицами.
По определению:

1. 
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2. 
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3. 
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4. 
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5. 
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Примеры для самостоятельной работы.

Проверить справедливость приведенных равенств.
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Примеры для контрольной работы.
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1.3 Понятие определителя второго и третьего порядка
Определение.  Определителем второго порядка, соответствующим квадратной матрице  
[image: image159.wmf]÷
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  второго порядка, называется число, которое обозначается  
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Примеры.

1. 
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Рассмотрим матрицу третьего порядка
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Определение.  Определителем третьего порядка, соответствующим матрице  А, называется число, которое обозначается  
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или  
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 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf]33
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Строки и столбцы матрицы  А  называют строками и столбцами определителя, а элементы матрицы  А – элементами определителя.
Для запоминания определителя  (1.2) можно указать следующее правило. Первые три слагаемые, стоящие в правой части определителя  (1.2)  со знаком плюс, представляют собой произведение элементов определителя, взятых по три так, как указано на схеме  I. 
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Схема I
Последние три слагаемые, стоящие со знаком минус, представляют собой произведение элементов, взятых по три так, как указано на схеме  II.
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        Схема II
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  (I)                                               
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  (II)

Наряду с обозначением  
[image: image173.wmf]A
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 используется также обозначение  
[image: image174.wmf]D

.
Примеры.

1. По определению определителя:
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 Свойства определителя третьего порядка

1. При замене всех строк на столбцы с теми же номерами определитель не меняет своего значения, то есть
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В справедливости утверждения можно убедиться, применив понятие определителя к левой и правой частям доказываемого равенства.
2. Перестановка двух строк (столбцов) определителя равносильна его умножению на число  (-1), то есть при перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет знак. Например, 
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В справедливости утверждения можно убедиться, применив определение определителя к левой и правой частям доказываемого равенства.

3. Если определитель имеет две одинаковые строки (столбца), то он равен нулю.
Доказательство.  При перестановке двух одинаковых строк (столбцов) определитель сохранит свой вид и потому не изменит своего значения. Согласно свойству  2, определитель при этом изменит знак. 

Из того факта, что, во-первых, определитель не изменит своего значения и, во-вторых,  определитель изменит знак, следует, что 
[image: image179.wmf]A
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. И потому, действительно


[image: image180.wmf]0
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                                                        (1.3)

В этом также можно убедиться, применив определение понятия определителя к левой  части доказываемого равенства (1.3).

4. Умножение всех элементов некоторой строки (столбца) определителя на число  
[image: image181.wmf]l

  равносильно умножению определителя на это число  
[image: image182.wmf]l

, то есть общий множитель всех элементов строки (столбца) можно выносить за знак определителя. Например,
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В справедливости утверждения можно убедиться, применив определение определителя к левой и правой частям доказываемого равенства.

5. Если все элементы некоторой строки (столбца) определителя равны нулю, то и сам определитель равен нулю.
Утверждение вытекает из свойства  4; его можно также получить, применив определение понятия определителя к левой части доказываемого равенства det A=0.

6. Если элементы двух строк (столбцов) пропорциональны, то определитель равен нулю. 

Утверждение вытекает из свойств  3  и  4; его  можно также доказать, применив определение понятия определителя к левой части доказываемого равенства  
[image: image184.wmf]0
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7. Если каждый элемент некоторой строки (столбца) определителя представляет собой сумму двух слагаемых, то определитель может быть представлен в виде суммы двух определителей, первый из которых имеет в соответствующей строке (столбце) первые из упомянутых слагаемых и остальные элементы те же, что и в исходном определителе, а второй определитель имеет в соответствующей строке (столбце) вторые из упомянутых слагаемых и остальные элементы те же, что и в исходном определителе. Например,
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В справедливости утверждения можно убедиться, применив определение понятия определителя к левой и правой частям доказываемого равенства.

8. Если к элементам некоторой строки (столбца) определителя прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), умноженные на произвольный множитель  
[image: image186.wmf]l

, то значение определителя не изменится.
Это утверждение непосредственно вытекает из свойств  6  и  7  определителей.

Пример.
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Вычисление проведено в следующей последовательности:

а) из элементов второй строки вычли соответствующие удвоенные элементы первой строки.

б) из элементов третьей строки вычли соответствующие утроенные  элементы первой строки;

в) из элементов третей строки вычли соответствующие элементы первой строки.

После проведенных преобразований получили определитель, вычисление которого не вызывает труда.

Примеры для самостоятельной работы

1. Убедиться в справедливости приведенных равенств

1. 
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10. 
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1.5 Миноры и алгебраические дополнения

Определение. Минором элемента  
[image: image198.wmf]j
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   матрицы третьего порядка (и соответственно определителя третьего порядка) называется определитель второго порядка,  соответствующий матрице второго порядка, которая получается вычеркиванием  i –й строки и    j -го столбца в рассматриваемой матрице.

Для минора  элемента 
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  принято обозначение  
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. Например, для определителя  
[image: image201.wmf]33

32

31

23

22

21

13

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

  минор элемента  
[image: image202.wmf]1
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  получается вычеркиванием в рассматриваемом определителе второй строки и первого столбца. Таким образом, для минора 
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 получаем по определению  
[image: image204.wmf]33

32

13

12

1

2

a

a

a

a

M

=

 или 
[image: image205.wmf]13

32

33

12

1

2

a

a

a

a

M

×

-

×

=

.
Определение. Алгебраическим дополнением элемента  
[image: image206.wmf]j
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  определителя третьего порядка называется его минор, умноженный на число  
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Для алгебраического дополнения  элемента 
[image: image208.wmf]j
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  принято обозначение  
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По определению,  
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Теорема 1. Определитель третьего порядка равен сумме произведений элементов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические дополнения, а именно:
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Доказательство.  Докажем, для примера, первое соотношение.
Согласно  определению  
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или
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[image: image219.wmf]A
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Справедливость остальных пяти соотношений проверяется подобным же образом.
Отметим, что применительно к определителю третьего порядка теорема 1 дает возможность шестью различными способами вычислять определитель.

Теорема 2. Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) на алгебраические дополнения элементов другой строки (столбца) равна нулю, а именно: 

[image: image220.wmf]0

23

13

22

12

21

11

=

+

+

A

a

A

a

A

a

,

[image: image221.wmf]0
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и аналогичные равенства имеют место применительно ко второй и третьей строкам и всем столбцам рассматриваемого определителя.

Доказательство теоремы можно провести непосредственным вычислением левых и правых частей утверждаемых равенств, пользуясь определениями соответствующих понятий.

Примеры.

1. Применим  теорему  1 к первой строке:
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2. Применим теорему 1 к первому столбцу:

[image: image223.wmf]5
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Примеры для самостоятельной работы

Вычислить приведенные определители различными способами:
1. 
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2. Доказать теорему  2  из  п.1.5, основываясь на теореме  1  из  п. 1.5  и свойстве  3  определителей.

1.6 Определители четвертого и высших порядков
Определение.  Минором элемента квадратной матрицы  А  четвертого порядка называется определитель третьего порядка, соответствующий матрице третьего порядка, которая получается вычеркиванием  i –й строки и    j -го столбца в рассматриваемой матрице четвертого порядка.
Для минора элемента 
[image: image230.wmf]j

i

а

  принято обозначение  
[image: image231.wmf]j

i

M

.
Определение.  Алгебраическим дополнением элемента  
[image: image232.wmf]j

i

а

  квадратной матрицы  А  четвертого порядка называется его минор, умноженный на число  
[image: image233.wmf](
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Для алгебраического дополнения элемента  
[image: image234.wmf]j
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  принято обозначение  
[image: image235.wmf]j
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. По определению  
[image: image236.wmf](
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Определение.  Определителем четвертого порядка, соответствующим квадратной матрице  А  четвертого порядка, называется число, которое обозначается  
[image: image237.wmf]A
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  и по определению  
[image: image238.wmf]14
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Исходя из этого определения, можно непосредственно убедиться в справедливости применительно к определителям четвертого порядка всех свойств, ранее установленных для определителей третьего порядка. Предлагаем в этом убедиться самостоятельно.
Вполне аналогично можно ввести понятие определителя  
[image: image239.wmf]n

- го порядка для любого натурального    
[image: image240.wmf]n

. Для этих определителей также имеют место выше упомянутые свойства.

Примеры для самостоятельной работы.

1. Вычислить определитель 
[image: image241.wmf]2
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,  разложив его по элементам второй строки. 
Решение  
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2. Убедиться в правильности приведенных равенств
1. 
[image: image243.wmf]54
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3. Вычислить определители

1. 
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4. 
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6. 
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Ответ:  1) -8,    2) -3,     3) -9,     4) 18,     5) 18,     6) 4,     7) 90.

Примеры для контрольной работы.
Вычислить определитель 
[image: image254.wmf]A

 по определению, а также применив теорему 1 к указанной строке (столбцу), если:
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1.7 Обратная матрица
Определение.  Матрица  n – го порядка, обозначаемая  
[image: image297.wmf]1

-

A

, называется обратной к матрице  
[image: image298.wmf]A

  n – го порядка, если  
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Лемма 1.  Если обратная матрица существует, то она единственна.

Доказательство. Пусть есть две обратные матрицы  
[image: image300.wmf]1
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  и  
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, тогда по определению  
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Следовательно, 
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, что и требовалось показать.

Обозначим определитель  матрицы  
[image: image306.wmf]A

 через 
[image: image307.wmf]D

.

Теорема 3.  Если определитель  
[image: image308.wmf]D

  матрицы  
[image: image309.wmf]A

 n – го порядка  не равен нулю, то для нее существует обратная матрица
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Доказательство теоремы выполним для   
[image: image311.wmf]3
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. Вычислим произведение
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Согласно теоремам  1  и  2  из  1.3, 
[image: image314.wmf]E
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Подобным же образом показывается, что  
[image: image315.wmf]E
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Примеры.
1). Найдем  
[image: image316.wmf]1
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  для матрицы  
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. Вычислим определитель матрицы  
[image: image318.wmf]A

. Согласно определению:  
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Рассчитаем алгебраические дополнения для элементов матрицы  
[image: image320.wmf]A

.
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Для проверки вычислений полезно найти  
[image: image324.wmf]D

  по формуле: 
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, что совпадает с вычисленным ранее значением.

Аналогично:  
[image: image327.wmf],
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 снова сделаем проверку 
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Согласно теореме 3 имеем 
[image: image330.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

-

1

1

1

3

4

3

5

7

4

1

A

.

Выполним проверку:  
[image: image331.wmf]E
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Также, легко убедится, что 
[image: image332.wmf]E
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2). Вычислим  
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  для матрицы  
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Проверку рекомендуем выполнить самостоятельно.

3) Решим матричное уравнение 
[image: image337.wmf],
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Умножим обе части уравнения 
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 2 Системы линейных алгебраических уравнений

2. 1 Основные понятия

Определение.  Системой  m  линейных алгебраических уравнений с  n  неизвестными называется система


[image: image346.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

.

...

...

...

...

...

...

,

...

,

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

m

n

mn

m

m

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

                                                (2.1)

При этом следует иметь в виду, что  m  может быть меньше, равно или больше числа  n . Числа 
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  называются коэффициентами системы, 
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 - свободными членами или правыми частями, 
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 - неизвестными. При этом будем предполагать, что все числа могут быть комплексными или вещественными.
Определение.  Совокупность  n  чисел называется упорядоченной, если указано, какое из них  первое, второе, …,  n –ое.
Определение.  Упорядоченная совокупность  n  чисел  
[image: image350.wmf]n

a

a

a

,...,

,

2

1

  называется решением системы  (2.1), если после замены упорядоченной совокупности  
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  каждая из левых частей системы  (2.1)  будет равна соответствующей ей правой части.

Определение.  Система, не имеющая ни одного решения, называется несовместной. Система, имеющая хотя бы одно решение, называется совместной.

2. 2 Матричный метод решения системы  линейных алгебраических уравнений
Рассмотрим систему, у которой число неизвестных равно числу уравнений, а именно


[image: image353.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

.

...

...

...

...

...

...

,

...

,

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

                                                                        (2.2)

Матрица  
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называется определителем системы  (2.2).

Введем ещё 2 матрицы: 
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 - столбец свободных членов, 
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Теорема 4. Если определитель 
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 системы  n  линейных алгебраических уравнений с  n  неизвестными отличен от нуля, то система имеет единственное решение 
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Пример.

Решить систему уравнений 
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представив её в виде матричного уравнения.

По условию 
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Согласно теореме об обратной матрице, 
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Имеем:
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Таким образом, 
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1.3 Теорема Крамера
Теорема Крамера. Если определитель 
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 системы  n  линейных алгебраических уравнений с  n  неизвестными отличен от нуля, то система имеет решение и притом единственное. Это решение может быть найдено по формулам
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где  
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 - определитель, получающийся из  
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  заменой k – го столбца свободными членами системы  2.2
Примеры.
 1. Решить систему уравнений
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Решение.  Для рассматриваемой системы  
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По формуле (2.4)  находим:
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 2. Найти решение системы уравнений  
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 Для рассматриваемой системы  
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Согласно теореме Крамера
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Примеры для самостоятельной работы.

Решить системы уравнений

1. 
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Примеры для контрольной работы.
В задачах 1-42 решить системы уравнений  матричным методом и по теореме Крамера, сделать проверку.
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[image: image401.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

-

-

=

+

-

-

=

+

-

5

2

2

6

3

3

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                           2. 
[image: image402.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=

-

+

3

4

5

0

3

4

1

2

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

    
             
3. 
[image: image403.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

-

-

-

=

+

+

1

5

5

3

2

4

2

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                         4. 
[image: image404.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=

-

+

2

3

0

2

5

4

5

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                         
5. 
[image: image405.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

-

+

-

=

-

-

5

4

3

5

1

3

4

2

2

5

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                        6. 
[image: image406.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

+

+

-

=

+

-

7

4

5

2

1

5

4

3

6

2

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

   

7. 
[image: image407.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

-

+

-

=

+

-

-

3

5

2

4

4

3

4

5

4

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                         8. 
[image: image408.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

-

+

-

=

+

+

3

2

1

2

5

4

5

3

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                      
9. 
[image: image409.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

+

-

=

+

-

-

0

3

5

7

5

5

2

2

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                         10. 
[image: image410.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=

-

-

7

6

3

5

3

2

4

3

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                     

11. 
[image: image411.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

-

+

-

=

+

-

0

2

3

5

5

2

6

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                          12. 
[image: image412.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

+

-

-

=

-

-

1

5

3

3

2

5

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x


13. 
[image: image413.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

+

-

-

=

-

+

-

1

2

5

7

4

3

3

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                             14. 
[image: image414.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

=

+

-

-

=

-

+

-

6

2

3

5

2

3

4

3

5

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                       
15. 
[image: image415.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

+

-

=

+

+

-

2

2

7

4

3

2

3

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                              16. 
[image: image416.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

+

-

-

=

+

+

7

4

5

5

3

4

0

5

3

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                     
17. 
[image: image417.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

-

=

+

+

=

-

-

6

2

4

3

2

7

5

5

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                            18. 
[image: image418.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

-

+

-

-

=

+

+

=

-

-

2

3

8

5

2

3

1

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

             
19. 
[image: image419.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

+

+

-

-

=

+

+

5

2

2

2

3

7

4

3

5

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                            20. 
[image: image420.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

=

+

-

=

-

-

5

2

5

1

4

3

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                          
21. 
[image: image421.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

+

-

=

+

+

36

5

11

10

15

2

3

5

15

3

2

7

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                         22. 
[image: image422.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

-

+

=

-

+

16

2

5

16

7

3

2

6

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

    
              
23. 
[image: image423.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

-

+

-

=

+

-

1

2

3

3

4

2

7

3

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                               24.  
[image: image424.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

=

-

-

=

+

+

1

2

3

4

3

2

1

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                          
 25. 
[image: image425.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

-

=

-

+

2

2

2

6

2

0

3

2

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                               26. 
[image: image426.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

+

=

-

-

=

+

+

2

3

3

3

2

1

2

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                           
27. 
[image: image427.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

=

-

-

=

+

+

2

2

3

2

3

2

1

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                              28. 
[image: image428.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=

-

+

2

3

0

2

5

4

5

2

2

4

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                          
29. 
[image: image429.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

+

-

=

-

-

5

4

3

5

1

3

4

2

2

5

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                            30. 
[image: image430.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

+

+

-

=

+

-

7

8

10

4

1

5

4

3

6

2

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

   

31.  
[image: image431.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

-

+

-

=

-

+

3

5

2

4

4

3

4

5

4

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                          32. 
[image: image432.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

+

-

=

+

+

3

2

1

2

5

4

5

3

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                     
33. 
[image: image433.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

+

-

=

+

-

-

0

3

5

7

5

5

2

2

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                           34. 
[image: image434.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

-

=

+

+

-

=

-

-

7

6

3

5

3

2

4

3

4

2

6

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                         

35. 
[image: image435.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

-

+

-

=

+

-

0

2

3

5

10

2

4

6

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                      36. 
[image: image436.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

+

-

-

=

-

-

1

2

2

10

3

3

2

5

4

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x


37.    
[image: image437.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

+

-

-

=

+

-

1

2

5

7

4

3

3

2

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                            38. 
[image: image438.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

-

=

-

+

-

-

=

-

+

-

6

2

3

5

2

3

4

3

5

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                        

39. 
[image: image439.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

-

=

+

-

=

+

+

-

2

2

7

4

3

2

3

2

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                             40. 
[image: image440.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

+

-

-

=

+

+

7

4

5

5

3

4

0

10

6

4

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                        
41. 
[image: image441.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

-

=

+

+

=

-

-

6

2

4

6

4

2

7

5

5

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                       42. 
[image: image442.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

-

-

=

+

-

3

4

4

1

2

2

0

3

z

y

x

z

y

x

z

y

x


Литература
1.  Высшая математика для экономистов: Учеб. для студентов вузов/Кремер Н.Ш., Путко Б.А., Тришин И.М., Фридман М.Н.; Под ред.Н.Ш.Кремера.-2-е изд., перераб. и доп.-М.:   ЮНИТИ,2003.- 470 с.

2.  Шипачев В.С.   Высшая математика:  Учеб. для студентов вузов.-8-е изд., стер.-  М.: Высшая школа, 2007.-479 с.  

3. Минорский В.П.   Сборник задач по высшей математике: Учеб. пособие для втузов.-15-  е изд.-М.:Физматлит, 2008.- 336с.
2

_1348483390.unknown

_1409133383.unknown

_1409320568.unknown

_1409573246.unknown

_1409574079.unknown

_1409580407.unknown

_1409582886.unknown

_1409583174.unknown

		α11

		α12

		α13



		

		

		α 22

		α 23



		α21

		

		

		



		

		

		

		



		α 31

		α 32

		α 33








_1417376309.unknown

		α11

		α12

		α13



		

		

		

		

		α 23



		α21

		

		

		α 22

		



		

		

		

		

		



		α 31

		α 32

		α 33








_1409583373.unknown

_1411339470.unknown

_1409583473.unknown

_1409583268.unknown

_1409582968.unknown

_1409583011.unknown

_1409583049.unknown

_1409583088.unknown

_1409583067.unknown

_1409583033.unknown

_1409582995.unknown

_1409582933.unknown

_1409582952.unknown

_1409582915.unknown

_1409581990.unknown

_1409582829.unknown

_1409582865.unknown

_1409582007.unknown

_1409581037.unknown

_1409581979.unknown

_1409580914.unknown

_1409574188.unknown

_1409580276.unknown

_1409580366.unknown

_1409580143.unknown

_1409580244.unknown

_1409579981.unknown

_1409574186.unknown

_1409574187.unknown

_1409574096.unknown

_1409573489.unknown

_1409573836.unknown

_1409573943.unknown

_1409573988.unknown

_1409574031.unknown

_1409574053.unknown

_1409574013.unknown

_1409573965.unknown

_1409573889.unknown

_1409573903.unknown

_1409573858.unknown

_1409573632.unknown

_1409573667.unknown

_1409573789.unknown

_1409573815.unknown

_1409573682.unknown

_1409573648.unknown

_1409573545.unknown

_1409573562.unknown

_1409573518.unknown

_1409573354.unknown

_1409573443.unknown

_1409573460.unknown

_1409573379.unknown

_1409573310.unknown

_1409573338.unknown

_1409573274.unknown

_1409472730.unknown

_1409573103.unknown

_1409573149.unknown

_1409573225.unknown

_1409573129.unknown

_1409572920.unknown

_1409572977.unknown

_1409572853.unknown

_1409320696.unknown

_1409320744.unknown

_1409320870.unknown

_1409320871.unknown

_1409320765.unknown

_1409320726.unknown

_1409320637.unknown

_1409320664.unknown

_1409320592.unknown

_1409152147.unknown

_1409320332.unknown

_1409320410.unknown

_1409320477.unknown

_1409320512.unknown

_1409320441.unknown

_1409320370.unknown

_1409320390.unknown

_1409320342.unknown

_1409152328.unknown

_1409320269.unknown

_1409320291.unknown

_1409320267.unknown

_1409152199.unknown

_1409152327.unknown

_1409152175.unknown

_1409151658.unknown

_1409151808.unknown

_1409152085.unknown

_1409152103.unknown

_1409151860.unknown

_1409151715.unknown

_1409151739.unknown

_1409151693.unknown

_1409142474.unknown

_1409151215.unknown

_1409151617.unknown

_1409142672.unknown

_1409142671.unknown

_1409133497.unknown

_1409134045.unknown

_1409134231.unknown

_1409134406.unknown

_1409133646.unknown

_1409133443.unknown

_1354430871.unknown

_1396118154.unknown

_1396119219.unknown

_1396120054.unknown

_1400490320.unknown

_1400492019.unknown

_1400492287.unknown

_1400493157.unknown

_1400492643.unknown

_1400492125.unknown

_1400491196.unknown

_1400491823.unknown

_1400490387.unknown

_1400491118.unknown

_1400490075.unknown

_1400490107.unknown

_1396120144.unknown

_1396120184.unknown

_1396120101.unknown

_1396119376.unknown

_1396119812.unknown

_1396120027.unknown

_1396119394.unknown

_1396119272.unknown

_1396119342.unknown

_1396119238.unknown

_1396118825.unknown

_1396119096.unknown

_1396119129.unknown

_1396118671.unknown

_1396118752.unknown

_1396118763.unknown

_1396118520.unknown

_1394885560.unknown

_1394886611.unknown

_1394886704.unknown

_1394899439.unknown

_1394886636.unknown

_1394885790.unknown

_1394886566.unknown

_1394885612.unknown

_1394884770.unknown

_1394885364.unknown

_1394885409.unknown

_1394884901.unknown

_1354430943.unknown

_1354431449.unknown

_1354431488.unknown

_1354431507.unknown

_1354431399.unknown

_1354430906.unknown

_1354430919.unknown

_1354430882.unknown

_1351970823.unknown

_1353833069.unknown

_1354344615.unknown

_1354430830.unknown

_1354430851.unknown

_1354430519.unknown

_1354344545.unknown

_1354344581.unknown

_1353833904.unknown

_1354344497.unknown

_1353833887.unknown

_1351971114.unknown

_1351971395.unknown

_1351971625.unknown

_1351971758.unknown

_1353696447.unknown

_1351971693.unknown

_1351971404.unknown

_1351971262.unknown

_1351971300.unknown

_1351971191.unknown

_1351971028.unknown

_1351971038.unknown

_1351970989.unknown

_1348558574.unknown

_1348565276.unknown

_1348566135.unknown

_1348646262.unknown

_1348652140.unknown

_1348652724.unknown

_1349077741.unknown

_1349260379.unknown

_1349260496.unknown

_1348652744.unknown

_1348654472.unknown

_1348652575.unknown

_1348652710.unknown

_1348652218.unknown

_1348648644.unknown

_1348651973.unknown

_1348648593.unknown

_1348648601.unknown

_1348566776.unknown

_1348566848.unknown

_1348566560.unknown

_1348565488.unknown

_1348565701.unknown

_1348565782.unknown

_1348565615.unknown

_1348565339.unknown

_1348565385.unknown

_1348559447.unknown

_1348560014.unknown

_1348562107.unknown

_1348563257.unknown

_1348563419.unknown

_1348562047.unknown

_1348559588.unknown

_1348559836.unknown

_1348559520.unknown

_1348558793.unknown

_1348559257.unknown

_1348559413.unknown

_1348559211.unknown

_1348559124.unknown

_1348558675.unknown

_1348484676.unknown

_1348558250.unknown

_1348558435.unknown

_1348558193.unknown

_1348483662.unknown

_1348483783.unknown

_1348483499.unknown

_1347876370.unknown

_1348051849.unknown

_1348474638.unknown

_1348479087.unknown

_1348479728.unknown

_1348480282.unknown

_1348482066.unknown

_1348480246.unknown

_1348479492.unknown

_1348479684.unknown

_1348479428.unknown

_1348474934.unknown

_1348475132.unknown

_1348478950.unknown

_1348475236.unknown

_1348478918.unknown

_1348475026.unknown

_1348474756.unknown

_1348474820.unknown

_1348474693.unknown

_1348053328.unknown

_1348053552.unknown

_1348300843.unknown

_1348301712.unknown

_1348307834.unknown

_1348400593.unknown

_1348307714.unknown

_1348301434.unknown

_1348053682.unknown

_1348053428.unknown

_1348053473.unknown

_1348053407.unknown

_1348052678.unknown

_1348053000.unknown

_1348053033.unknown

_1348052918.unknown

_1348052523.unknown

_1348052607.unknown

_1348052391.unknown

_1347960044.unknown

_1347963647.unknown

_1348050406.unknown

_1348050707.unknown

_1348051770.unknown

_1348050642.unknown

_1347965808.unknown

_1348040052.unknown

_1348040091.unknown

_1347964627.unknown

_1347960676.unknown

_1347963169.unknown

_1347963454.unknown

_1347960739.unknown

_1347960495.unknown

_1347960557.unknown

_1347960357.unknown

_1347878362.unknown

_1347958891.unknown

_1347959717.unknown

_1347959923.unknown

_1347959026.unknown

_1347878444.unknown

_1347879081.unknown

_1347878402.unknown

_1347878043.unknown

_1347878189.unknown

_1347878239.unknown

_1347878105.unknown

_1347876619.unknown

_1347877411.unknown

_1347876458.unknown

_1347700020.unknown

_1347788088.unknown

_1347874848.unknown

_1347875586.unknown

_1347875933.unknown

_1347876115.unknown

_1347876148.unknown

_1347876071.unknown

_1347875861.unknown

_1347875900.unknown

_1347875653.unknown

_1347875827.unknown

_1347875386.unknown

_1347875476.unknown

_1347875527.unknown

_1347874900.unknown

_1347875265.unknown

_1347871213.unknown

_1347873633.unknown

_1347873830.unknown

_1347874074.unknown

_1347873660.unknown

_1347873344.unknown

_1347873460.unknown

_1347871241.unknown

_1347788482.unknown

_1347789673.unknown

_1347789962.unknown

_1347789270.unknown

_1347788255.unknown

_1347788446.unknown

_1347701554.unknown

_1347787226.unknown

_1347787465.unknown

_1347787748.unknown

_1347787841.unknown

_1347787340.unknown

_1347703155.unknown

_1347710103.unknown

_1347786427.unknown

_1347786502.unknown

_1347710145.unknown

_1347703587.unknown

_1347702663.unknown

_1347702948.unknown

_1347702110.unknown

_1347701075.unknown

_1347701308.unknown

_1347701086.unknown

_1347701154.unknown

_1347700250.unknown

_1347700376.unknown

_1298445704.unknown

_1298449144.unknown

_1299079711.unknown

_1299079888.unknown

_1299080123.unknown

_1299080201.unknown

_1299080577.unknown

_1299079991.unknown

_1299079852.unknown

_1299079520.unknown

_1299079616.unknown

_1298449370.unknown

_1298449559.unknown

_1299079487.unknown

_1298449469.unknown

_1298449279.unknown

_1298448671.unknown

_1298448913.unknown

_1298449109.unknown

_1298448755.unknown

_1298446151.unknown

_1298446416.unknown

_1298445835.unknown

_1298445209.unknown

_1298445468.unknown

_1298445586.unknown

_1298445339.unknown

_1298445008.unknown

_1298445118.unknown

_1298444866.unknown

