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ВВЕДЕНИЕ 

Теория числовых рядов является одной из основных тем в математиче-

ском образовании инженера, особенно электротехнических и радиотехнических 

специальностей. 

Методические указания содержат основные теоретические сведения по 

теории числовых рядов и подробные решения задач по всем разделам данной 

темы. 

Приведены задания для расчетно-графических работ по изучаемой теме 

для самостоятельной работы студентов. 

§1. Основные положения  теории числовых рядов 

Основные понятия 

Определение 1. Пусть задана бесконечная последовательность чисел 

 ,,,, 21 nuuu  Выражение 

  nuuuu 321        (1) 

называется числовым рядом, а сами числа  nuu ,,1   – членами ряда. 

Вместо (1), пользуясь символом суммы, пишут 


1n

nu , где n  пробегает все 

значения от 1 до  (нумерацию членов ряда иногда удобнее начинать не с еди-

ницы, а с нуля или с какого-либо натурального числа, большего единицы). 

 

Определение 2. Сумма конечного числа n первых членов ряда называется 

n -ой частичной суммой ряда: 

.21 nn uuus    

Рассмотрим частичные суммы: 

.

,

,

,

21

3213

212

11

nn uuus

uuus

uus

us












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Определение 3. Если  конечный предел ,lim n
n

ss


  то его называют 

суммой ряда (1) и говорят, что ряд сходится. 

В противном случае (т.е. если s  при n  или предел не сущест-

вует) ряд называется расходящимся и суммы не имеет. 

Пример1. Простейшим примером ряда является геометрическая прогрес-

сия с первым членом  0aa  и знаменателем q  

  12 naqaqaqa      (2) 

Сумма n  первых членов геометрической прогрессии равна (при 1q ) 

q

aqa
s

n

n




1

 или 
q

aq

q

a
s

n

n






11

. 

1) Если ,1q  то 0nq  при n и 
q

a

q

aq

q

a
s

n

n
n

n 


















 111
limlim . 

Значит, при 1q  ряд (2) сходится и его сумма равна 
q

a
s



1

. 

2) Если ,1q  то nq  при n и тогда 




q

aqa n

1
 при n , т.е.  

n
n

s


lim  не существует. Значит, при 1q  ряд (2) расходится. 

3) Если ,1q  то ряд (2) имеет вид  

  aaa  

В этом случае 

n

n
n snas lim; , т.е. ряд расходится. 

4) Если ,1q  то ряд (2) имеет вид  

 aaaa  

В этом случае 






нечетном.при

четном;при0

na

n
sn  

Значит, ns  предела не имеет и ряд (2) расходится. 
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Таким образом, геометрическая прогрессия (с первым членом, отличным 

от нуля) сходится тогда и только тогда, когда знаменатель прогрессии по абсо-

лютной величине меньше единицы. 

Пример 2. Рассмотрим ряд 




1n

nu , где 
 1
1




nn
un .     (3) 

Частичная сумма этого ряда (т.к. 
  1

11

1

1




 nnnn
)  

 

1

1
1

1

11

3

1

2

1

2

1
1

1

1

32

1

21

1
21











































nnn

nn
uuus nn 

 

имеет предел при n и, следовательно, ряд (3) сходится. 

Пример 3. Рассмотрим гармонический ряд 







1

1

3

1

2

1
1

1

n nn
      (4) 

(каждый член его, начиная со второго, представляет собой среднее гармониче-

ское двух соседних членов). 

Рассмотрим частичную сумму этого ряда с номером :2k   

kks
2

1

3

1

2

1
1

2
  . 

Разобьем ее на части и применим к каждой из них очевидное неравенство 

,
2

1

2

1

2

1

2

1

1

1





 n
n

nnn
  

получим: 

.
2

2

2
1

2

1

2

1

2

1

2

1
1

2

1

22

1

12

1

8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

1

2

11

4.2

2

1












































kk

s

k

слагаем ых

kkk

слагаем ыхслаг k

k

  



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Мы видим, что частичные суммы образуют возрастающую неограничен-

ную сверху последовательность и, значит, гармонический ряд расходится. 

Основные теоремы 

I. Необходимый признак сходимости ряда 

Если ряд   nuuu 21  сходится, то 0lim 


n
n

u . 

Доказательство. Так как ряд  

  nuuu 21  

сходится, то имеют место равенства 

,lim;lim 1 ssss n
n

n
n

 


 где s  – сумма ряда. 

Вычитая из первого равенства второе почленно, получаем  

,0limlim 1  


n
n

n
n

ss  

  .0lim 1  


nn
n

ss  

Так как ,1 nnn uss    то 0lim 


n
n

u . 

Подчеркнем, что рассмотренный признак не является достаточным, т.е. из 

того, что 0lim 


n
n

u  не следует, что ряд сходится, – он может и расходиться.  

Примером этого служит рассмотренный выше гармонический ряд: он 

расходится, хотя  

.0
1

limlim 
 n

u
n

n
n

 

Следствие. Если n-ый член ряда не стремится к нулю при n , то ряд 

расходится. 

II. Критерий сходимости ряда 

Определение. k - остаточным рядом для ряда   nuuu 21  называ-

ется ряд, который получается в результате отбрасывания k первых его 

членов: 

   nkk uuu 21  

Теорема. Для того, чтобы сходился ряд 

  nuuu 21       (1) 



 

 

7 

необходимо и достаточно, чтобы сходился любой его k - остаточный ряд 

  nk uu 1  

Иными словами, отбрасывание конечного числа начальных членов ряда 

или присоединение в начале его нескольких новых членов не отражается на по-

ведении ряда в смысле его сходимости или расходимости. 

Доказательство. Пусть nn uuus  21  – частичная сумма ряда (1), 

kc – сумма k отброшенных членов, kn  – сумма членов ряда, входящих в ns  и 

не входящих в .kc   Тогда имеем 

knkn cs   , 

где kc – постоянное число, не зависящее от n . 

Из последнего соотношения следует, что: 

1) если n
n

kn
n

sто





 lim,lim  , 

2) если kn
n

n
n

тоs 


 lim,lim , 

что доказывает справедливость теоремы. 

III. Если ряд  

  nuuu 21       (5) 

сходится и его сумма равна s , то ряд  

,21   ncucucu       (6) 

где c – какое либо число, также сходится и его сумма равна cs . 

Доказательство. Обозначим n -ую частичную сумму ряда (5) через ns , а 

ряда (6) через n . Тогда 

  nnnn csuuuccucucu   2121 . 

Значит, предел n -ой частичной суммы n  существует, так как 

cssccs n
n

n
n

n
n




limlimlim . 

Ряд (6) сходится и его сумма равна cs . 
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IV. Если ряды  

  nuuu 21 ,      (7) 

  nvvv 21       (8) 

сходятся и их суммы, соответственно, равны s  и s , то ряды 

        nn vuvuvu 2211 ,   (9) 

          nn vuvuvu 2211    (10) 

также сходятся и их суммы, соответственно, равны 

ss   и ss  . 

Доказательство. Обозначая частичную сумму ряда (9) через n , а частич-

ные суммы рядов (7) и (8) через ,ns ns , получим 

          nnnnnnn ssvvvuuuvuvuvu   21212211 . 

Переходя в этом равенстве к пределу при n , получим 

  ssssss n
n

n
n

nn
n

n
n




limlimlimlim  . 

Таким образом, ряд (9) сходится и его сумма равна ss  . 

Аналогично доказывается, что ряд (10) сходится и его сумма равна ss  . 

 

§ 2. Положительные ряды 

Рассмотрим вопрос о сходимости рядов, члены которых неотрицательны, 

для краткости такие ряды будем называть просто положительными. 

Признаки сравнения рядов с положительными членами 

Пусть даны два ряда с положительными членами 

 




n

n

n aaaa 2

1

1 ,     (1) 

 




n

n

n bbbb 2

1

1      (2) 

Теорема 1. Если, начиная с некоторого n , выполняется неравенство 

nn ba 0 , 

то: 1) из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1); 
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2) из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 

Доказательство. На основании того, что отбрасывание конечного числа 

начальных членов ряда не отражается на его поведении, мы можем считать, не 

нарушая общности, что nn ba  при всех значениях ,3,2,1n  

Обозначим через ns  и n , соответственно, частичные суммы первого и 

второго рядов: 

 
 


n

i

n

i

inin bas
1 1

;   

1) Из условия (3) следует, что 

nns  .    (4) 

Так как ряд (2) сходится, то существует предел  последовательности 

частичных сумм  n  

.lim  


n
n

 

Из того, что члены рядов (1) и (2) 0,0  nn ba , следует, что  n , и 

тогда в силу неравенства (4) 

ns . 

Мы показали, что частичные суммы ns  ограничены. При увеличении n  

частичная сумма ns  не убывает. А из того, что последовательность частичных 

сумм не убывает и ограничена сверху, следует, что она имеет предел 

ssn
n




lim . 

Это означает, что ряд (1) сходится; причем очевидно, что s . 

2) Так как члены ряда (1) 0na , то его частичная сумма ns не убывает при 

возрастании n , а так как он расходится, то  

.lim 


n
n

s  

В силу условия (4) и последовательность частичных сумм ряда (2)  n  

неограничена. Значит, ряд (2) расходится. 
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Пример1. Ряд  







1

32

1

3

1

2

1
1

1

n
nn nn
  

сходится, т.к. его члены при 2n  не больше соответствующих членов ряда 







1

32 2

1

2

1

2

1
1

2

1

n
nn
  

Последний ряд сходится, так как его члены образуют геометрическую прогрес-

сию со знаменателем 
2

1
. 

Пример 2. Для исследования на сходимость ряда 







1

1

3

1

2

1
1

1

n nn
  

сравним его с рядом 







1

1

3

1

2

1
1

1

n nn
  

Так как 
nn

11
  при любом натуральном n  и гармонический ряд 



1

1

n n
 расхо-

дится, то расходящимся является и данный ряд. 

Теорема 2. Если существует предел 

 


AA
b

a

n

n

n
0lim , 

то оба ряда (1) и (2) ведут себя одинаково, т.е. либо сходятся, либо расходятся 

одновременно. (Предполагаем, что 0nb ). 

Доказательство. 

1) Пусть существует .lim A
b

a

n

n

n



 

По определению предела: для любого числа 0 существует такое нату-

ральное число N , зависящее от  , что для всех  Nn   выполняется неравен-

ство 
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 A
b

a

n

n .     (5) 

Перепишем неравенство (5) в виде 

  A
b

a

n

n     или 

    .nnn bAabA    

Пусть ряд (2) 


1n

nb сходится и A , тогда сходится и ряд  

 





1n

nbA  , 

полученный умножением его членов на постоянное число A . Отсюда по 

теореме 1 следует сходимость ряда (1) .
1




n

na  

2) Пусть ряд (2) расходится и 0A . В этом случае отношение 
n

n

a

b
 имеет  

конечный предел. 

Ряд 


1n

na расходится, так как в противном случае, если бы он сходился, 

то сходился бы и ряд .
1




n

nb  

Пример. Исследовать на сходимость ряд  




 1 35

2

n n
. 

Решение. Сравним его с расходящимся гармоническим рядом 




1

1

n n
. 

Так как 
5

2

35

2
lim

1
35

2

lim 



 n

n

n

n
nn

, то по теореме 2 данный ряд расходится. 
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Теорема 3. Если, начиная с некоторого номера n , выполняется неравен-

ство 

n

n

n

n

b

b

a

a 11          (6) 

(предполагаем, что 0;0  nn ba ), то 

1) из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1); 

2) из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 

Доказательство. Предположим, что неравенство (6) выполняется при лю-

бом n , тогда 

112

3

2

3

1

2

1

2 ;;;



n

n

n

n

b

b

a

a

b

b

a

a

b

b

a

a
 . 

Перемножив почленно эти неравенства, получим  

11 b

b

a

a nn   или  ,2,1
1

1  nb
b

a
a nn . 

Так как ряд 


1 1

1

n

nb
b

a
получается из ряда (2) 



1n

nb умножением его членов 

на постоянную ,
1

1

b

a
 то он одновременно с рядом (2) или сходится или расходит-

ся. 

Применяя теперь теорему 1, убеждаемся в справедливости доказываемой тео-

ремы. 

Признаки Даламбера 

Теорема 1. Рассмотрим ряд с положительными членами 

 021  nn aaaa  . 

1) Если, начиная с некоторого номера, выполняется неравенство ,11  q
a

a

n

n  

то ряд сходится. 

2) Если, начиная с некоторого номера, ,11 

n

n

a

a
 то ряд расходится. 
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Доказательство.  

1) Предположим, что неравенство 

11  q
a

a

n

n  

выполняется с 1n , так как отбрасывание первых членов ряда не влияет на 

сходимость. 

Запишем это неравенство для разных значений n : 

q
a

a


1

2  или qaa 12  ; 

q
a

a


2

3  или 2
123 qaqaa  ; 

  

q
a

a

n

n 
1

 или 1
11


  n
nn qaqaa  . 

Рассмотрим два ряда: 

  naaa 21 ,       (1) 

  1
1

2
111

nqaqaqaa     (2) 

Ряд (2) есть геометрическая прогрессия с положительным знаменателем 

1q . Следовательно, этот ряд сходится. Члены ряда (1) не больше соответст-

вующих членов ряда (2). На основании первого признака сравнения следует, 

что ряд (1) сходится. 

2) Если же 11 

n

n

a

a
 при любом n , то  

.

,

,

11

123

12

aaa

aaa

aa

nn 





 


 

Значит, na не может стремиться к 0. Нарушается необходимое условие 

сходимости ряда. Ряд (1) расходится. 
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Теорема 2 (предельный признак Даламбера). Если в ряде (1)с положи-

тельными членами отношение  1n -ого члена к n -ому при n имеет ко-

нечный предел l , т.е. 

l
a

a

n

n

n




1lim , то  (3) 

1) ряд сходится в случае 1l ; 

2) ряд расходится в случае 1l ; 

3) в случае 1l ответа на вопрос о сходимости или расходимости ряда тео- 

рема не дает. 

Доказательство. 

1) Пусть 1l . Рассмотрим число q , удовлетворяющее соотношению  

1 ql . 

Из определения предела и соотношения (3) следует, что для всех n , на-

чиная с некоторого номера N , будет иметь место неравенство 

q
a

a

n

n 1 .      (4) 

Действительно, так как величина 
n

n

a

a 1  стремится к пределу l , то разность 

между величиной 
n

n

a

a 1  и числом l  может быть сделана (начиная с некоторого 

номера N ) по абсолютному значению меньше любого положительного числа, в 

частности меньше lq  , т.е. 

.1 lql
a

a

n

n   

Из последнего неравенства и следует неравенство (4). В силу предыду-

щей теоремы, так как 1q , следует сходимость ряда (1). 

2) Пусть .1q   Тогда из равенства 

 1lim 1 


ll

a

a

n

n

n
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следует, что, начиная с некоторого номера N , т.е. для Nn  , будет иметь место 

неравенство 

11  ll
a

a

n

n      или      11 

n

n

a

a
. 

По теореме 1 это означает, что ряд (1) расходится. 

Замечание. Ряд (1) расходится и в том случае, если 

.lim 1 


n

n

n a

a
 

Это следует из того, что в этом случае, начиная с некоторого Nn  , будет 

иметь место неравенство 

11 

n

n

a

a
. 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд  




1 !

1

n n
. 

Решение. Так как 
 !1
1

;
!

1
1


 
n

a
n

a nn , то 

  1

1

!1

!1







nn

n

a

a

n

n . 

Значит, ,10
1

1
limlim 1 








 na

a

n
n

n

n
 ряд сходится. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 




1

2

n

n

n
. 

Решение. Так как ,
1

2
;

2 1

1






n

a
n

a
n

n

n

n  то  

12
1

lim2
21

2
limlim

1
1 















 n

nn

na

a

nn

n

n
n

n

n
. 

Ряд расходится. 
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Пример 3. Применяя предельный признак Даламбера к гармоническому 

ряду 


1

1

n n
, имеем 

1

1
;
1

1


 
n

a
n

a nn  

и, следовательно, 

.1
1

limlim 1 







 n

n

a

a

n
n

n

n
 

Значит, на основании предельного признака Даламбера нельзя установить 

сходимость или расходимость рассматриваемого ряда. Ранее было установлено, 

что этот ряд расходится. 

Пример 4. Предельный признак Даламбера не дает ответа на вопрос о 

сходимости ряда 

 


 1

,
1

1

n nn
 

так как 

    
;

21

1
;

1

1
1





 

nn
a

nn
a nn  

 
  

.1
2

lim
21

1
limlim 1 













 n

n

nn

nn

a

a

nn
n

n

n
 

Ранее было показано, что частичная сумма n  первых членов этого ряда 

равна 

1

1
1



n

sn  

и имеет предел 1
1

1
1limlim 












 n
s

n
n

n
, значит, ряд сходится. 

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд  




 1

.
1n n

n
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Решение. 
 
 

.1
2

12
lim

2

1
lim

1

2

1

limlim
2

22

1 





















 nn

nn

nn

n

n

n
n

n

a

a

nnn
n

n

n
 

Предельный признак Даламбера не дает ответа на вопрос о сходимости 

ряда, но так как  

1
2

12
2

2
1 






nn

nn

a

a

n

n  для всех n , 

то данный ряд расходится. 

Признаки Коши 

Теорема 1. Пусть имеется ряд 

 021  nn aaaa  . 

1) Если, начиная с некоторого номера, выполняется неравенство 

,1 qan n  

то ряд сходится. 

2) Если, начиная с некоторого номера,  

,1n
na  

то ряд расходится. 

Доказательство. 

1) Предположим, что неравенство 

1 qan n  

выполняется с .1n  

Запишем это неравенство для разных значений n : 

;1 qa   

qa 2  или 2
2 qa  ; 

qa 3
3  или 3

3 qa  ; 

  

qan n   или n
n qa  . 
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Рассмотрим два ряда: 

  naaa 21 ,      (1) 

  nqqq 2       (2) 

Ряд (2) есть геометрическая прогрессия с положительным знаменателем 

1q . Следовательно, этот ряд сходится. Члены ряда (1) не больше соответст-

вующих членов ряда (2). На основании первого признака сравнения приходим к 

выводу, что ряд (1) сходится. 

2) Если при любом n  выполняется неравенство ,1n
na  то  

;11 a  

12 a  или 12 a ; 

13
3 a  или 13 a ; 

  

1n
na  или 1na . 

Ряд расходится, так как не выполняется необходимый признак сходимо-

сти ряда. 

Теорема 2 (предельный признак Коши). Если для ряда с положительными 

членами 

  naaa 21       (1) 

величина n na  имеет конечный предел l  при n , т.е. 

,lim lan n
n




      (3) 

то: 

1) в случае 1l  ряд сходится;  

2) в случае 1l  ряд расходится; 

3) в случае 1l  требуются дополнительные исследования. 

Доказательство. 

1) Пусть 1l . Рассмотрим число q , удовлетворяющее соотношению 

1 ql . 



 

 

19 

По определению предела и из соотношения (3) имеем: 0 (в том числе 

и lq  )  N , что для всех  Nn   выполняется неравенство 

 lan n  или lqlan n  . 

Из последнего неравенства следует, что  

.qan n   

В силу теоремы 1, т.к. 1q , следует сходимость ряда (1). 

2) Пусть 1l . Тогда из равенства 

lan n
n




lim  

следует, что, начиная с некоторого номера N , т.е. для всех ,Nn   выполняется 

неравенство 

.1 llan n  

Отсюда следует, что  

.1n
na  

По теореме 1 это означает, что исходный ряд расходится. 

 

Пример 1. Исследовать сходимость ряда  















1 12n

n

n

n
. 

Решение. Применим предельный признак Коши: 

.1
2

1

12
lim

12
limlim 















 n

n

n

n
a

n

n

n

n

n
n

n
 

Значит, ряд сходится. 

Пример2. Исследовать на сходимость ряд 
















1

.
1

1
2

1
2

n

n

n n
 

Решение. По предельному признаку Коши 
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1
2

1
1lim

2

11
1

2

1
limlim 





















e

nn
a

n

n

n

n

n
n

n
, 

ряд расходится. 

Пример 3. Как и в признаке Даламбера, случай 

1lim 


n
n

n
a  

требует дополнительных исследований. Среди рядов, удовлетворяющих этому 

условию, могут быть как сходящиеся, так и расходящиеся ряды. 

Так, для гармонического ряда (известно, что он расходится) 

.1
1

limlim 


n

n

n
n

n n
a  

Для ряда 


1
2

1

n n
 также имеет место равенство 

,1
1

limlim
2




n

n

n
n

n n
a  

но он сходится, так как, если отбросим первый член, то члены оставшегося ряда 

будут меньше соответствующих членов сходящегося ряда 

 
.
1

1

1




 n nn
 

Отметим, что во всех случаях, когда признак Даламбера дает ответ на во-

прос о поведении ряда, ответ может быть получен и с помощью признака Ко-

ши. Обратное утверждение неверно: признак Коши сильнее признака Даламбе-

ра. 

Интегральный признак сходимости ряда 

Пусть члены ряда 

  naaa 21      (1) 

положительны и не возрастают, т.е. 

,21   naaa  

и пусть  xf  – такая непрерывная невозрастающая функция, что  

       ,;;2;1 21 nanfafaf     (2) 



 

 

21 

Тогда: 

1) если несобственный интеграл  


1

dxxf  сходится, то сходится и ряд (1); 

2) если этот интеграл расходится, то расходится и ряд (1). 

Доказательство. Изобразим члены ряда геометрически, откладывая по оси 

абсцисс номера 1,,,2,1 nn  членов ряда, а по оси ординат – значения членов 

ряда .,,,, 121 nn aaaa   

На этом же чертеже построим график непрерывной невозрастающей 

функции  xfy  , удовлетворяющей условию (2). 

 

Найдем  площади построенных ступенчатых фигур. Площадь ступенча-

той фигуры над графиком функции  xfy   равна сумме площадей прямо-

угольников, у которых основания равны 1, и высоты na . Сумма площадей этих 

n  прямоугольников равна сумме ns первых n членов ряда. Площадь области, 

ограниченной кривой  xfy   и прямыми ;0;1;1  ynxx  равна 

 
1

1

.
n

dxxf  Следовательно, 

 



1

1

.
n

n dxxfs        (3) 

Площадь ступенчатой фигуры, содержащейся внутри криволинейной фи-

гуры, равна сумме площадей прямоугольников с основаниями 1 и высотами 

,,,, 132 naaa   т.е. равна .11 asn   Следовательно,  

0         1       2               n    n+1           x 

1a  

2a  

na  

y  

1na  

 xfy   
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 


 
1

1

11

n

n dxxfas , 

  1

1

1

1 adxxfs
n

n  


 .     (4) 

1) Пусть  


1

dxxf  сходится, т.е. имеет конечное значение. 

 Так как  

   



1

1

1

,dxxfdxxf
n

 

то в силу неравенства (4) 

  .
1

11 


  adxxfss nn  

Значит, ns  ограничена при любом n . При возрастании n  частичная сумма 

возрастает, так как члены ряда положительны. Следовательно, существует ко-

нечный предел 

,lim ssn
n




 

т.е. ряд (1) сходится. 

2) Если несобственный интеграл  


1

dxxf  расходится, то  
1

1

n

dxxf  неогра-

ниченно возрастает при возрастании n. 

В силу неравенства (3) ns  также неограниченно возрастает при n , 

т.е. ряд (1) расходится. 

Замечание. Теорема остается справедливой, если условия 

  naaa 21  выполняются, начиная с некоторого N . 

Пример. Исследовать сходимость ряда 0,
1

1






p
nn
p

. 

Решение. Применим интегральный признак, положив  
px

xf
1

 . 

Все условия теоремы выполнены. Рассмотрим интеграл 
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 

























b

pp

p

b
b
x

pb
p

b
x
p

x

dx

1

11

1.pприln
1

ln

;1при1
1

1

11

1

 

Устремим b  к бесконечности, выясним, сходится ли несобственный инте-

грал, а вместе с ним и ряд, при различных p . 

1) Если 1p , то 
px

dx
p 




1

1

1

, т.е. интеграл сходится, и, следовательно, ряд 

сходится. 

2) Если 1p , то 


1

px

dx
, следовательно, и ряд расходится. 

3) При 1p  


1
x

dx
 расходится, ряд также расходится. 

§ 3. Знакопеременные ряды 

Определение. Ряд называется знакопеременным, если среди его членов 

имеются как положительные, так и отрицательные члены. 

Теорема 1. Достаточный признак сходимости знакопеременного ряда. 

Если знакопеременный ряд 

  nuuu 21      (1) 

удовлетворяет условию, что ряд, составленный из абсолютных величин его 

членов 

,21   nuuu      (2) 

сходится, то и данный ряд также сходится. 

Доказательство. Обозначим через ns  и n  частичные суммы n  первых 

членов ряда (1) и (2). 

Пусть ns  – сумма всех положительных, ns   – сумма абсолютных величин 

всех отрицательных членов среди первых n  членов данного ряда (1), тогда 

.; nnnnnn sssss    
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По условию, так как ряд (2) сходится, n имеет предел  . Последова-

тельности nn ss  ,  являются возрастающими последовательностями, очевидно, 

меньшими  . Следовательно, они имеют пределы s  и s  . 

Из соотношения nnn sss   следует, что ns  имеет предел, равный ss  , 

т.е. знакопеременный ряд (1) сходится. 

Определение. Знакопеременный ряд 

  nuuu 21      (1) 

называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный  из абсо-

лютных величин его членов 

  nuuu 21      (2) 

Если же знакопеременный ряд (1) сходится, а ряд (2) расходится, то дан-

ный ряд (1) называется условно или неабсолютно сходящимся. 

С помощью понятия  абсолютной сходимости теорему 1 можно сформу-

лировать следующим образом: любой абсолютно сходящийся ряд есть ряд схо-

дящийся. 

Для исследования на абсолютную сходимость ряда (1) можно использо-

вать для ряда (2) известные признаки сходимости положительных рядов. В ча-

стности, ряд (1) сходится абсолютно, если 

1lim 1 


n

n

n u

u
  или  1lim 



n
n

n
u ,  

В общем случае из расходимости ряда (2) не следует расходимость ряда (1). Но, 

если 

1lim 1 


n

n

n u

u
  или  1lim 



n
n

n
u  

то расходится не только ряд (2) но и ряд (1). 

Пример 1. Исследовать сходимость ряда 



,

sin

1
2



n n

n
– любое число. 

Решение. Рассмотрим ряд из абсолютных величин 
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.
sin

1
2



n n

n
 

Так как 
22

1sin

nn

n



 при любом n , а ряд 



1
2

1

n n
 сходится, то сходится и 

ряд 


1
2

sin

n n

n
. Следовательно, данный знакопеременный ряд сходится абсо-

лютно. 

Отметим без доказательства свойства абсолютно и условно сходящихся 

рядов. 

Теорема2. Если ряд 


1n

nu  сходится абсолютно, то ряд, полученный при 

любой перестановке его членов, также абсолютно сходится и имеет ту же сум-

му, что и первоначальный ряд. 

Теорема3. Если ряд 


1n

nu  сходится условно, то в результате перестановки 

его членов можно получить ряд, сумма которого равна любому наперед задан-

ному числу. Более того, можно так переставить члены условно сходящегося ря-

да, что полученный ряд окажется расходящимся. 

 

§ 4. Знакочередующиеся ряды 

Рассмотрим теперь ряды, члены которых имеют чередующиеся знаки, т.е. 

ряды вида 

  ,1
1

4321  


n

n
uuuuu  

где  ,2,10  nun . 

Знакочередующиеся ряды являются частным случаем знакопеременных 

рядов. 

Теорема Лейбница 

Знакочередующийся ряд 

   01
1

4321 


nn

n
uuuuuu     (1) 
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сходится, если абсолютные величины его членов не возрастают, а общий член 

стремится к нулю, т.е. если выполняются следующие два условия: 

1)   nuuu 21  ,         (2) 

2) 0lim 


n
n

u .           (3) 

Доказательство. Частичную сумму четного порядка ms2  первых m2  чле-

нов ряда (1) можно записать в виде: 

      .21243212 mmm uuuuuus    

Из условия (2) следует, что выражение в каждой скобке есть неотрица-

тельное число. Значит, сумма ms2  неотрицательна и с возрастанием m  не убы-

вает. 

Перепишем ms2  так: 

      mmmm uuuuuuuus 21222543212   . 

Так как каждая из скобок неотрицательна, то, следовательно .12 us m   

Итак, ms2  при возрастании m  не убывает и ограничена сверху. Значит, 

существует конечный предел  

.lim 2 ss m
m




 

Мы доказали, что последовательность четных частичных сумм имеет 

предел, равный s . Покажем, что частичные суммы нечетного порядка также 

стремятся к пределу s . 

Частичная сумма 12 m  первых членов ряда равна 

.12212   mmm uss  

По условию (3) теоремы, 0lim 12 


m
m

u , поэтому 

.limlimlimlim 212212 ssuss m
m

m
m

m
m

m
m










 

Доказано, что ssn
n




lim  как при четном, так и при нечетном n . Значит, 

ряд (1) сходится. 

Замечание 1. Теорема Лейбница остается справедливой, если неравенства 

(2) выполняются начиная с некоторого номера N . 
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Замечание 2. При доказательстве теоремы мы видели, что четные частич-

ные суммы ms2  приближаются к сумме s ряда не убывая. 

Написав 12 ms  в виде 

   ,122232112   mmm uuuuus   

легко установить, что нечетные частичные суммы стремятся к s  не возрастая. 

Таким образом,  

122  mm sss . 

В частности, 

10 us  . 

Замечание 3. Дадим оценку для n -остаточного ряда рассматриваемого 

ряда. 

Нетрудно видеть, что 

     3211 nnn

n

n uuuR . 

Таким образом, остаток ряда лейбницевского типа имеет знак своего пер-

вого члена и не больше его по абсолютной величине. Ошибка, совершаемая при 

замене s  на ns , не превосходит по абсолютной величине первого из отброшен-

ных членов. 

Замечание 4. 1) Для сходимости знакочередующегося ряда не достаточно, 

чтобы его общий член стремился к нулю. Признак Лейбница утверждает лишь, 

что знакочередующийся ряд  сходится, если абсолютная величина общего чле-

на ряда стремится к нулю монотонно. 

Так, например, ряд 

 
nn 3

11

3

1

3

1

2

1

3

1
1

2
 

расходится, несмотря на то, что его общий член стремится к нулю. 

Действительно, nnn sss 2 , где 

n
sn

1

3

1

2

1
1   , 
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









nns
3

1

3

1

3

1

3

1
32
 , 

причем 



n

n
slim  ( ns  – частичная сумма гармонического ряда); 

n
n

s 


lim  существует и конечен ( ns  – частичная сумма сходящейся геомет-

рической прогрессии). 

Следовательно, .lim 2 


n
n

s  

2) Для сходимости знакочередующегося ряда выполнение признака Лейбни-

ца не необходимо: знакочередующийся ряд может сходиться, если абсолютная 

величина его общего члена стремится к нулю не монотонно. 

Например, ряд 

   
 




23232
2

1

12

1

4

1

3

1

2

1
1

nn
 

сходится абсолютно, но признак Лейбница не выполнен: абсолютная величина 

общего члена ряда стремится к нулю, но не монотонно. 

Пример 1. Знакочередующийся ряд 


4

1

3

1

2

1
1  

является условно сходящимся, так как ряд, составленный из абсолютных вели-

чин, есть гармонический ряд, который расходится. Сам же ряд согласно при-

знаку Лейбница сходится, так как 

1) 
1

11



nn

 при любом n , 

2) 0
1

lim 
 nn

. 

Пример 2. Исследовать сходимость ряда 

  .
10

1
11

1

1
















n
n

n
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Решение.  

1)Первое условие в теореме Лейбница выполняется, т.к.  001,101,11,1 ; 

2) 01
10

1
1limlim 










 nn
n

n
u . 

Ряд расходится, т.к. не выполняется необходимый признак сходимости ряда. 

 

§ 5. Ряды с комплексными членами 

Определение1. Рассмотрим последовательность комплексных чисел 

,,, 21 zz  где  ,2,1 nibaz nnn . Комплексное число biac   называется 

пределом последовательности ,,, 21 zz  если для любого сколь угодно малого 

числа 0  найдется такой номер  N , что все значения nz  с номерами 

Nn   удовлетворяют неравенству  czn . 

Пишем в этом случае: czn
n




lim . 

Необходимое и достаточное условие существования предела последова-

тельности комплексных чисел состоит в следующем: число ibac   является 

пределом последовательности комплексных чисел  

 ,,,, 2211 nn ibaibaiba   

тогда и только тогда, когда .lim;lim bbaa n
n

n
n




 

Определение 2. Ряд 

,21   nzzz  

членами которого являются комплексные числа, называется сходящимся, если 

частичная сумма ряда ns  при n  имеет конечный предел. В противном слу-

чае ряд называется расходящимся. 

Так же как и для рядов с вещественными членами, легко установить сле-

дующие теоремы. 

1. Сходимость ряда не изменится, если отбросить конечное число его на-

чальных членов или присоединить в начале его несколько членов. 

2. Остаток сходящегося ряда стремится к нулю при n . 
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3. Общий член nz  сходящегося ряда 


1n

nz  стремится к нулю при n . 

4. Если все члены сходящегося ряда умножить на одно и тоже число, то но-

вый ряд будет сходиться, а его сумма будет равна сумме данного ряда, умно-

женной на это же число. 

5. Если сходятся ряды 


1n

nz  и 


1n

nw  и их суммы равны 1s  и 2s , то сходятся и 

ряды  





1n

nn wz  и их суммы равны 21 ss  . 

Исследование сходимости ряда с комплексными членами можно свести к 

исследованию сходимости двух рядов с вещественными членами на основании 

следующей теоремы. 

Теорема. Для сходимости ряда  




1

,
n

nz  где nnn ibaz       (1) 

необходимо и достаточно, чтобы сходились ряды 







1

21

n

n aaa ,     (2) 







1

21

n

n bbb       (3) 

Если суммой ряда (2) является число s , а суммой ряда (3) число s  , то 

суммой ряда (1) служит комплексное число siss  . 

Действительно, nnn siss  , где  

nn aaas  21 ; nn bbbs  21 ,  

и теорема следует из теоремы о пределе последовательности комплексных чи-

сел. 

Теорема. Если сходится ряд ,
1




n

nz  составленный из модулей членов ряда 




1n

nz , то и данный ряд 


1n

nz  сходится. 
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Доказательство. Имеем  

nnnn zbaa  22 ; nnnn zbab  22 . 

По признаку сравнения заключаем, что ряды 


1n

na  и 


1n

nb  сходятся. Но 

тогда сходятся ряды 


1n

na  и 


1n

nb , следовательно, и ряд .
1




n

nz  Теорема доказа-

на. 

Определение. Если сходится не только ряд 


1n

nz , но и ряд 


1n

nz , то дан-

ный ряд называется абсолютно сходящимся. 

Определение. Если ряд 


1n

nz  сходится, а ряд 


1n

nz  расходится, то дан-

ный ряд называется условно или неабсолютно сходящимся. 

Для исследования на сходимость ряда 


1n

nz  используются признаки схо-

димости положительных рядов. 
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Приложение  

 

Задание 1. Найти сумму ряда. 

1.1 






1 6

23

n
n

nn

 1.2 


 1
2 94

6

n n
 

1.3 


 1
2 5129

6

n nn
 1.4 



 2
2 5129

24

n nn
 

1.5 


 1
2 15816

8

n nn
 1.6 



 1
2 12749

7

n nn
 

1.7 


 0
2 384

2

n nn
 1.8 

  


 1 5212

1

n nn
 

1.9 






1 2

12

n
n

n
 1.10 



 1
2 869

6

n nn
 

1.11 


 1
2 6525

5

n nn
 1.12 



 1
2 344

4

n nn
 

1.13 


 2
2 2

1

n nn
 1.14 







1 5

32

n
n

nn

 

1.15 





0
3 12

1

n
n

 1.16 


 1
2 52436

6

n nn
 

1.17 


 1
2 351236

12

n nn
 1.18 

 



 



1
2

43

62

n
n

nn

 

1.19 


 1
2 2039

9

n nn
 1.20 



 1
2 6525

5

n nn
 

1.21 


 1
2 15816

8

n nn
 1.22 



 1
2 8219

9

n nn
 

1.23 
 




 



1
22 1

12

n nn

n
 1.24 







1 6

23

n
n

nn

 

1.25 


 1
2 63549

7

n nn
 1.26 



 1
2 239

3

n nn
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1.27 






1 10

52

n
n

nn

 1.28 


 1
2 351236

12

n nn
 

1.29 


 1
2 12749

7

n nn
 1.30 



 1
2 239

3

n nn
 

 

Задание 2. Найти сумму ряда. 

2.1 
   



 1 321212

1

n nnn
 2.2 

  


 



3 21

54

n nnn

n
 

2.3 
  




 



2 21

23

n nnn

n
 2.4 

  


 



3 21

2

n nnn

n
 

2.5 
  



 



3 21

25

n nnn

n
 2.6 

 


 3
2 4

1

n nn
 

2.7 
  



 



3
2 12

5

n nn

n
 2.8 

  


 1 21

2

n nnn
 

2.9 
  



 



1 13

3

n nnn

n
 2.10 

  


 



1 21

23

n nnn

n
 

2.11 
  



 



3
2 12

5

n nn

n
 2.12 

   



 1
22
1212

1

n nn
 

2.13 

n

n m

m












 

0

1
 2.14 

   



 



2 11

13

n nnn

n
 

2.15 
 



 



3
2 1

53

n nn

n
 2.16 

 



 



1
22 1

12

n nn

n
 

2.17 
  



 



1 23

6

n nnn

n
 2.18 

  


 



1 21

43

n nnn

n
 

2.19 
  




 



3
2 21

24

n nn

n
 2.20 

  


 



1 31

35

n nnn

n
 

2.21 
  



 1 32

1

n nnn
 2.22 

 


 



3
2 1

13

n nn

n
 

2.23 
  



 1 21

1

n nnn
 2.24 

  


 1 31

1

n nnn
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2.25 
  



 



1 21

13

n nnn

n
 2.26 

  


 



1 11

2

n nnn

n
 

2.27 
  



 



1 21

4

n nnn

n
 2.28 

  


 



1 21

2

n nnn

n
 

2.29 
  



 



1 31

1

n nnn

n
 2.30 

  


 3 21

4

n nnn
 

 

Задание 3. Доказать расходимость ряда, используя необходимое условие 

сходимости. 

3.1 


 



1
2

2

1107

723

n nn

nn
 3.2 



 



1
43

45

741

146

n nn

nn
 

3.3 
   

 



 



1
30

2010

12

2312

n n

nn
 3.4 



 



1
3 2

5 4

24

1

n nn

nn
 

3.5 


 



1
7 37 5

9 59 7

1

1

n nn

nn
 3.6 

     

 



 



1
5
12

54321

n n

nnnnn
 

3.7 


 



0
2 122

431

n
nn

nn

 3.8 


 



1
35

26

335

126

n nn

nn
 

3.9 


 



1
3

3

1

2

n nn

nn
 3.10 







1

12

8

353

n
n

nn

 

3.11 


 



1
3 2

4 3

2

1

n nn

nn
 3.12 

   



 



1
3 14

321

n n

nnn
 

3.13 
   

 



 



1
50

3020

12

2332

n n

nn
 3.14 



 



1
3 4

2

12

35

n nnn

n
 

3.15 


 



1
3 2

37 5

12

11

n n

nn
 3.16 

    



 



1
431

1413121

n n

nnnnn
 

3.17 
  




 



1
4

22

12

43

n n

nn
 3.18 



 



1
74

64

12

23

n nn

nn
 

3.19 







1
1

1

7

735

n
n

nn

 3.20 







1
12

1

3

510

n
n

nn
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3.21 


 



1
3

3

12

12

n n

n
 3.22 



 



1 1232

321

n
nn

nn

 

3.23 


 



1 53

72

n
nn

nn

 3.24 
    




 



1
4 14

7531

n n

nnnn
 

3.25 


 



1
7 510 7

911 8

1

1
7

n nn

nn
 3.26 








1
12

11

4

7513

n
n

n

 

3.27 


 



1
7

2

7ln2

72ln

n n

n
 3.28 



 



1
3 2

4 3

32

3

n nn

nn
 

3.29 


 



1
4 3

6 2

13

23

n nn

nn
 3.30 








1
13

5342

n
n

nn

 

 

Задание 4. Доказать расходимость ряда, используя необходимое условие 

сходимости. 

4.1 


1 ln

1
sinln

n n
n  4.2 



 1 103

1
arcsin

n n
n  

4.3   





1

11
n

n
n  4.4  



 




1
2

2

12

432
1

n

n

n

nn
 

4.5 

13

1 32

12




 











n

n n

n
 4.6  

 









1

2

1

1
n

nn

 

4.7  





1 10

1
sin12

n n
n  4.8  



 


1 1

1
arctg1

n n
n  

4.9 





1

3

3

3
sin

2
sin

n

n
n

n
 4.10  



 


1
3

3
3

52

2
ln1

n n

n
n  

4.11  





2 ln

1
sin1ln

n n
n  4.12  






1

1arccos
n

n
 

4.13 
2

cos
1

1

1

n

n

n

n





 


 4.14  



 




1 45

35
1

n
nn

nn
n

 

4.15  


 




1 13

13
1

n
n

n
n

 4.16 


1 2
sin

n

n
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4.17  
















1 13

1
1ln2

n n
n  4.18 



2 ln

1
arcsinln

n n
n  

4.19 


 



1 2
sin
12

12

n

n

n

n 
 4.20  








1

13
n

n
n

 

4.21 
















1 6
cos

10
1

n

n

n

n 
 4.22    






1

2

2 0tg1
n n
n 


 

4.23  







1
2

2
2 1

ln1
n n

n
n  4.24 

















1 2
cos
1

1
n

n

n

n 
 

4.25  


 




1 35

35
1

n
nn

nn
n

 
4.26 



 1 23

2
sin3

n
nn

n n

 

4.27 


















1 2
sin
2

1
1

n

n

n

n 
 4.28  



 


1
2

2

1

1
arcsin1

n n
n  

4.29  


 




1 47

13
1

n

n

n

n
 4.30 




















1

2

12

35

n

n

n

n
 

 

Задание 5. Исследовать на сходимость сравнением с геометрической про-

грессией. 

5.1 
 








1

2 2arctg

n
n

nn


 5.2 

 








1
13532

12

n
nn

n
 

5.3 


 1 37

6

n
n

n

n
 5.4 

 












1
13

12

532

33

n
n

n

n
 

5.5 






1

12

35

2

n
nn

n

 5.6 











1
1

12

610

53

n
n

n

 

5.7 


 1 ln2

1
arcsin

n
n n

n  
5.8 

 



 1

212 25

3

n
n

n

n
 

5.9 


 



1
2

2

14

23

n
n

n

n

n
 

5.10 


 



1 3

32

2
arccos

n
n n

n  
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5.11 











1
1

1

26

310

n
nn

nn

 5.12 


 



1
2

2

103

105

n
n

n

n

n
 

5.13 
 




 



1
2

2

3

1arctg

n
n n

nn
 5.14 






1
1

2

4

sin

n
n

n
 

5.15 
 

 










1
1

31

12arctg

n
n

n
 5.16 












1
1

1

26

37

n
nn

nn

 

5.17 
  




 



1
2

2

1,01

32

n
n

n

n
 

5.18 







1
3

2

7

3
cos

n
n

n



 

5.19 
 

 



 



1 21

13arctg

n
n

n
 5.20 

 








1
1

2

5

sin473

n
n

n n
 

5.21 


 



1
2

2

46

45

n
n

n

n

n
 5.22 

 







1 2,0

2sin35

n
n

n
 

5.23 







1
22

3cos2

n
n

n
 

5.24 
 















1
4

2

4
5

sin3

n

n

 

5.25 
 







 

1
1

1

5

1ln2

n
n

n n
 5.26 



 



1
22 310

310

n
nn

nn

 

5.27 
 





 1
12 1ln3

1

n
n n

 5.28 
 




 



1
2

2

14

32

n

n

n

n
 

5.29 


 



1
2

22

303

52

n
n

n

n

n
 5.30 

 


 1
22 1ln5

7

n
n n

 

 

Задание 6. Исследовать на сходимость сравнением с обобщенным гармо-

ническим рядом. 
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Задание 7. Исследовать на сходимость, используя известные эквивалент-

ности. 
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Задание 8. Исследовать на сходимость с помощью признака Даламбера. 

8.1 
 
 



 



1 521197

23741

n n

n




 8.2 

 



1
2
!n

n

n

n
 

8.3 
 



 



1 !12

!9,0

n

n

n

n
 8.4 

 


1 !2

!210

n

n

n

n
 

8.5 
 
 



 



1 1432

561371

n n

n




 8.6 



 1

3

23

!

n
n

nn
 

8.7 
 
 




 



1 243

!12

n
nn

n
 8.8 

 






1
1

2,0!n
n

n

n

n
 

8.9 
 

  



 1

2

!213

!

n
n n

n
 8.10 

 
 



 



1 13852

12753

n n

n




 

8.11 
 



 1

2

!12

5

n

n

n
 8.12 

 
 




 



1 253

!22

n
nn

n
 

8.13 
 
 



 



1 23741

34951

n n

n




 8.14 

 



 



1 !12

1

n
n n

n
 

8.15 






1

!3

n
n

n

n

n
 8.16 

 
 




 



1 !13

!12

n
n n

n
 

8.17 
 



 1

3

!4n n

n
 8.18 

 
 



 



1 351272

12531

n n

n




 

8.19 
 




1

2

2

2

!

n
n

n
 8.20 

 



 1 5!2

4

n
n

n

n
 

8.21 
 








1

2

!

16

n

n

n

n
 8.22 







1

1 !2

n
n

n

n

n
 



 

 

41 

8.23 
 
 



 



1 32975

3654

n n

n




 8.24 

 
 











1

31

!1

13

n

n

n

n
 

8.25 
 
 




 1 35

!2

n
n n

n
 8.26 

 
 



 



1 3963

!2

n n

n


 

8.27 
 




 1

7

!3n
n ne

n
 8.28 

 
 



 



1 141173

13852

n n

n




 

8.29 
 
 



 



1 !32

!13

n n

n
 8.30 

 
 



 



1 131041

!12

n n

n


 

 

Задание 9. Исследовать на сходимость с помощью радикального признака 

Коши. 
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Задание 10. Используя интегральный признак исследовать ряд на сходи-

мость. 
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Задание 11. Исследовать на сходимость ряд. 
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Задание 12. Вычислить сумму ряда с точностью  . 
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Задание 13. Исследовать сходимость рядов с комплексными членами. 
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