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The method of synthesis of binary sequences with composed period and prescribed limitation on the main parameters: period, 
autocorrelation function, power of balance is proposed. 
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1. Введение 

Дискретно-кодированные последовательности 
с хорошими автокорреляционными свойствами ши-
роко используются в различных областях, например в 
радиолокации, гидролокации, связи и т.д. [1]. В [2] 
была предложена методика синтеза дискретно-
кодированных последовательностей, сформирован-
ных на основе классов степенных вычетов, с задан-
ными ограничениями на основные параметры. Ее эф-
фективность подтверждена многочисленными приме-
рами синтеза. Главным недостатком методики, за-
ключающейся в комплексном использовании теории 
спектров разностей классов вычетов и циклотомиче-
ских чисел, является то, что она применима лишь для 
синтеза последовательностей с простым периодом. В 
[3] вышеупомянутая методика была обобщена на 
случай синтеза двоичных последовательностей (ДП) с 
периодом KP , где Р — простое число, а К — нату-
ральное число, взаимно простое с Р.  

Цель настоящей статьи заключается в разра-
ботке метода синтеза бинарных последовательностей 
(БП) с составным периодом KP  и заданными огра-
ничениями на основные параметры. Рассматриваемые 
последовательности формируются на основе классов 
степенных вычетов.  

2. Конструирование БП с составным периодом 
KP  на основе классов степенных вычетов 

Рассмотрим БП с периодом KP , сформиро-
ванную из К БП 10 ,..., −KXX  периода P: 

1,0,1,0},{ , −=−== PgKfxX gff  по правилу ко-
дирования (ПК): 
 

PiKii xz ,=  (1) 

где Ki  — наименьший положительный вычет цело-
го числа i  по модулю K.  

Пусть )τ(λ),τ(λ ZX f
 — периодические авто-

корреляционные функции (ПАКФ) БП fX и Z , а 

)τ(, hf XXr  — периодические взаимно корреляционные 
функции (ПВКФ) пары последовательностей 

hf XX , , 1,0, −= Khf , здесь τ  — целое число.  
Теорема 1. Если БП Z  сформирована по ПК 

(1), то ее ПАКФ  
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Доказательство. Рассмотрим двоичные после-

довательности 
2

1+= ZY  и 1,0,
2

1
−=

+
= Kf

X
Y f

f , 

тогда последовательности ,Y  fY  так же, как и fXZ ,  
удовлетворяют соотношению (1). Для ПАКФ ДП и БП 
последовательностей справедливы соотношения [4]: 

( ) ( ) .)τ(λ4)τ(λ  ,)τ(λ4)τ(λ PRKPR
fff XXYZZY +−=+−=  (2) 

Для двоичных последовательностей теорема 1 
была доказана в [3]. Воспользовавшись формулой (2), 
убеждаемся в справедливости теоремы 1 и для БП. 

Следствие 1.1. Если 2=K , то 
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Аналогичная теорема справедлива и для ПВКФ 
пар БП 1Z  и 2Z , сформированных по ПК (1).  

Таким образом, предложенное ПК формирует 
БП с периодом KP, ПАКФ которых, а также ПВКФ 
пары БП определяются ПАКФ и ПВКФ БП периода 
P, что позволяет использовать для синтеза БП разно-
образные и многочисленные результаты, полученные 
ранее, а также эффективную методику анализа и син-
теза последовательностей с заданными ограничения-
ми на основные параметры [2].  

Далее, будем рассматривать только БП 
1,0, −= KfX f , сформированные по обобщенному  

ПК [5]: 
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Здесь 1+= dRP , где Rd ,  — натуральные чис-

ла; }1,0ν,θ{ ν −== + RH dm
m  — класс степенных вы-

четов с номером m, ;1,0 −= dm , θ  — первообразный 
корень по модулю P; fI  — подмножества индексов m.  

Доказанная теорема 1 и результаты, получен-
ные в [2,6,7], позволяют предложить  обобщенную 
методику синтеза БП с составным периодом КР, со-
стоящую из следующих этапов. 

А) Выбор одной из стратегий синтеза на осно-
ве анализа исходных данных и требований к БП:  

стратегия 1 — синтез осуществляется на осно-
ве известных ПК БП простого периода с требуемой 
ПАКФ или ПВКФ (квазиодноуровневой, квазииде-
альной); 

стратегия 2 — синтез осуществляется аналити-
ческим расчетом или направленным перебором на 
вычислительной машине произвольных БП простого 
периода. 

В) Определение допустимых параметров БП 
простого периода .1,0, −= KfX f  

С) Расчет характеристик последовательностей 
простого периода по методике, предложенной в [2]. 

D) Анализ характеристик БП составного пе-
риода, сопоставление с заданными требованиями.  

Следующий пример служит иллюстрацией ме-
тодики синтеза БП на основе классов степенных вы-
четов.  

3. Пример синтеза БП с квазиидеальной ПАКФ 

Постановка задачи: синтезировать бинарные 
модулирующие последовательности с периодом P2  
на основе классов биквадратичных вычетов для радио-
технических систем связи и передачи информации, 
радиолокации и радионавигации с шумоподобными 
сигналами, фазовой или амплитудно-фазовой манипу-
ляцией и корреляционной обработкой сигналов. Огра-
ничения на характеристики: степень уравновешенно-

сти 1,02 ≤
− −+
P
mm  (здесь −+ mm ,  — число положи-

тельных и число отрицательных символов на периоде 
последовательности), отношение наибольшего бокового 

лепестка к главному лепестку ПАКФ 01,0
2

)τ(λ max ≤
P

X . 

А) Выбор стратегии. 
Согласно условию необходимо синтезировать 

БП с ПАКФ, близкой к идеальной. В связи с этим для 
конструирования БП с периодом P2  воспользуемся 
последовательностями простого периода с квазииде-
альной ПАКФ. Параметры таких последовательно-
стей и их ПВКФ рассчитаны в [6,7].  

В) Определение допустимых параметров БП 
10 , XX .  
Ограничение на степень уравновешенности БП 

1,02 ≤
− −+
P
mm  равносильно неравенству ≤− −+ mm  

4,08,0 +≤ R . Так как БП простого периода формиру-
ются по ПК (3), то из последнего неравенства получа-
ем, что −+ = mm . Таким образом, 4== −+ mm  со-
гласно правилу (1) и условию задачи. 

Если БП обладает квазидеальной ПАКФ, то 
соответствующая двоичная последовательность будет 
иметь квазиодноуровневую ПАКФ. Согласно [3] в 
последнем варианте регулярное ПК существует толь-
ко тогда, когда const=fI . Таким образом, исходя из 

найденных значений −+ mm , , имеем 221 == II . С 
учетом последнего получаем, что с точностью до 
циклического сдвига допустимыми являются три на-
бора параметров: 

};2,0{},1,0{),8(mod1,4 10 ==≡= IIPd  
}.3,0{},2,0{};3,0{},1,0{ 1010 ==== IIII  

C) Расчет рельефов ПАКФ и ПВКФ БП про-
стого периода. 

Если БП 0X  и 1X  с простым периодом сфор-
мированы по ПК (3) при }2,0{},1,0{ 10 == II , то 
имеют место следующие взаимно однозначные соот-
ветствия [6,7]: 

для четного R 
 ),21,21,23,23()(λ

0
yyyynX −+−−+−⇔  (4) 

 );22,2,2,22()(
10 , yxyxyxyxnr XX −−+++−−⇔  (5) 
для нечетного R 

  ),21,21,21,21()(λ
0

yyyynX +−−−+−−−⇔  (6) 

);2,22,22,2()(
10 , yxyxyxyxnr XX −−−+−+++−⇔  (7) 
при любом R 

 )1,3,1,3()(λ
1

−−⇔nX  (8) 
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(знак ⇔  означает, что если ,τ fP H∈  то )τ(λ X  
совпадает с f-ой гармоникой СРКВ [2]).  

Здесь )4(mod1,4 22 ≡+= xyxP , yx,  — целые 
числа. 

D) Анализ характеристик БП составного пе-
риода, сопоставление с заданными требованиями.  

Теорема 2. Если БП 10 , XX  сконструированы 

по ПК (3) при 4=d , 22 4yxP += , },1,0{0 =I  
}2,0{1 =I , то рельеф ПАКФ )τ(λZ  БП Z , сформиро-

ванной по ПК (1), определяется формулами 
1. { ,424 ,42 ,424 ,2)τ(λ yxyxyxZ −−±+−−=  

},22 ,22 ,26 yyy −±−+−  ,12,1τ −= P  если R  четное; 

2. { },2 ,24 ,2 ,2)τ(λ yyZ −−−=  ,12,1τ −= P  если 
R нечетное. 

Доказательство теоремы проведем для четно-
го значения R .    

Если ,2τ n=  то по следствию 1.1 
( ) ( )pXpXZ τλτλ)τ(λ

10
+=  и согласно (4), (8) 

).22 ,22 ,22 ,26()τ(λ yyyyZ −+−−−+−⇔  
Если же ,12τ += n  то ( ) += PXXZ r τ)τ(λ

10 ,  

( ),τ
01, PXXr+  отсюда с учетом (5) и свойств ПВКФ 

получаем, что ,42 ,42 ,424()τ(λ yxyxyxZ −++−−⇔  
)424 yx −−  при P≠τ , а 2)(λ =PZ . 

При нечетном R  теорема следует из формул 
(6), (8).  

Следствие 2.1. Если R  нечетное, то 
y24)τ(λmax +≤  при 12,1τ −= P . 

Воспользовавшись следствием 1.1, рельефами 
ПАКФ и ПВКФ, найденными в [6,7], аналогично тео-
реме 2, получаем два следующих утверждения. 

Теорема 3. Если БП 10 , XX  сконструированы 

по ПК (3) при 4=d , 22 4yxP +=  и },1,0{0 =I  
}3,0{1 =I , то рельеф ПАКФ )τ(λZ  БП Z , сформиро-

ванной по ПК (1), определяется формулами 
1. { },24 ,2 ,24 ,2 ,2 ,6)τ(λ xxxZ −−−−−=  12,1τ −= P , 

если R  четное; 
2. { },2 ,2 ,2)τ(λ xZ ±−=  12,1τ −= P , если R  не-

четное. 
Следствие 3.1. В условиях теоремы 

x24)τ(λmax +≤  при 12,1τ −= P . 
Теорема 4. Если БП 10 , XX  сконструированы 

по ПК (3) при 4=d , 22 4yxP +=  и },2,0{0 =I  
}3,0{1 =I , то для рельефа ПАКФ )τ(λZ  БП Z , сфор-

мированной по ПК (1), справедливы соотношения 
1. {  ,424 ,42 ,424 ,2)τ(λ yxyxyxZ +−±−−−=  

},22 ,22 ,26 yyy +±−−−  12,1τ −= P , если R  четное; 

2. { },2 ,24 ,2 ,2)τ(λ yyZ −+−−=  ,12,1τ −= P  ес-
ли R  нечетное. 

Следствие 4.1. Если R  нечетное, то 
y24)τ(λmax +≤  при 12,1τ −= P . 

Для нечетного R  рельефы ПАКФ БП были оп-
ределены в [8] посредством использования циклото-
мических чисел. Анализ полученных результатов по-
казывает, что регулярное ПК с наиболее плотной сет-
кой периодов БП, удовлетворяющих условиям по-
ставленной задачи, получается при нечетном R , а 
также при четном R  в условиях теоремы 3.  

Таким образом, если }3,0{},1,0{ 10 == II , то 
БП, сформированная по ПК (1), удовлетворяет усло-
виям поставленной задачи для 22 4yxP +=  при 

750,5;500,3;300,1 ≥=≥−=≥= PxPxPx  и т. д., а 
если же }2,0{},1,0{ 10 == II  или }3,0{},2,0{ 10 == II  
— то при 1±=y , ;300≥P 3±=y , 500≥P ; 5±=y , 

750≥P  и т.д. 
Для рассматриваемых БП разность .2−=− −+ mm  

Для того, чтобы получить уравновешенные БП, дос-
таточно поменять знак 0x  в последовательности Z  
(теперь 10 =x ). Последнее условие означает, что БП 

0X  формируется по ПК 

 
⎩
⎨
⎧
−

=∈∈
=

случаях.  ост. в  1
,0,,  если  ,1

)( 0
0

iImHi
iU m  (9) 

При использовании ПК (9) и (3) для БП 0X  и 

1X  значение +m станет равно −m , т. е. БП будет пол-
ностью уравновешенной, при этом ПАКФ новой по-
следовательности изменится на ττ 22)0( xx +=∆ − . 
Если R  четное, то PP τ,τ−  принадлежат одному и 
тому же классу степенных вычетов, следовательно, 

τ4)0( x=∆  при P≠τ , а если R  нечетное, 

42ττ 22)0( ++=∆ xx .  
Для примера рассмотрим вариант, когда 

}3,0{},1,0{ 10 == II . Согласно теореме 3 будет спра-
ведлива следующая  

Лемма 1. Если БП 0X  сформирована по ПК (9) 
при }1,0{0 =I , БП 1X  по ПК (3) при }3,0{1 =I , то для 
уравновешенной БП, сконструированной по ПК (1), 
рельеф ПАКФ { }xxxZ 24,2 ,24 ,2 ,2 ,6)τ(λ +−+−−−= , 

если R  четное и { }xZ 2 ,2 ,2)τ(λ ±−= , 12,1τ −= P . 
Сравнение рельефов ПАКФ БП, удовлетво-

ряющих условиям теоремы 3 и леммы 1, показывает, 
что при нечетном R  рельеф не изменился, а при чет-
ном R  существенных различий между рельефами 

нет, и при 12,1τ −= P  абсолютная величина наи-
большего бокового лепестка ПАКФ x24)τ(λmax +=  
в обоих вариантах. 

4. Заключение 

Предложен метод синтеза бинарных последо-
вательностей с составным периодом KP , удовлетво-
ряющих заданным ограничениям на основные пара-
метры. Последовательности формируются на основе 
классов степенных вычетов. Определены достаточ-
ные условия существования бинарных последова-
тельностей с квазиидеальной ПАКФ и периодом P2 . 
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