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First order differential equation 0)()( =′ ++ xByxAyy kn  with definite condition imposed on the functions )(xA  and )(xB  is 
considered. The algorithms for integration of the above equation for some n and k are given. 
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Введение 

Как известно, интегрирование многих диффе-
ренциальных уравнений, даже первого порядка, свя-
зано с определенными трудностями. Часто эти про-
блемы носят принципиальный характер, и конкретное 
уравнение вообще не интегрируется в квадратурах. 
Поэтому задача классификации с дальнейшим указа-
нием метода решения является одной из важнейших в 
теории дифференциальных уравнений. 

Данная работа представляет собой  продолже-
ние работ [1,2], в которых рассмотрены дифференци-
альные уравнения первого порядка вида 
 0)()( =++′ xByxAyy kn , (1) 

где n и k — действительные константы, а коэффици-
енты )(xA  и )(xB  связаны соотношением 

 ( ) ,)()()( 1+−∫= kn
k

dxxAxsAxB  0const, ≠= ss . (2) 

Заметим, что при 0=s  интегрирование уравнения 
тривиально. Преобразуем (1), представив коэффици-
енты )(xA  и )(xB  через новые функции:  

 

.))(()()(

const;где,)()(  );()(

1+−+⋅′=

=+=′= ∫
kn
k

qxfxfsxB

qqxfdxxAxfxA
 (3) 

Тогда уравнение (1) запишется в виде  

 .0))()(()( 1 =+′+′+′ +−kn
k

kn qxfxfsyxfyy  (4) 
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Уравнение (4) представляет новый класс диф-
ференциальных уравнений первого порядка, пересе-
кающийся с другими известными классами в зависи-
мости от конкретных n и k. 

Наиболее простым для решения является слу-
чай kn = . Методика интегрирования уравнения типа 
(4) при 1== kn  (уравнения Абеля второго рода) 
представлена в [3]. Заметим, что при 1−== kn  урав-
нение (1) элементарно сводится к линейному уравне-
нию и интегрируется вне зависимости от соотноше-
ния коэффициентов (2). В предлагаемой работе рас-
смотрены три подкласса уравнения (4): при 

2−== kn  (уравнение Риккати), 2
1−== kn  и 

2
1== kn . Приведены алгоритмы интегрирования 

дифференциальных уравнений и указаны соответст-
вующие структуры решений, определяемые принад-
лежностью числового коэффициента s  некоторым 
множествам. Разобраны конкретные примеры. 

Основные результаты 

I. Рассмотрим уравнение (4) при 2−== kn :  

 .0
)(

2
2 =′+

+

′
+′ fy

qf
fsy  (5) 

Уравнения вида (5) относятся к классу уравнений 
Риккати 

)()()( 2 xRyxQyxPy ++=′ . 
При этом, как известно, с помощью некоторого пре-
образования (см., напр., [4]) всегда можно избавиться 
от коэффициента при искомой функции. К такому 
типу преобразованного уравнения и относится урав-
нение (5).  

Согласно общей теории [1] замена переменной 
)( qfuy +=  приводит уравнение (5) к уравнению с 

разделяющимися переменными относительно новой 
искомой функции u  и независимой переменной x . 
Осуществив указанную замену, приходим к соотно-
шению 

 ( ).ln
12 qfC

usu
du +−=

++∫  (6) 

Дальнейший ход решения зависит от корней трех-
члена ,12 ++ usu  т. е. полностью определяется чис-
лом s, формирующим значение дискриминанта 

.41 sD −=  При 0≥D  корни квадратного трехчлена 
имеют вид 

 .
2

411,
2

411
21 s

su
s

su −+−=−−−=  (7) 

Рассмотрим три возможных случая. 

а) 4
1=s  (кратный корень 221 −== uu ). 

Разрешаем уравнение (6). После ряда преобразова-
ний, возвращаясь к старой переменной, получаем 
общее решение 

 
⎢
⎢

⎣

⎡

+=

+−
+
+

=

).(2

),(2
)ln(

)(4

qfy

qf
qfC

qfy
 (8) 

б) )4
1;0()0;( ∪−∞∈s . Два действительных 

различных корня  21,uu . 
Вычисление интеграла в (6), преобразование полу-
ченного выражения и возвращение к переменной y 
приводят к общему решению 
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⎣
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41
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+=
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 (9) 

где постоянные 21, uu  вычисляются согласно (7). 

в) 4
1>s  (нет действительных корней). 

Из (6) следует общее решение уравнения (5) 

 ( ) .1ln2
14142 ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−+−= qfCstgss

qfy  (10) 

Таким образом, соотношения (8)-(10) в зави-
симости от параметра s представляют общее решение 
уравнения Риккати вида (5). 

II .Рассмотрим уравнение (4) при 2
1−== kn :  

 0=′+
+

′
+′ fy

qf
fsy .  (11) 

Вновь воспользуемся результатами [1], соглас-
но которым замена переменной )( qfuy +=  перево-
дит уравнение (11) в уравнение с разделяющимися 
переменными 

 ( ).ln
1

qfC
usu

du +−=
++∫   (12) 

Осуществляя замену переменной tu = , приходим к 
соотношению 

 ( ).ln
1

2
2 qfC

tst
dtt

+−=
++∫   (13) 

Решение (13) зависит от корней трехчлена :)1( 2 ++ tst  

 ,2
4,2

4 2

2

2

1
−+−=−−−= sstsst   (14) 

следовательно, определяется числом s. Рассмотрим 
все возможные случаи. 

а) 2=s  (кратный корень 121 −== tt ). 
Решение уравнения приводит к общему интегралу 

 ( ).ln2ln2 qfC
qfy

qf
qf

qfy +−=
++

++
+

++  (15) 

б) 2−=s  (кратный корень 121 == tt ). 
Решение уравнения приводит к общему интегралу 

 
( )

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=

+−=
+−

+
−

+

+−

.

,ln2ln2

qfy

qfC
qfy

qf
qf

qfy
 (16) 

в) 2>s  Два действительных различных корня 

21, tt , определяемых (14). 
В итоге интегрирования (13) и дальнейших преобра-
зований получаем общий интеграл вида  
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г) 2<s  (нет действительных корней). 
Общий интеграл исходного уравнения (11) имеет вид 

=
−

+
+

−
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

+ 22 4

2
arctg

4

21ln
s

s
qf

y

s

s
qf
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qf

y  

( ).ln qfC +−=  (18) 
Таким образом, соотношения (15)-(18) в зависимости 
от параметра s представляют общий интеграл уравне-
ния (11). 

III. При 2
1== kn  дифференциальное уравне-

ние (4) имеет вид 

 ,0)( 2
1

2
1

=′++′+′
−

fyqffsy   (19) 
где ).(  ),( xyyxff ==  Согласно [1] замена 

)( qfuy +=  переводит уравнение (19) в уравнение с 
разделяющимися переменными относительно аргу-
мента x  и новой искомой функции )(xuu = . Дейст-
вительно, произведя указанную замену искомой 
функции, получим 

,0)1()( 2
1

=++′++′ −
suufqfu  

откуда следует 

 .
)( 3 qf

dxf
suu

duu
+
′

−=
++

  (20) 

Проинтегрируем обе части (20), тогда  

 ),(ln
)( 3 qfC

suu
duu

+−=
++∫   (21) 

где C  — произвольная постоянная. 
Далее займемся вычислением интеграла в ле-

вой части (21): 

 .2

 2)( 3

2
2

3 ∫∫ ++
=

=
=

=

=
++ stt

dtt

dttdu
tu

tu

suu
duu   (22) 

Найдем корни трехчлена stt ++3 . Как извест-
но (см., напр., [5]), неполное кубичное уравнение 

03 =++ qptt  имеет корни  

 ,3
22

  , 3,21
BAiBAtBAt −±+−=+=   (23) 

где 

,2  ,2
33 QqBQqA −−=+−=  .23

23

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= qpQ  (24) 

В нашем случае соответствующие коэффици-
енты sqp ==   ,1 . Найдем значение Q , которое и оп-
ределяет вид корней: 

.
427

1
23

1 223 ssQ +=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=  

Так как 0>Q  при любых s , то структура корней 
следующая: 1t  — действительный корень, 32 , tt  — 
комплексно-сопряженные корни. При этом (см. 
(23)) 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
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−=−=
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+=

.

,)(
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1
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1

BA
s

t
stt

tBAtt

BAt

  (25) 

Исходя из (25) и применяя теорему Виета, получаем 
разложение  

=−+−=++ )()(
1

1
2

1
3

t
stttttstt   

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
−+++−=

BA
stBAtBAt )())(( 2 . 

Далее раскладываем дробно-рациональную 
функцию на простейшие: 

 ,
)()(

2
23

2

BA
stBAt

hbt
BAt

a
stt

t

+
−++

++
+−

=
++

 (26) 

где 
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=

−+
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  (27) 

 .
427

1
2427

1
2

3
2

3
2

1
sssstBA +−−+++−==+  (28) 

Используя (26), вычислим интеграл в выражении 
(22): 

+−=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
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a
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2arctg

4

1
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t
t
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t
t
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t
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++  

Полученный интеграл вычислен в предположении, 
что 03 ≠++ stt , т. е. 1tt ≠ . Добавив решение 1tt = , 
(см. (28)) и возвращаясь к старой переменной 

qf
yut
+

== , из (21) получаем общий интеграл 

уравнения (19): 
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Примеры 

Приведем характерные примеры дифференци-
альных уравнений, имеющих указанную выше струк-
туру и интегрируемых по указанным алгоритмам. 
Отметим, что представленные уравнения в известных 
справочниках среди уравнений, имеющих решение, 
как правило, отсутствуют.  

Уравнения типа I 

1) 0
)(

2
2 =+

+
+′ ay

qax
by . 

В данном уравнении Риккати a
bsqaxxf =+=   ,)( . 

Общее решение записывается по одной из формул 
(8)-(10) в зависимости от конкретного значения  s. 

2) 2
2

x
bayy +=′ . 

Это уравнение известно как специальное уравнение 
Риккати. В приведенном выше алгоритме =)(xf  

abs
x
b ==   . Заметим, что в достаточно полном спра-

вочнике [6] общее решение указанного уравнения 
(см.1.2.2., уравнение 36) найдено, исходя из одного 

известного частного решения 
x
λ :  

,
1λ2

λ 1
λ2λ2

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+
−= Cx

a
axx

x
y aa  

где λ — корень квадратного уравнения 0λλ2 =++ ba . 
Однако это решение пригодно лишь для случая раз-

личных корней 21 λ,λ , т. е. при условии 4
1<ab  (в на-

ших обозначениях 4
1<s ). Другие два случая, 4

1=s  и 

4
1>s , выпали из рассмотрения. Оказывается, что в 

каждом из рассмотренных случаев для нахождения 
общего решения необходимо использовать свое част-
ное решение. Приведенные в работе алгоритмы выда-
ют готовое общее решение в любом случае соотноше-
ний ba,  и без нахождения частных решений: см. вы-
ражения (8)-(10). 

3) 0cos
sin

cos 2
2 =++′ xay

x
xby . 

В данном уравнении absxaxf ==   ,sin)( . 

4) 02 =++′ − kxkx eayeby . 

В этом уравнении 2  ,)(
k
abse

k
axf kx == . 

Уравнения типа II 

5) )0(  ,0112 >=++′ −−
maxaybxy m

m

. 

Здесь 
ma

bsxm
axf m ==   ,)( . 

Приведем некоторые частные случаи: 
);0,4(  ,03 >==++′ amxaybxy  

);0,3(  ,02 >==++′ amxayxby  

).0,2(  ,032 <−==++′ am
x
ay

x
by  

6) ).0(  ,02sinsin >=−+′ axayxby  

В данном случае xaxf 2cos)( = . 

7) )0(  ,0ln2
>=++′ ax

xayx
by . 

В данном уравнении xaxf 2
2

ln2)( = . 

Уравнения типа III 

8) )0(  ,0122
1

13 >⋅=++′ −−− pbxbyxay pp . 

Это уравнение имеет вид (19) при ,
2

2 px
p

bf =  

b
p

b
asq 2  ,0 == . 

Укажем ряд частных случаев уравнения при некото-
рых значениях параметра :p  

);1,0(  ,02
1

2 =>=++′
−

pbxbyxay  

);5.1,0(  ,022
1

2
7

=>=++′
−

pbxbyxay  

);2,0(  ,032
1

5 =>=++′
−

pbxbyxay  

);5.0,0(  ,022
1

2
5

−=<=++′ −−−
pbxbyxay  

)1,0(  ,032
1

4 −=<=++′ −−− pbxbyxay . 

9) ).0(  ,02
1

2
3

>⋅=++′
−

bkebyeay kx
kx

 

В данном уравнении b
k

b
asqek

bf kx ===   ,0  , . 

10) ).0(  ,02sin2sinsin 2
1

>=++′
−

bxbyxxay  

11) ).0(  ,02sin2sincos 2
1

>=−+′
−

bxbyxxay  

Заключение 
Разработанные методы и представленные в за-

висимости от параметра s структуры решений (общих 
интегралов) рассматриваемых дифференциальных 
уравнений позволяют не только алгоритмизировать 
процесс интегрирования (идентификация уравнения 
на принадлежность к данному классу — вычисление 
параметров — запись решения или интеграла уравне-
ния — возможное упрощение полученного выраже-
ния), но и достаточно просто реализовать процесс 
решения на компьютере. 
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