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А.С.Цурина 

О ЛИНЕЙНОЙ СЛОЖНОСТИ ОБОБЩЕННЫХ ЦИКЛОТОМИЧЕСКИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

ХОЛЛА С ПЕРИОДОМ 
1+np  

Представлены результаты расчета линейной сложности обобщенных циклотомических последовательностей Холла с 
периодом 

1+n
p . Метод расчета линейной сложности основан на использовании значений многочлена классических 

циклотомических последовательностей с периодом p .   
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1. Введение 

Линейная сложность последовательности ,..., 10 ssS = над полем )2(GF  является важной 

характеристикой её качества и определяется как наименьшее натуральное число L , для которого существуют 
константы Lcc ,...,1  из )2(GF  такие, что выполняется рекуррентное соотношение 

LgLggg scscscs −−− +++= ...2211  для всех Lg ≥ . 

Последовательности, обладающие высокой линейной сложностью ( )2/NL > , важны для 
криптографических приложений. 

Обобщенная циклотомия, включающая в себя классическую как частный случай, была предложена в [1]. 
Здесь рассмотрим циклотомические последовательности с периодом 1+= npN . 

Пусть 1+= dRp  — нечетное простое число, Rd ,  — натуральные числа. Обозначим через g  

примитивный корень по модулю 1+np . Мультипликативный порядок g  равен )1( −ppn  и 

)(mod11 pg p ≡− [2]. 

Введем )(0
dgD = , где )( dg  — подгруппа порядка Rpn , порожденная dg  в мультипликативной 

группе *
NZ  кольца классов вычетов по модулю N . Пусть 0DgD k

k = ; 1,...,1,0 −= dk  и  

}{ k
m

k
m DaapDp ∈= , nm ,..1,0= , где умножение выполняется в кольце NZ , тогда порядок 

RpDp mn
k

m −= . Как и в [1], kD  — назовем обобщенными циклотомическими классами. Согласно [1], 

справедливы разбиения 
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Линейная сложность последовательностей, сформированных на основе обобщенных циклотомических 
классов, исследовалась в целом ряде работ, обзор которых приведен в [3] . В частности, в [4] была изучена 
линейная сложность ряда обобщенных циклотомических последовательностей с периодом 1+= npN  на основе 

классов шестеричных вычетов ( )6=d , в заключение работы [4] отмечено, что также представляет интерес 
исследование линейной сложности обобщенных циклотомических последовательностей Холла. Решению этой 
проблемы и посвящена статья. 

Пусть 6=d , то есть )6(mod1≡p , тогда справедливо разложение 22 3BAp += , где A , B  — 
целые числа и )3(mod1≡A [2].  

Рассмотрим последовательность, сформированную  по следующему правилу 



 ∪∪∈≡

=
случаях, ост. в,0

,),(modесли,1 310 CCCqNqi
si                                  (1) 

где k
n

kkk DppDDC ∪∪∪= ... . 
В [4] был предложен метод вычисления линейной сложности обобщенных циклотомических 

роследовательностей с периодом 1+= npN . Кратко напомним его основные положения. Пусть  )(0 gH = — 

подгруппа, порожденная g  в поле )( pGF , g  является и первообразным корнем по модулю p [5]. Введем 
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многочлен — ,)(
0

∑
∈

=
Hl

lxxT то есть )(xT  — многочлен характеристической последовательности с периодом 

p , соответствующей 0H . Обозначим через β  примитивный корень  степени p из единицы в расширении 

поля )2(GF .  
Согласно [3], если последовательность сформирована по формуле (1), то её линейная сложность  















≡≡−
+
−

−
+
−

−

≡≡
+
−

−
+
−

−

≡−
−

−

=

++
+

+
+

+
+

),2(mod1),2(mod1если,1
)1(
1

)1(
1

),2(mod0),2(mod1если,
)1(

1
)1(
1

),2(mod0если,11

11
1

2
1

1
1

nIR
pd

pF
pd

pEpp

nIR
pd

pFp
pd

pEp

IR
d

pEp

L

nn
n

nn
n

n
n

        (2) 

где 












=== ∑
∈

+

}3,1,0{

5,...,1,0,0)(
k

g hThE
kh

β , 












=== ∑
∈

+

}3,1,0{

5,...,1,0,1)(
k

g hThF
kh

β , 

6/)1( −= pR . 

2. Линейная сложность обобщенных циклотомических последовательностей Холла 

При исследовании линейной сложности обобщённых циклотомических последовательностей Холла 
ограничимся случаем, когда R  — четное. 

Теорема. Если последовательность формируется по правилу (1) при 22 3BAp += , где )6(mod1≡A и 
четном значении R , то при 0>n её  линейная сложность 
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Доказательство. Воспользуемся формулой (2), так как R  — четное, то линейная сложность 
последовательности определяется следующей формулой: 

1
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n pEpL ,                                                      (3) 

где 
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khgT
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β  были вычислены в [5]. 

Воспользовавшись ими получаем, что 
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 Подставляя значения E  в формулу (3) и получаем утверждение теоремы. 
Результаты расчетов для ,...601,457,433=p  ( mod12)(0≡B ), ,...229,157,109=p  

( mod12)(6≡B ), ,...241,97,13=p  ( 6)mod(2±≡B ) подтверждают справедливость теоремы. 
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Заключение 

Таким образом, в статье частично решена проблема, поставленная в [4], а именно рассчитана линейная 
сложность обобщенных циклотомических последовательностей Холла с периодом 1+np  при )12(mod1≡p . 
Показано, что последовательности, сформированные по (1) обладают высокой линейной сложностью.  
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Tsurina A.S. On the linear complexity of generalized cyclotomic Hall’s sequences with period 1+n
p . This article presents 

the results of the calculation of the linear complexity of generalized cyclotomic Hall’s sequences with period
1+n

p . The method of 
calculation of the linear complexity based on values of a polynomial classical cyclotomic sequences with period p . 
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