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УДК 621.391 

А.В.Минин  

О ЛИНЕЙНОЙ СЛОЖНОСТИ ДВУХ ТРОИЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ  

Исследована  линейная сложность почти идеальных троичных последовательностей и троичных последовательностей 
с двумя ненулевыми боковыми лепестками автокорреляции.  
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Введение  

Псевдослучайные последовательности широко применяются в системах связи и криптографии. 
Периодическая автокорреляционная функция (ПАКФ) и линейная сложность являются важными параметрами 
псевдослучайных последовательностей. Последовательность называется почти идеальной, если её ПАКФ  

)(τλ  равна нулю при всех )(mod0 N≡/τ  за исключением одного. Определение почти идеальных 
последовательностей было введено в [1].  Стоит отметить, бинарные последовательности с такой ПАКФ ещё 
раньше рассматривались  в [2].  Далее, почти идеальные троичные последовательности исследовались в  [3—5].   

Линейная сложность почти идеальных бинарных последовательностей изучена  в  [6]. Там же были 
доказаны предположения о линейной сложности соответствующих бинарных последовательностей, сделанные 
в [4]. 

Целью данной работы является оценка линейной сложности над полем третьего порядка почти 

идеальных троичных последовательностей длины 1)4( +np  и троичных последовательностей с двумя 
ненулевыми боковыми лепестками автокорреляции, рассмотренных ранее в [5].  

1. Линейная сложность последовательностей Кренгеля  

Линейная сложность последовательности над полем третьего порядка определяется как наименьшее 
натуральное число L , для которого существуют константы  LiGFci ,1,=;)3( Κ∈  такие, что выполняется 
рекуррентное соотношение  

.всех   для= 2211 Liscscscs LiLiii ≥+++ −−− Κ  

Многочлен L
LLL cxcxcxxm ++++= −− Κ2

2
1

1)(  называют минимальным многочленом 
последовательности [7]. 

Минимальный многочлен )(xm  и линейную сложность L  последовательности )( ts   с периодом N  
можно вычислить по следующим формулам [7]:  

)),(1,(НОДdeg=)),(1,(НОД1)/(=)( xSxNLxSxxxm NNN −−−−  (1) 

где 1
110 ...=)( −

−+++ N
N xsxssxS   

Пусть p  — нечетное простое число, Κ1,2,=,= npq n
 Почти идеальные троичные 

последовательности периода 1)4(= +qN  с четыремя нулями на периоде были предложены Кренгелем Е. И. в 
[3, 4]. Сначала, кратко повторим основные определения из [4]. Далее, будем считать, что  4) mod1(≡q . 

Пусть γ  — примитивный элемент 2q
F  — конечного поля порядка 2q  и η  примитивный элемент поля 

qF . Рассмотрим троичную последовательность, определяемую следующим образом: 

1,1),4(0,1,=),((= −+qiTry i
i Κγψ  (2) 

где 

,
0.= если0,
0,  если,

4)/2 mod
1)(=)(

ind(

qFz
z
z

x
z ∈







≠


−
 η

ψ  

zindη  представляет собой дискретный логарифм по основанию z , },<:{max= N∈ kukku  и Tr  
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 функция следа из 2q
F  в qF . 

Как показано в [4], )( iy  является почти идеальной троичной последовательностью периода 

1)4(= +qN  и имеет четыре нуля на периоде.  

Согласно определению последовательности )( iy , справедливо следующее утверждение. 
Лемма 1.  
1. Пусть jb

jy 0
min

=
= . Тогда 0=1)( ++ qkby для 0,1,2,3=k . 

2. Если 11)4(00,: −+≤≤≠ qjyj j , то jqj yy −++ =1)2( .  

Пусть ∑
+

=

12

0
=)(

q

i

i
iy xyxP  , ∑

+

=

34

0
=)(

q

i

i
iy xyxS .  

Лемма 2. Если последовательность )( iy  определена по (2), то  

).)(1(=)( 1)2( +− q
yy xxPxS  

Лемма 2 следует непосредственно из леммы 1.   
Лемма 3. Пусть последовательность )( iy  с периодом  1)4(= +qN определена по (2), тогда 

)1(2 +≤ qL . 

Доказательство. По лемме 2 получаем, что ))(1,(НОД 1)4( xSx y
q −+  делится на 1)1(2 −+qx . 

Следовательно )1(2))(,1(НОДdeg )1(4 +≥−+ qxSx y
q . Тогда утверждение леммы 3 следует из (1).   

2. Линейная сложность последовательностей длины 1)8( +np  

В [5] были получены новые троичные последовательности длины 1)8( +np  с 8-ю нулями на периоде и 
нулевыми боковыми лепестками ПАКФ при всех ненулевых сдвигах за исключением N и 3N, в которых они  
равны np4− .   В этом подразделе рассмотрим эти троичные последовательности и оценим их линейную 
сложность.  

Пусть )( ih  троичная последовательность длины 1)4( +np , полученная объединением двух почти 

идеальных бинарных последовательностей )( iu  и )( iu−  длинн 1)2( +np . Последовательность )( iy  как в 
разделе 2.  

Рассмотрим последовательность )( iz  с периодом 1)8( +np , определяемую следующим образом:  

1,1),8(0,1,=
1,2= если,
,2= если,

= −+




+
n

i

i
k pk

iky
ikh

z Κ  (3) 

то есть ),(= yhIz , где I  - оператор чередования [5]. 

Пусть ∑
+

=

78

0
=)(

q

i

i
iz xzxS , ∑

+

=

34

0
=)(

q

i

i
ih xhxS . Тогда, согласно [8], справедливо соотношение  

)()(=)( 22 xxSxSxS yhz +  (4) 

Лемма 4. Пусть последовательность )( iz  определена по (3). Тогда ).1(4 +≤ qL   

Доказательство. Из наших определений следует, что )()(=)( 1)2( xSxxSxS u
q

uh
+−  или 

).)(1(=)( 1)4(22 +− q
uh xxSxS  Далее, по лемме 2 имеем, что  

).)(1(=)( 1)4(22 +− q
yy xxPxS  

Следовательно,  

).1)(()1)(( )1(42)1(42 ++ −+−= q
y

q
hz xxxPxxSS  

Тогда )1),((НОД )1(8 −+q
z xxS  делится на .1)1(4 −+qx  Таким образом, по (1) имеем, что 

).1(4 +≤ qL  
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Заключение 

В работе дана оценка линейной сложности почти идеальных троичных последовательностей и троичных 
последовательностей с двумя ненулевыми боковыми лепестками автокорреляции. Показано, что такие 
последовательности имеют низкую линейную сложность. 
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