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Рассматривается вопрос размерной редукции теории поля BFKL (Балицкий—Фадин—Кураев—Липатов) к реджеонной 
теории поля, основанной на иерархии уравнений Балицкого—Ковчегова для пространственно однородной мишени. 
Разработанный метод редукции для теории поля BFKL без слияния померонов упрощает такое преобразование и позволяет 
провести его без промежуточного использования бесконечной иерархии корреляторов. 
Ключевые слова: теория поля BFKL, реджеонная теория поля, рассеяние при высоких энергиях 

This article considers dimensional reduction of the BFKL (Balitsky—Fadin—Kuraev—Lipatov) field theory in regards to the 
reggeon field theory based on hierarchy of the Balitsky—Kovchegov equations for a spatially homogeneous target. The developed 
method for reduction of the BFKL field theory without pomeron merging simplifies such transformation and allows it without intermediate 
use of the correlators infinite hierarchy. 
Keywords: BFKL field theory, reggeon field theory, high-energy scattering 
 

1. Введение 

Теория поля BFKL [1-4] описывает процессы 
протонного и ядерного рассеяния с обменом померо-
нами в высокоэнергетичном пределе. В работе [5] 
рассматривался вопрос о получении теории поля 
BFKL на основе стохастического уравнения Балицко-
го—Ковчегова [6,7] посредством использования 
функционала действия. 

Поскольку в связи c высокой структурной 
сложностью практическое использование теории по-
ля BFKL существенно затруднено, ранее [8] нами 
была рассмотрена возможность построения реджеон-
ной теории поля на основе стохастического уравне-
ния Балицкого—Ковчегова в предположении про-
странственно однородной мишени. Эксперименталь-
но данное приближение соответствует высокоэнерге-
тичному рассеянию сверхтяжелых ядер.  

При построении на основе стохастического урав-
нения Балицкого—Ковчегова реджеонной теории за 
рамками остался вопрос о соотношении построенной 
реджеонной теории поля и теории поля BFKL. Хотя 
соответствие различных слагаемых в функционалах 
действия для построенной реджеонной теории поля и 
теории поля BFKL прослеживается, возможность пря-
мого преобразования теории поля BFKL в данную ред-
жеонную теорию поля является открытым вопросом. 

Особенно это касается компонент функциона-
ла действия, ответственных за взаимодействие поме-
ронов и являющихся нелинейными по полевым пере-
менным. Целью данной работы является исследова-
ние возможности такой редукции при минимальном 
количестве допущений. 

2. Стохастическая формулировка иерархии  
уравнений БК 

Существует несколько эквивалентных форму-
лировок теория поля BFKL [9]. Мы будем использо-

вать формулировку в форме производящего функ-
ционала [10]: 

   .,  
BFKLS††BFKL eDD=JJZ  (1) 

В теория поля BFKL померона функционал дей-
ствия BFKLS  представляет из себя сумму трех слагае-
мых ,0 EI

BFKL S+S+S=S  соответствующих распростра-
нению, делению и слиянию померонов и взаимодейст-
вию померонов с мишенью и рассеивателем. Свобод-
ный функционал действия 0S  определяется в виде: 

       .,,,, 21
2
2

2
1212

2
1

2
0   yxxH+yxxxdxdyd=,S y

††  (2) 

Полевые переменные   и †  соответствуют 
амплитудам рассеяния кварк-антикваркового диполя 
на мишени и рассеивателя соответственно и зависят 
от поперечных пространственных координат ,1x  2x  
кварка и антикварка и характерной быстроты диполя 

.y  Оператор ,H  так называемый BFKL гамильтони-
ан, является линейным интегральным оператором 
сложного вида [9]. 

Слагаемое ,IS  ответственное за взаимодейст-
вие померонов, локально по быстроте и обычно опре-
деляется в виде: 
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       +yxxyxxyxxL
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        ,,,,,,, 13322112 yxxyxxyxxL ††   (3) 
где 12L  является дифференциальным оператором 

.2
2

2
1

4
1212 x=L  
Поскольку второе слагаемое в ,IS  формально 

ответственное за слияние померонов, включается в IS  
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в основном из соображений симметрии, а не следует из 
основных принципов, в рамках данной работы мы ис-
ключим из рассмотрения процесс слияния померонов и 
будем определять IS  в виде:  

   


  2
31

2
23

2
12
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2

2
2

1
222π

,
xxx

xdxdxd
dyN=S

c

s†
I  

        .,,,,,, 13322112 yxxyxxyxxL †   (4) 
Член, содержащий взаимодействие BFKL поме-

рона с мишенью и рассеивателем, определяется в виде: 
        yxxJyxxxdxddy=S †

E ,,,,, 21212
2

1
2  

     .,,,, 2121 yxxJyxx+ ††  (5) 
В практически интересных случаях токи 

 yxxJ ,, 21  и  yxxJ† ,, 21 , отвечающие за взаимодейст-
вие с мишенью и рассеивателем, являются сингуляр-
ными по быстроте y  функциями и определяются гра-
ничными условиями эволюции: 

 
   
   .,,,,

,0,,0,,
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2
2

2
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21
2
2

2
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Y=yxx=Y=yxxJ

=yxx==yxxJ
†

†




 (6) 

В функционале действия (1) граничные условия 
для функционального интегрирования обычно прини-
маются в виде: 

 
 
  0.,,

0,,,

21

21

=+xx

=xx
† 


 (7) 

Производящий функционал построенной в [7] 
реджеонной теории поля в то же время имеет более 
простой вид. 

   ., 
RTS††RT eDuDu=jjZ  (8) 

Аналогично ,BFKLS  RTS  имеет вид ,0 EI
RT s+s+s=S  где 

слагаемые соответствуют распространению, делению 
и слиянию реджеонов и взаимодействию их с мише-
нью и рассеивателем: 
       ,χ0   dtdLuuu=uu,s Lt

††  (9) 

     ,22 dtdLu+uu=uu,s †††
I   (10) 

     . dtdLuj+ju=uu,s †††
E   (11) 

Здесь u , †u  соответствуют амплитудам рас-
сеяния кварк-антикваркового диполя на пространст-
венно однородной мишени и рассеивателе соответст-
венно. L  и t  определяются относительным попереч-
ным импульсом кварк-антикварковой пары k  и ха-
рактерной быстротой y  соотношениями: 

 

.α

,ln 2

2

y=t

k=L

s

QCD   (12) 

Оператор  L  определяется характеристи-
ческой функцией ядра BFKL [1,2] как преобразование 
Меллина от ядра BFKL в импульсном пространстве 
(точное определения  L  дано в [11]): 
        ,112  =   (13) 

где    
 



'

=  — дигамма-функция. 

Каким образом может быть осуществлен пере-
ход от (1) к (8)? Если рассматривать формулировку 
теории поля BFKL в виде иерархии уравнений Ба-
лицкого—Ковчегова, а построенной реджеонной тео-
рии поля — в виде иерархии уравнений Балицкого—
Ковчегова с однородными начальными условиями, то 
переход осуществляется посредством задания на-
чальных условий вида: 

       .,0,0π2,0, 120
2
12

12
2

2
1221  kukxkdkJx=kuekdx=xx

xki
(14) 

При рассмотрении функционала действия (1) 
наложение данного условия напрямую невозможно, 
поскольку  yxx ,, 21  не является свободной пере-
менной. Однако в связи с тем, что в функционал дей-
ствия входит только первая производная по быстроте, 
наложение начальных условий для  yxx ,, 21  воз-
можно через (6). Предположительно фиксация также 
тока  yxxJ ,, 21  позволит осуществить переход от (1) к 
(8). 

Введем следующие дифференциальные опера-
торы: 

     

     ,,,1,,

,,,1,,

12021122
12

2
2

1
2
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2
2

1
2
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

























kxJyxxL
x

xdxd=yxxP

kxJyxx
x

xdxd=yxxP

†††

(15) 

где интегралы берутся в смысле усреднения с целью 
избежать возможных расходимостей. Для удобства 
обозначим: 

 
   

   .,,,Φ

,,,,Φ

21

21

yku=yxxP

yku=yxxP
†††   (16) 

Функции  yxx ,, 21 ,  yxx† ,, 21  тогда могут 
быть представлены в виде: 

 
     
     ,,,,,,,

,,,,,,,

21121021

21121021

yxx+yxx=yxx

yxx+yxx=yxx
††† 


  (17) 

где  yxx ,, 21  и  yxx† ,, 21  принадлежат ядрам опе-

раторов P  и †P  соответственно, а  yxx ,, 210  и 

 yxx† ,, 210  удовлетворяет соотношениям (16). По-

скольку выбор  yxx ,, 210  и  yxx† ,, 210  произволен с 

точностью до функций из ядер P  и ,†P  положим их 
в виде: 

 
     

     ,,,,

,,,,

120
12

12
1

12210

120
2
12210








ykukxdkJkxL=yxx

ykukxkdkJx=yxx

††
  (18) 

что соответствует по структуре (14). 
Дополнительно фиксируем токи  yxxJ† ,, 21  и 

 yxxJ ,, 21  в виде: 

 
     

      . ,,,

,,1,,
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2
12

2
2

2
121

120
1

2
12

21








ykjkxkdkJx=yxxJ

ykjkxdkJk
x

=yxxJ

†

†

  (19) 
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Рассмотрим различные слагаемые в функцио-
нале действия BFKLS . Функционал ES с учетом опре-

делений токов J  и †J  может быть приведен к сле-
дующему виду: 

 
        

     

     =ykjkxkdkJyxxL
x

xdxd+

+ykjkxkdkJyxx
x

xdxd

=yxxJyxx+yxxJyxxxdxd

=S

††

††

†
E

 

 



























,,,1
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,,,,,,,,

,
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2
2

1
2

120212
12

2
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1
2

212121212
2

1
2

 

           .,,,,, 0
1 ††† uus=ykuykj+ykuykjdkk    (20) 

Определение токов в такой форме позволяет 
получить средние от  ,, yku  используя функциональ-

ные производные BFKLZ  по j , что эквивалентно ис-

пользованию RTZ . 
Рассмотрим слагаемое ,0S  ответственное за 

распространение померонов: 
       =yxxH+yxxxdxd=S y

††   ,,,,, 21
2
2

2
1212

2
1

2
0  

      .,,,, 2121
2
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2
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2
1

2  yxxH+yxxxdxd= y
†   (21) 

Или с учетом (17): 

       

     
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y
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y
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2
2

2
12

2
1

2

210210
2
2

2
12

2
1

2
0

 

      .,,,, 211211
2
2

2
12

2
1

2  yxxH+yxxxdxd y
†   (22) 

Известно, что оператор  H+y  действует диа-

гонально на 0  как: 

          .,α,, 120
2
12210   ykukxkdkJx=yxxH+ Lsyy (23) 

С учетом определения (18) и того факта, что 

1  и †
1  принадлежат соответственно ядрам опера-

торов P  и †P  перекрестные слагаемые в (22) тожде-
ственно равны 0 . Поскольку: 
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       ,,α,1   ykuykdkuk Lsy
†   (24) 

для  †BFKL ,S   имеем: 

      . ,,, 1100
†††

I S+uus=S    (25) 
Рассмотрим член взаимодействия померонов 

.IS  Легко видеть, что он может быть преобразован к 
следующему виду: 
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x

   (26) 

представление (17) дает нам 8 различных слагаемых 
ijkS  вида: 

  



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


 yxxL

x
xdxdxd=S †

iijk ,,Φ1
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    . ,,Φ1,,Φ1
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23

yxx
x
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x kj   (27) 

Используя представления для 0  и †
0  и со-

отношения (28) и (29), можно показать что слагаемые 
вида ,001S  ,010S  100S  тождественно равны нулю, то-

гда как  †uu,s=S 0000 . Слагаемые ,111S  ,110S  ,101S  

011S  тождественно в 0  не обращаются. 

      ,1
21

1
2010 kkk=xkJxkxdxJ    (28) 

      .2 320130120231323133
2  kxJkxJkxkdkJdxdxxx=xd  (29) 

Таким образом, для действия BFKLS  можно 
получить следующее представление: 

     +S+uuS=S ††RT†BFKL
110 ,,,   

   ., 10111001111 S+S+S+S †
I    (30) 

Поскольку слагаемые ,011S  ,110S  101S  содер-

жат u , †u  и 1 , ,1
†  в таком виде полевые пере-

менные u , †u  очевидно не расщепляются от пере-
менных 1 , †

1 . 

Выделим, однако, из  †BFKLS ,  совокуп-
ность слагаемых, содержащих †

1 : 

      3
2

2
2

1
2

11110 2,, xdxdxdS+S=S' †
I

†  

     . ,,1,,1,,1
1312

31
3202

23
211122

12

yxx
x

yxx
x

yxxL
x

† 







  (31) 

Легко видеть, что S'  является линейным по 
†
1  функционалом. Поскольку поле †  играет роль 

вспомогательного поля в смысле формализма Мар-
тина-Сиггии-Росэ, то функциональный интеграл по 

†
1  может быть упрощен: 

   

    ,,,1,,1

,,1

13012
31

3212
23

3
2

2z112
12

1


















yxx
x

yxx
x

xd

+yxxH+
x

=eD y
S'†

 

      . ,,2,,,, 1301311301 yxx+yxx=yxx    (32) 
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Так как выражение в аргументе   функции со-
держит только дифференциальные операторы перво-
го порядка по ,y  то с учетом граничных условий (7) 
данное выражение равно   yxx ,, 211 . 

Это, в свою очередь, дает для (1): 

    ,, 1
011

1  
RTS†SRTs††BFKL eDuDu=eDeDuDu=JJZ (33) 

что при условии связи токов ,J  †J  и ,j  †j  в виде 
(19) совпадает с (8). 

3. Обсуждение результатов 

В работе показано, что при использовании 
формулировки теории поля BFKL в форме произво-
дящего функционала использование токов рассеива-
теля и мишени специального вида (19) позволяет све-
сти данную теорию поля к разработанной ранее ред-
жеонной теории поля [8] при условии отсутствия 
членов, ответственных за слияние померонов в функ-
ционале действия. 

Данная редукция в принципе эквивалентна 
переходу от общей иерархии уравнений Балицко-
го—Ковчегова к иерархии уравнений Балицкого—
Ковчегова для пространственно однородной мише-
ни. Однако полученная формулировка позволяет 
осуществить такой переход без использования бес-
конечной иерархии корреляторов. 

Тем не менее, остается ряд нерешенных вопро-
сов: 

1. При рассмотрении функционала действия 
BFKLS  из него было исключено слагаемое, ответст-

венное за слияние померонов. Необходимость нали-
чия данного слагаемого в функционале действия в 
настоящий момент не может быть показана из основ-
ных принципов в связи с техническими сложностями. 
Несмотря на это, кажется обоснованным, что функ-
ционал действия должен быть симметричен к обмену 
мишени и рассеивателя. Возможность редукции тео-
рии поля BFKL c восстановленным членом слияния 
померонов является, однако, существенно более 
сложной задачей в связи с большим количеством воз-
никающих перекрестных слагаемых. 

2. Стоит отметить, что, вообще говоря, теория 
поля BFKL сама по себе является редукцией, по-
скольку она описывает поведение синглетного бес-
цветного состояния, построенного из кварк-
антикваркового диполя в пределе количества кварко-
вых цветов CN . Данный переход вносит сущест-
венную сложность в полевое рассмотрение, посколь-
ку приводит к функционалу действия, в который вхо-
дят достаточно сложные дифференциальные и инте-
гральные операторы. Интересно произвести анализ до 
перехода к дипольным переменным. Полная форму-
лировка цветного аналога теории поля BFKL для 
кварков и антикварков в настоящий момент отсутст-
вует, однако существенный прогресс был достигнут в 
[12]. 
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