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Рассмотрена задача построения оптимальных алгоритмов отжига и показано, что такие поиски, оптимальные в 
достаточно широком классе методов оптимизации, имеют простую структуру переходных функций. 
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The problem of constructing optimal simulated annealing algorithms is considered. It is shown that such methods being optimal 
in a very wide sense have a simple structure of the transition functions. 
Keywords: random search, simulated annealing algorithm, global optimization, stochastic optimization 

1. Введение 

Пусть целевая функция RR df :  ограниченна 
снизу и измерима. Рассмотрим задачу оценки мини-
мального значения целевой функции f с заданной 
точностью  (аппроксимация «по функции»). Один 
из способов решения этой задачи состоит в примене-
нии алгоритмов отжига (см. [1-14]). Алгоритмы от-
жига (simulated annealing) давно и успешно исполь-
зуются при решении сложных задач оптимизации и 
являются одними из самых знаменитых алгоритмов 
стохастической глобальной оптимизации. Тем не ме-
нее, существует мало теоретических результатов о 
скорости сходимости этих алгоритмов (см. [3-6]). 
Теоретическое исследование некоторых алгоритмов 
марковского случайного поиска экстремума выпол-
нено в работах [11-16]. Данная работа является про-
должением работ [15,16] и посвящена теоретическо-
му исследованию свойств алгоритма отжига.  

Построение конкретного варианта алгоритма 
отжига заключается в выборе переходных функций 
для получения новых точек в пространстве оптимиза-

ции и задании вероятностей перехода поиска в эти 
новые точки. Данная работа посвящена обсуждению 
выбора переходных функций. Показано, что можно 
сузить семейство используемых переходных функ-
ций, не теряя свойства оптимальности в смысле ми-
нимальности числа шагов поиска, при котором дос-
тижение искомого множества гарантировано с задан-
ной надежностью. 

Результаты данной работы распространяют ре-
зультаты статьи [15], полученные для монотонного 
марковского поиска, на другой класс методов слу-
чайного поиска — алгоритмы отжига. Кроме того, 
здесь рассмотрен другой, широко используемый на 
практике класс переходных функций, применяемый, в 
частности, Л.Ингбером в методе сверхбыстрого от-
жига (very fast annealing) см. [7,8].  

2. Постановка задачи 

Назовем пространством оптимизации множе-
ство оптимизации X, снабженное метрикой  . Мы 

ограничимся случаем dX R и следующими вариан-
тами метрик ),( yx  для dR : 



2014  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №80 
 

 40 
 






 










 

/1

1

||),(
d

n
nn yxyx , |,|max),(

1 nndn
yxyx 

  

где 1  — любое фиксированное число, ),...,( 1 dxxx  
и ).,...,( 1 dyyy  

Случайным поиском называется произвольная 
последовательность случайных величин 0}{  nn  со зна-

чениями в dR . Следуя [17] приведем общую схему мо-
делирования m  шагов алгоритма отжига .,,, 10 m   

Алгоритм 1 
Шаг 1. ),(0   .1n  
Шаг 2. ).,( 1  nnn P  

Шаг 3. 








 ,1  ьювероятност с ,

,  ьювероятност с ,

1 nn

nn
n Q

Q
 

где  










,0  если  ),βexp(
,0  если  ,1

nnn

n
nQ  

),()( 1 nnn ff  а величины 0n  являются па-
раметрами алгоритма. 

Шаг 4. Если mn , то 1nn  и перейти к ша-
гу 2, иначе STOP. 

Здесь )(  — начальное распределение, m  — 
число шагов поиска, а n  — номер итерации алгорит-
ма. Обозначение ),( 1  nnn P  читается как «полу-
чить реализацию случайной величины n  с распре-
делением ),( 1  nnP ». Распределение ),( 1  nnP  зави-
сит от номера шага n и «старой» точки поиска 1n . В 
соответствии со структурой алгоритма 1, распределе-
ния ),( 1  nnP  будем называть пробными переходны-
ми функциями, а случайные величины n  — проб-
ными точками.  

После получения новой пробной точки n  (на 
втором шаге алгоритма) на третьем шаге поиск или 
переходит в эту точку n  с вероятностью nQ , или 
остается в старой точке поиска .1n  

Случайный поиск используем для оценки ми-
нимального значения целевой функции f  с заданной 
точностью   (аппроксимация «по функции»). При 
аппроксимации по функции нас будет интересовать 
попадание поиска в множество 

}.inf)(:{  fxfxA dR  
Может, однако, случиться так, что поиск 0}{  nn , 
оказавшись в множестве A  на шаге ,n  выйдет из 

A  на одном из последующих шагов. Чтобы избе-
жать анализа таких эффектов, введем величины 

)}(,),(min{arg 0
*

nn ff   . Будем считать, что 

jnff  )}(,),(min{arg 0  , где  )(:},,0{max{ kfnkj   

)}}(,),(min{ 0 nff   . Случайная величина ,*
n  по-

пав в множество A , из него больше не выйдет. 

Мы рассмотрим одну характеристику скорости 
сходимости случайного поиска. Гарантирующее чис-
ло шагов ),,( fN  определяется как такое минималь-
ное число шагов поиска, при котором достижение 
множества A  гарантировано с вероятностью боль-
шей, чем  γ. Иначе говоря,  

}.)(:0min{),,( *  AnfN nP  

Полагаем  ),,( fN  в случае, когда  )( * AnP  
при всех 0n . Вероятность )1,0(  будем называть 
надежностью. 

Мы рассмотрим марковские алгоритмы слу-
чайного поиска, переходные функции ),( xPn  которых 
обладают плотностями ),( yxpn  вида 
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где ),...,( 1 dxxx  и ),...,( 1 dyyy , knp ,  — плотности в 

одномерном пространстве R , а kng ,  — невозрас-
тающие неотрицательные функции, определенные на 
множестве ).,0(   Не умаляя общности будем счи-
тать, что функции kng ,  непрерывны слева. Функцию 

kng ,  будем называть формой плотности knp , . 

Пусть P  — множество всех переходных 
функций с плотностями вида (1). Переходные функ-
ции такого вида широко используются на практике 
(см. [7,8,12]), и применяются, в частности, в методе 
сверхбыстрого отжига Ингбера. 

В случае одномерного пространства R  про-
стейшим из таких распределений является равномер-
ное распределение ),( xUa  в шаре радиуса 0a  с 

центром в точке Rx . Форма )(agg   плотности та-
кого распределения имеет вид 
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Рассмотрим теперь пространство .dR  Пусть 
),...,( 1 daaa  и все .0ka  Через aU  обозначим пере-

ходную функцию с плотностью 
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где ),...,( 1 dxxx  и ),...,( 1 dyyy , а функции )( kag  за-
даются формулой (2). Здесь ),( xUa  — это равномер-
ное распределение в d-мерном прямоугольном парал-
лелепипеде с центром в точке dx R  и сторонами 

ka2  при .,,1 dk   Пусть U  — множество всех пере-
ходных функций с плотностями вида (3). Ясно, что 

PU  . 

3. Оптимальность простых поисков 

Оказалось, что можно сузить семейство ис-
пользуемых переходных функций, не теряя свойства 
оптимальности в смысле минимальности числа шагов 



2014  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №80 
 

 41 
 

поиска, при котором достижение множества A  га-
рантировано с заданной надежностью. 

Теорема 1. Пусть целевая функция ,f  точ-
ность ,0  надежность ),1,0(  начальное распреде-
ление   и параметры 0n  вероятностей перехода в 
новые пробные точки фиксированы. Тогда справед-
ливо равенство 
 }.:),,(min{}:),,(min{ UP  nn PfNPfN  (4) 

Равенство (4) показывает, что минимальное 
значение гарантирующего числа шагов при использо-
вании переходных функций из множества P  совпа-
дает с минимальным значением гарантирующего 
числа шагов при использовании переходных функций 
из множества U . Таким образом доказано, что пере-
ходные функции оптимального алгоритма отжига 
(т.е. поиска с минимальным значением гарантирую-
щего числа шагов) имеют простую структуру. В каче-
стве таких переходных функций можно использовать 
равномерные распределения в d-мерных прямоуголь-
ных параллелепипедах. 

Полученный теоретический результат имеет яс-
ное прикладное значение, так как обосновывает выбор 
вида поиска, рекомендованного в ряде работ (как пра-
вило, прежнее обоснование было либо эмпирическим, 
либо основывалось на соображениях «простоты»). 
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