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Предложен алгоритм нахождения минимаксных стратегии и риска в бинарной стационарной случайной среде. Алгоритм 
сводится к поиску глобального максимума функции, численно равной значению минимаксного риска для среды, 
характеризуемой некоторым конечным подмножеством исходного множества параметров. 
Ключевые слова: управление в случайной среде, задача о двуруком бандите, минимаксный подход, системы 
линейных неравенств, теорема Хелли 

We propose an algorithm of finding the minimax risk and minimax strategy in a binary stationary random environment. The 
algorithm reduces to searching the global maximum of the function being equal to the value of minimax risk for the environment 
described by some finite subset of the initial parameter set. 
Keywords: control in random environment, two-armed bandit problem, minimax approach, systems of linear inequalities, 
Helly’s theorem 

1. Введение 

В работе развиваются исследования по нахож-
дению минимаксных стратегии и риска в бинарной 
стационарной случайной среде, начатые в [1,2]. Би-
нарная стационарная случайная среда — это управ-
ляемый случайный процесс t , Tt ,...,1 , значения 

которого }{ t  интерпретируются как доходы и зависят 

только от текущих выбираемых действий }{ ty  следую-

щим образом: 


 pytt  }|1Pr{ , 


 qytt  }|0Pr{ , 
K,...,1   .2K  
Таким образом, процесс полностью описыва-

ется векторным параметром ),...,( 1 Kpp , который 
предполагается неизвестным. Известным предпола-
гается множество  его допустимых значений, ко-
торое описывает класс рассматриваемых процессов 
и может быть произвольным подмножеством еди-
ничного K-мерного куба },...,1,10:{ Kp  


, кото-

рый соответствует классу всех управляемых процес-
сов рассматриваемого вида.  

Стратегия  описывается массивом вероятно-
стей, );(};|Pr{ 1111   tttt

t yyy 


 , K,...,1 , опре-
деляющих выбор действия ty  в зависимости от из-
вестной предыстории — примененных действий 

11
1 ,..., 
  t

t yyy  и полученных в ответ на них доходов 

11
1 ,..., 
  t

t . При t = 1 предыстория отсутствует, 
поэтому зависимость от нее может быть опущена в 
обозначениях, т.е. 


  );( 11 tty , K,...,1  при t = 1. 

Ясно, что вероятности )};({ 11   tty


 являются неот-
рицательными числами, удовлетворяющими равенст-

вам 


 
K

tty
1

11 1);(



 для любого Tt ,...,1 и любой 

возможной предыстории ).;( 11  tt y  
Обозначим через ),...,max(* 1 Kppp  . Тогда   











 




T

t
tT pELosses

1
, )*(),(  

— функция потерь дохода относительно его макси-
мально возможного значения вследствие неполноты 



2014  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №80 
 

 27 
 

информации. Здесь через ,E  обозначен знак мате-
матического ожидания по мере, порожденной страте-
гией   и параметром  .  Обозначим через 
 ),(supinf)(

}{


 TT LossesR  (1) 

— минимаксный риск, определенный на множестве 
параметров ,  через )(  — соответствующую ми-
нимаксную стратегиею. В [2] установлено, что мини-
максная стратегия )(  существует для любого мно-
жества .  При 2K  этот результат был ранее уста-
новлен в [3]. 

Основной результат данной статьи состоит в 
том, что минимаксный риск (1) на любом множестве 
  численно равен минимаксному риску на некото-
ром конечном его подмножестве 00

1 ,..., n , при этом 
для числа n  дается оценка, зависящая от K  и .T  

2. Стратегия и вариация стратегии 

Рассмотрим достаточную статистику 
)),(),...,,(( 111 KKt mnmn  , где ),(


mn  равны соответ-

ственно количеству применений варианта с номером 
  и количеству полученных при этом доходов рав-
ных 1  .,...,1 K  Тогда (см. [2]) функцию потерь 
можно записать в виде 

 ,);()(),(
1 }{ 1

11
1


  






T

t

K

ttT
t

aL



 (2) 

где все );( 1  ta  — непрерывные ограниченные функ-
ции .  Совокупность неотрицательных чисел 

)}({ 1 t
 образует выпуклый симплекс вида 

 ,1
1




K




 (3) 

  
  









K

k x xkS
tk

K

t
ttt1

1

0 ),,(:
2

1
1

122

)()(



 (4) 

для всех возможных достаточных статистик }{ 1t , 
.,...,2 Tt  Здесь через tttt yS   ),( ,1  обозначен опе-

ратор, формирующий статистику t  по ).,( ,1 ttt y    В 
[2] установлено, что система вероятностей π, удовле-
творяющая условиям (3), (4), позволяет однозначно 
определить стратегию σ, обеспечивающую выполне-
ние равенства ),(),(  TT LossesL  при всех  . 
Соответствующую минимаксную стратегию обозна-
чим ).(  

Определим вариацию стратегии   совокуп-
ностью величин  )( 1 t

, удовлетворяющих усло-
виям  

 



K

1

0



, (5) 

  
  







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K

k x xkS
tk

K

t
ttt1

1

0 ),,(:
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1212

)()(



 (6) 

для всех возможных предысторий  1t , Tt ,...,2 . 

Если заданы некоторая стратегия   и вариа-
ция  , то  , определенная совокупностью вели-
чин  )()( 11   tt 

, удовлетворяет условиям (3), 
(4) и, следовательно, также является стратегией в 
случае неотрицательности всех этих величин. В 
дальнейшем будем называть допустимыми вариации 
 , для которых  0  является стратегией для не-
которого 00  . В этом случае стратегиями, очевид-
но, будут и   при 00  . Запрещенными бу-
дем называть такие вариации  , для которых   
не является стратегией ни при каком 0  в силу 
отрицательности какой-либо из ее величин. Ясно, 
что допустимые и запрещенные вариации зависят от 
варьируемой стратегии  . Следующая лемма позво-
ляет различать допустимые и запрещенные вариа-
ции. 

Лемма 1. Пусть даны некоторые стратегия   и 
вариация .  Для того чтобы вариация   была допус-
тимой для стратегии ,  необходимо и достаточно 
выполнения условия 

0)( 1  t
, если 0)( 1  t

 
для всех K,...,1  и всех 1t , .,...,1 Tt  

Доказательство. Необходимость следует из 
того, что в противном случае при любом 0  поя-
вятся отрицательные величины ).()( 11   tt 

 
Установим достаточность. Обозначим 

),(min 10)( 1





t
t

m 


 .|)(|max 10)( 1





t
t

M 


 Из условий 

(3)-(6) следует, что найдется хотя бы одна строго 
положительная )( 1 t

 и хотя бы одна строго от-
рицательная )( 1 t

, если 0 . Поэтому m > 0,  
M > 0 и для 0/0  Mm  все величины 

)()( 101   tt 
 неотрицательны, т.е. вариация   

допустима. Лемма доказана. 
Множество всех вариаций обозначим через ,  

подмножества запрещенных и разрешенных вариаций 
— через p  и a  соответственно. Ясно, что 

pa  , Ø pa , причем p  и a  являются 
открытым и замкнутым множествами соответственно. 
Из (2) следует, что для стратегии   выполнено 
равенство: 

    ,),(, TTT LLL . 
Множество вариаций, удовлетворяющих ус-

ловиям (5), (6), образует линейное пространство. 
При этом все вариации полностью определяются 
своими произвольными значениями  )( 1 t

 при 

K , а значения  )( 1 tK  могут быть определены 
из условий (5), (6). Это означает, что в качестве 
базиса в этом пространстве можно выбрать вариа-
ции ,  у которых есть ровно одна ,1)( 1  t

 а все 
остальные равны нулю (считаем, что )K . Общее 
число таких вариаций обозначим ).,( TKn  В [2] ус-

тановлена оценка )!2/()1(~),( 2 KTKTKn K . 
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3. Критерий минимаксной стратегии 

Для произвольной стратегии   рассмотрим 
множество параметров ).,(maxArg)( 


TL  Спра-

ведлива следующая теорема. 
Теорема 1. Для того, чтобы стратегия   была 

минимаксной на множестве ,  необходимо и доста-
точно, чтобы для любой ее допустимой вариации   
существовал такой параметр ),()(   что выпол-
нится неравенство 
 .0))(,( TL  (7) 

Множество  )(0   является замкнутым. 

Доказательство. Установим необходимость. 
Пусть   — минимаксная стратегия, а   такова, что 

 0  является стратегией при .00  Тогда   
также является стратегией при любом .0 0  Зада-
димся последовательностью },{ n  такой что ,0 0 n  

0n  при .n  Тогда для некоторой последова-
тельности }{ n  будут выполнены неравенства 
 ),,()(),( nTTnnT LRL   ,...,2,1n  (8) 
причем правое неравенство следует из того, что   — 
минимаксная стратегия. Вычитая правые части нера-
венств из левых, получаем 
 ,0),(  nTL  ,...2,1n  (9) 

Так как   — компактное множество, то из по-
следовательности }{ n  можно выбрать сходящуюся 
подпоследовательность; без ограничения общности 
можно считать, что }{ n  сама есть сходящаяся последо-
вательность, предел которой обозначим через )( . Так 
как ),( TL  непрерывная функция своих аргументов, то 
из левого неравенства (8) при n  получаем неравен-
ство ),())(,(  TT RL  откуда следует, что ).()(   
Из (9) предельным переходом при n  получаем, что 
для указанного )(  справедливо неравенство (7). 

Установим достаточность. Предположим, напро-
тив, что условия теоремы выполнены, но   — не ми-
нимаксная стратегия и рассмотрим минимаксную стра-
тегию ).(  Так как в этом случае выполнено неравен-
ство 

),,(max)),((max 
 TT LML  

то для всех )(  выполнено неравенство 
.0),)((),()),((  TTT LLL  

Поэтому для допустимой вариации  )(  
условие (9) не выполнено ни для какого ).(  Полу-
ченное противоречие доказывает утверждение теоремы. 

4. Сведение задачи к нахождению минимаксной 
стратегии для конечного множества параметров 

Для конечного множества параметров },...,{ 1 m  
определим минимаксный риск 

),,(maxmin),...,(
,...,1}{1 iTmimT LR 


 

соответствующую минимаксную стратегию обозна-
чим через ).,...,( 1 m  Для дальнейшего потребуется 
следующий известный результат. Пусть имеется, 
возможно, бесконечная система линейных однород-
ных неравенств 

 ,0)(
1




n

j
jja  ,   (10) 

где   — произвольное множество параметров, a 
),(ja  nj ,...,1  — фиксированные для данного   

произвольные числа — коэффициенты неравенств, не 

все равные нулю. Положим ,)()()(
2
1

1

2
















 

n

j
jii aac  

ni ,...,1  и определим вектор )).(),...,(()( 1  nccc  
Справедлива следующая лемма. 

Лемма 2. Пусть система линейных однородных 
неравенств (10) такова, что множество 



 )(cC  

замкнуто, и для любого набора действительных пе-
ременных j , ,,...,1 nj  не всех равных нулю, най-
дется хотя бы одно значение ,  для которого соот-
ветствующее неравенство выполняется. Тогда из сис-
темы (10) можно выделить конечную подсистему 
неравенств 

,0)(
1




n

j
jija  ,i  ,,...,1 Ni  

обладающую тем же свойством, причем для N спра-
ведлива оценка 1nN , которая является неулуч-
шаемой. Лемма является одним из следствий теоремы 
Хелли о покрытиях выпуклыми множествами и сле-
дует из результатов [4] . 

Теорема 2. Минимаксная стратегия )(  сов-
падает с некоторой минимаксной стратегией 

),...,( 00
1 n  на конечном множестве параметров. На 

этом множестве параметров минимаксный риск дос-
тигает своего максимального значения, т.е. 
 ),,...,(max),...,( 1},...,{

00
1

1
mTnT RR

m




  (11) 

а для числа n справедлива оценка .1),(  TKnn  
Доказательство. Рассмотрим всевозможные 

вариации ,  заданные наборами действительных чи-
сел, удовлетворяющих условиям (5), (6). При доказа-
тельстве теоремы будем считать, что вариации зада-
ны своими произвольными значениями )},({ 1 t

 
;1,...,1  K  в этом случае величины )}({ 1 tK  будут 

их линейными комбинациями и могут быть опреде-
лены из условий (5), (6). Таким образом, множество 
вариаций образует линейное пространство размерно-
сти n(K,T). 

В силу леммы 1 все вариации   делятся на два 
типа: такие, что   является запрещенной для данной 
стратегии   при любом ,0  и такие, что 0  явля-
ется допустимой для нее при некотором .00   Вся-
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кая запрещенная вариация, в силу леммы 1, удовле-
творяет какому-либо неравенству ,0)( 1  t

 где 
.0)( 1  t
 С учетом предыдущего замечания, все 

неравенства вида 0)( 1  tK  заменятся на линейные 
однородные неравенства от величин )},({ 1 t

 
.1,...,1  K  

Пусть )(  — минимаксная стратегия, а ва-
риация   такова, что 0  допустима для нее при не-

котором 00  . Из теоремы 1 следует, что для   су-
ществует такой параметр ),()(   что выполнено 
неравенство 
 .0))(,( TL   (12) 

Соответствующее множество 1C  является 
замкнутым. Множество запрещенных вариаций заме-
ним его замыканием: 
 ,0)( 1  t

  (13) 

при .0)( 1  t
 Соответствующее множество 2C  ко-

нечно и, следовательно, тоже замкнуто. Очевидно, 
объединенная система неравенств (12), (13), для ко-
торой 21 CCC   — тоже замкнутое множество, 
удовлетворяет условиям леммы 2. Поэтому из систе-
мы (12), (13) может быть выделена конечная подсис-
тема линейных однородных неравенств 
 ,0),( 0  jTL   ,,...1 mi  (14) 

 ,0)( 1  ti
 ,,...1 nmi    (15) 

где ).,( TKnn  Поскольку неравенства (15) описыва-

ют только множество вариаций ,p  то для любого 
p \  выполнится хотя бы одно из неравенств (14). 

В силу замкнутости 1C  для любого ap  \  так-
же выполнится хотя бы одно из неравенств (14). По-
этому в силу теоремы 1 рассматриваемая стратегия 
является минимаксной на множестве ),...,( 00

1 m . Оче-
видно, в этом случае выполняется равенство (11). 
Теорема доказана. 

5. Заключение 

Полученные результаты позволяют свести за-
дачу о поиске минимаксных стратегии и риска в би-
нарной стационарной случайной среде к задаче о по-
иске глобального максимума функции, численно рав-
ной минимаксному риску на конечном подмножестве 
параметров. Методы нахождения минимаксных стра-
тегии и риска на конечном множестве параметров 
рассмотрены в [1, 2].  

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, проект № 13-01-00334а. 
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