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КЛАСС ГЕОМЕТРИЧЕСКИ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕКТОРОВ  
С ЗАВИСИМЫМИ КОМПОНЕНТАМИ 
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A NEW CLASS OF GEOMETRICALLY DISTRIBUTED RANDOM VECTORS  
WITH DEPENDENT COMPONENTS 

I.V.Zolotukhin 

Санкт-Петербургский филиал института океанологии им. П.П.Ширшова РАН, igor.zolotukhin@gmail.com 

В работе вводится многомерное геометрическое распределение (MVE) с зависимыми компонентами. Найдены функции 
надежности и характеристические функции как для самого распределения, так и для его проекций на координатные 
гиперплоскости. Показано, что проекции также имеют MVG-распределение. Аналогично одномерному геометрическому закону, 
распределение обладает свойством отсутствия последействия и имеет в качестве предельного (при соответствующей 
нормировке) многомерное экспоненциальное распределение Маршалла—Олкина. 
Ключевые слова: многомерное геометрическое распределение, отсутствие последействия, многомерное 
экспоненциальное распределение Маршалла—Олкина 

The paper introduces the multivariate geometric distribution (MVE) with dependent components. The characteristic functions 
and the reliability functions as well as their projections on any coordinate hyperplanes have been found. It is proved that these 
projections also have MVG distribution. By analogy with the univariate geometric law the MVG distribution has characteristic property of 
aftereffect absence and has the multivariate exponential distribution of Marshall—Olkin as a limit (at an appropriate normalization). 
Keywords: multivariate geometric distribution, absence of aftereffect, multivariate exponential distribution of Marshall—Olkin 
 

Введение 

При введении многомерных аналогов извест-
ных распределений важно, чтобы они обладали 
свойствами подобными свойствам одномерных за-
конов. В настоящей работе вводится многомерное 
распределение, чьи одномерные проекции распреде-
лены геометрически, а само распределение обладает 
свойствами подобными свойствам геометрического 
распределения.  

Для дальнейшего изложения нам понадобится 
ряд обозначений. 

Пусть }{= E  — совокупность k-мерных ин-

дексов ),,(= )((1) k  , каждая компонента которых 

равна 0 или 1; ,1)(1,= 1 ; = )(
1=

||=||, ik

i
 1 . Обо-

значим iE  — совокупность индексов, у которых 

1=)(i , 21   —вектор, каждая i-я координата кото-

рого равна }.,{max )(
2

)(
1

ii   
На множестве E  зададим отношение частич-

ного порядка:  
.  ),1,=(если,  , jjkjj  E  

Положим < , если   и  . 
Запись ),( ba  будет обозначать скалярное про-

изведение векторов a  и b , а запись ab  и i
j

i
a 1=

 — 

покоординатное произведение соответствующих век-
торов. 

Пусть N  — независимые геометрически рас-
пределенные случайные величины:  




 qpnqpnNP n 1=,1,2,=,=)=( 1   
c характеристическими функциями  
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Класс распределений будем обозначать )( qG . 
Рассмотрим случайные величины  

.,1,=},{min= kiNM
i

i 
 E

 

Положим  =N , если 0=p . 
По известному свойству геометрического рас-

пределения  
).( 
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i

i
E

 

Определение. Распределение вектора  
}){min,},{min(=),,(=

1
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
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NNMMM

k
k

EE
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назовем многомерным геометрическим распределе-
нием, а сам вектор M  — геометрически распреде-
ленным случайным вектором. 

Ясно, что компоненты вектора M  зависимы. 
Вместо функции распределения удобно рассматри-
вать функцию надежности вектора M , которая, оче-
видно, равна  

),,(=)( 1 kmmPP m  

 .
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Здесь ),1,=(),,,(= 1 kjmmm jk m  — натуральные 

числа.  
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Класс многомерных геометрических распре-
делений с функцией надежности (1) обозначим 

),( EqMVG . 

1. Свойства распределения MVG 

Свойства распределения MVG  естественно 
описывать в виде аналогов свойств одномерного гео-
метрического закона. 

Теорема 1. Многомерное геометрическое рас-
пределение обладает свойством отсутствия после-
действия при сдвиге всех аргументов на одну и ту 
же величину:  
   .),,,(=),>(=>/> nnnMPMMP nmnmn  (2) 

Известно, что если )(qGN , то ZpN
p

P

0
, где 

(1)EZ . Здесь через )(E  обозначен класс экспо-
ненциальных распределений. Многомерным анало-
гом экспоненциального распределения является MVE-
распределение, введенное Маршаллом и Олкиным в 
[1], с функцией надежности  

0,>],max[exp=),,(=)(
1

1 i
ki

k zzzzFzF 






E

  

0  — параметры распределения. 
В [1] были исследованы ряд свойств MVE, в ча-

стности, показано, что MVE-распределение обладает 
свойством отсутствия последействия при сдвиге всех 
аргументов iz  на положительную константу. Даль-
нейшие свойства MVE исследовались в [2], в частно-
сти, показано, что вектор ),(),,(= 1 E MVEZZZ k  
может быть представлен в виде  
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где X  — независимые экспоненциально распреде-
ленные случайные величины с параметрами 

))((   EX . 
Теорема 2. Пусть ),( E qMVGM  и 
pp  = , тогда  
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где ),( E MVEZ , т.е. MVE-распределение явля-
ется предельным для многомерного геометрического.  

2. Распределения проекций вектора M  
на координатные гиперплоскости 

Вектор   будем использовать для задания ко-
ординатной гиперплоскости в k-мерном пространстве. 

Теорема 3. Проекция M  вектора M  на коор-
динатную гиперплоскость   имеет многомерное гео-
метрическое распределение с функцией надежности  

.
max

=)(
1

=:

m
m






















 ki

qP  

Другими словами,  
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Теорема 4. Характеристическая функция про-
екции вектора M  на гиперплоскость   равна 
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Следствие 1. Характеристическая функция 
многомерного геометрического распределения рав-
на  
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Следствие 2. Характеристическая функция 
проекции вектора M  на ось ,0)(1,0,=   равна  
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3. Доказательства 

Доказательство теоремы 1. Согласно (1)  

),()(=
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==)( )(max nm
m

nm nm PPqqqP ni

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
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Из (3) следует (2). 
Теорема доказана. 
Доказательство теоремы 2. Положим пара-

метры MVG-распределения равными pp  =  и рас-
смотрим вектор }){min,},{min(=

1  pNpNpM
kEE  . 

По известному свойству геометрического рас-
пределения  

 ,
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где )(  EX . Значит,  
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Теорема доказана. 
Доказательство теоремы 3.  
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Обозначим = . 
Меняя порядок сомножителей в (5) и учиты-

вая, что  E , получим 
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Теорема доказана. 
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При доказательстве теоремы 4 будем исполь-
зовать следующую лемму. 

Лемма. 
  .=>; ),(

0>:

),(),( MininMi EeqeMeE 




  ttt n  

Доказательство леммы. 
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В равенстве (6) используются свойство отсутст-
вия последствия распределения вектора М и формула (4). 

Лемма доказана. 
Доказательство теоремы 4. Обозначим через 

W  минимум среди компонент вектора M :  
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В дальнейшем используем обозначение 
)()(=);(   dPBE

B
, предложенное в [3]. 

По формуле сложения для несовместных событий  
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Вычислим первое слагаемое 1,I  в (7). 
По свойству условного математического ожи-

дания  
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Запишем событие }0,>,>{  nN  в виде 
суммы двух несовместных событий:  
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Вектор M  от второго события в (10) не за-
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Первый сомножитель в правой части (11) равен  
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а второй согласно лемме равен  
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Подставляя (12) и (13) в (11), затем (11) в (9), 
(9) в (8) и суммируя по n , получим  
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В общем случае ,jI  вычисляем по аналогич-

ному алгоритму.  
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Подставив (15) в (14) и просуммировав по l , 
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Теорема доказана. 
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