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Предложено новое правило кодирования четырехфазных последовательностей с идеальной периодической 
автокорреляционной функцией, которые обладают следующей совокупностью основных характеристик: период — 6(qm–1)/(q–1), 
пик-фактор стремится к значению 1,2 с ростом периода, простота формирования. 
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M-последовательность 

A new coding rule of four-phase sequences with ideal periodic autocorrelation function is offered. This sequences possess 
following set of properties: the period is 6(qm–1)/(q–1), the limit of peak factor is 1.2 as the period approaches infinity, ease of formation. 
Keywords: four-phase sequence, ideal PACF, analysis, extended Galois field, M-sequence 

1. Введение 

В основе радиолокационных, навигационных, 
акустических, спутниковых, мобильных и многих 
других информационно-технических комплексов ле-
жат различные шумоподобные сигналы. Содержа-
тельная часть сигнала определяется с помощью пе-
риодических последовательностей, для которых од-
ним из требований является идеальность их периоди-
ческой автокорреляционной функции (ПАКФ) [1].   

Известно немало работ, в которых представле-
ны семейства последовательностей с идеальной 
ПАКФ, напр., [2-6]. Общим для большинства из этих 

последовательностей является лишь условие идеаль-
ности ПАКФ. При этом они различаются целым на-
бором характеристик, в частности:  

— алфавитом, над которым осуществляется их 
формирование; 

— периодом и плотностью сетки периодов; 
— пик-фактором; 
— мощностью правила кодирования; 
— простотой формирования. 
Спрос на последовательности с идеальной 

ПАКФ и различными совокупностями характеристик 
из числа приведенных выше в прикладных областях 
опережает предложение, поскольку конкретные на-
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боры требований, предъявляемые к последовательно-
стям, зависят от области применения и особенностей 
задач, которые решают с их помощью. Объектом на-
шего исследования являются четырехфазные после-
довательности.  

В связи с вышесказанным, целью работы явля-
ется синтез семейства четырехфазных последова-
тельностей с идеальной ПАКФ. 
2. Семейство четырехфазных последовательностей  

с идеальной ПАКФ 
Построим правило кодирования над расширен-

ным полем Галуа  mqGF , где spq , p  — простое 
число, а 1m  и 1s . При этом  qGF  может быть как 
простым, так и расширенным полем Галуа без умень-
шения общности дальнейших выкладок. Таким образом, 
определим правило кодирования семейства четырех-
фазных последовательностей следующей формулой: 
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В приведенном правиле кодирования приня-
ты следующие обозначения: 1i  — мнимая 
единица;  nd  — M-последовательность периода 

1mq  над расширенным полем Галуа  mqGF ; 
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сы степенных вычетов над полем Галуа  qGF  с 
первообразным элементом .  

Найдем необходимые и достаточные условия, 
при выполнении которых последовательности, фор-
мируемые на основе правила кодирования (*), имеют 
идеальную ПАКФ. 

Теорема 1. Четырехфазная последовательность 
 ny , формируемая на основе правила кодирования 
(*), имеет идеальную ПАКФ тогда и только тогда, 
когда характеристика q  и степень расширения m  

поля Галуа  mqGF  являются нечетными числами. 
Доказательство. По построению 1q  должно 

делиться без остатка на 12. Отсюда вытекает условие 
нечестности .q  

Покажем, что m  должно быть нечетным числом. 
Для этого сначала найдем ПАКФ последовательности, 
определяемой следующим правилом кодирования: 
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По свойствам M-последовательностей [7]: 
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Выполнив подстановку  xR  и проведя необ-
ходимые преобразования, получаем ПАКФ последо-
вательности  ny : 
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Отсюда следует, что ПАКФ последовательно-
сти  ny  определяется формулой: 

     .
*
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Поскольку для каждого  , кратного двум, но 

не кратного четырем, значение   1
*

i , то  ny  име-
ет идеальную ПАКФ тогда и только тогда, когда 
выполнено сравнение  4mod62 h . Следовательно, 
необходимо, чтобы  2mod13 h , т. е. h  должно 
быть нечетным числом. Согласно принятым обозна-
чениям: 
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Для каждого 1,,1,0  mn   величина nq  явля-
ется нечетной. Представленная сумма является не-
четной тогда и только тогда, когда число слагаемых 
m  также нечетно, т. е. степень расширения поля Га-
луа  mqGF  должна быть нечетным числом. Что и 
требовалось доказать. 

Из доказанной теоремы следует, что для не-
четных значений q  и m  ПАКФ четырехфазных по-
следовательностей из семейства, сформированного по 
предложенному правилу кодирования, является иде-
альной и имеет вид: 
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3. Свойства предложенного семейства четырех-
фазных последовательностей с идеальной ПАКФ 

Определим период четырехфазных последо-
вательностей  ny , формируемых на основе пред-
ставленного в предыдущем разделе правила кодиро-
вания.  

Теорема 2. Период четырехфазных последо-
вательностей  ny  с идеальной ПАКФ, формируе-
мых с помощью (*), определяется формулой h6 , 

где 1
1




 q
qh

m
. 

Доказательство. Достаточно показать, что 
выполняется равенство nhn yy 6 . Истинность этого 
равенства напрямую вытекает из формулы правила 
кодирования (*) и свойств циклической структуры M-
последовательностей [7]. 

Заметим, что полученный период отличается 
от периодов известных семейств четырехфазных 
последовательностей с идеальной ПАКФ, напри-
мер: 
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— последовательности Ли [4] имеют период, 
определяемый формулой 1q ; 

— последовательности Ким-Джанг-Ким-Но [5] 
имеют период p2 ; 

— последовательности Лим-Но [6] имеют пе-
риод N2 . 

Кроме того, известно, что произведение двух 
последовательностей с идеальной ПАКФ также 
имеет идеальную ПАКФ, если периоды перемно-
жаемых последовательностей — взаимно-простые 
числа [8]. Поскольку существуют правила кодиро-
вания троичных последовательностей с идеальной 
ПАКФ и периодом вида h  (напр., [9]), то умножая 
их на четырехфазную последовательность периода 
шесть, получим семейство четырехфазных после-
довательностей периода h6 . ПАКФ последова-
тельностей из этого семейства будет идеальной, 
если выполнено   1,6 h . Покажем, что это возмож-
но не для всех значений m , т. е. полученное в на-
стоящей работе семейство расширяет сетку перио-
дов четырехфазных последовательностей по срав-
нению с известными. 

Теорема 3. Четырехфазные последовательно-
сти, формируемые по правилу кодирования (*), 
отличаются от произведения последовательностей 
с идеальной ПАКФ периода шесть и h  тогда, когда 
степень расширения поля Галуа  mqGF  делится на 
три без остатка. 

Доказательство. Делители числа шесть — 
двойка и тройка. Достаточно проверить делимость 
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Найдем такие степени расширения m , что 
 3mod0h . По построению  12mod1q , т. е. имеет 

вид 112  cq , где c  — произвольное натуральное 
число. Отсюда в результате преобразований получа-
ем: 
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Из разложения видно, что  3mod0h  для ка-
ждой степени расширения m , которая кратна трем. 
Что и требовалось доказать. 

Из теоремы следует, что при формировании 
четырехфазных последовательностей с идеальной 
ПАКФ по правилу кодирования (*) необходимо 
использовать такие поля Галуа  mqGF , степень 
расширения которых делится на три без остатка. 

Зная период и значение главного лепестка 
ПАКФ последовательности  ny , рассчитаем ее пик-
фактор: 
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Отсюда следует, что с ростом значения харак-
теристики расширенного поля Галуа q  значение пик-
фактора ypf  стремится к 1,2. 

Поскольку предложенное правило кодирова-
ния семейства четырехфазных последовательностей 
с идеальной ПАКФ определяется над расширенными 
полями Галуа на основе M-последовательности, то 
его мощность совпадает с мощностью правила ко-
дирования самих M-последовательностей и равняет-
ся:  

 
m

qm

2
1 , где  n  — фи-функция Эйлера. 

Аналогичным образом объясняется простота 
формирования представленного семейства последо-
вательностей, поскольку M-последовательности об-
ладают оптимально малой линейной сложностью и 
для них существуют эффективные устройства-
генераторы.   

4. Примеры 

Проиллюстрируем работу предложенного 
правила кодирования четырехфазных последова-
тельностей с идеальной ПАКФ (*) на нескольких 
примерах. 

Пример 1. Положим в качестве параметров рас-
ширенного поля Галуа 13q  и 3m . Для формиро-
вания последовательностей найдем необходимые 
классы степенных вычетов над  13GF , первообраз-
ный элемент которого 2 : 

 10 H ;  83H ;  98H ;  1010 H ;  711H ; 
 42 H ;  34 H ;  65 H ;  126 H ;  59 H . 

Для таких классов степенных вычетов правило 
кодирования принимает вид: 
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Тогда для произвольной M-последовательности 
 nd  над расширенным полем Галуа  313GF  четырех-
фазная последовательность  ny , формируемая с по-
мощью полученного правила кодирования: 

— по теореме 1 имеет идеальную ПАКФ; 
— по теореме 2 имеет период 1098; 
— обладает пик-фактором 3,1ypf . 

Пример 2. Выберем в качестве параметров рас-
ширенного поля Галуа 25q  и 3m . Поскольку 

25q , то  qGF  является расширенным полем Галуа. 
Пусть его первообразный элемент α , а примитив-
ный многочлен   2ααα 2 f . В этом случае необ-

ходимые классы степенных вычетов над  25GF  
имеют следующий вид: 

 4,10 H ;  3α2,α43 H ;  41,2α3α8 H ; 
 14,4αα10 H ;  23,2α3α11 H ; 

 2α3,4α2 H ;  32,2αα34 H ;  1α4,α45 H ; 
 3,26 H ;  14,2α3α9 H . 
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Для таких классов степенных вычетов правило 
кодирования принимает вид: 
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Тогда для произвольной M-последовательности 
 nd  над расширенным полем Галуа  325GF  четы-
рехфазная последовательность  ny , формируемая с 
помощью полученного правила кодирования: 

— по теореме 1 имеет идеальную ПАКФ; 
— по теореме 2 имеет период 3906; 
— обладает пик-фактором 25,1ypf . 

Аналогичным образом выполняется формиро-
вание последовательностей для расширенных полей 
Галуа с произвольными параметрами, удовлетво-
ряющими необходимым и достаточным условиям из 
теоремы 1. 

5. Заключение 

Предложено новое семейство четырехфазных 
последовательностей с идеальной ПАКФ. Эти после-
довательности обладает следующей совокупностью 
характеристик: 

— период определяется формулой 1
16




q
qm

, где 

 12mod1q  и  3mod0m ; 
— значение пик-фактора стремится к 1,2 с рос-

том q ; 
— мощность правила кодирования равняется 

 
m

qm

2
1 ; 

— простота формирования обусловлена тем, 
что правило кодирования основано на M-последова-
тельностях с оптимально малой линейной сложно-
стью. 

Апробация правила кодирования полученного 
семейства последовательностей проведена на много-
численных примерах с использованием вычислитель-

ной техники, что гарантирует достоверность приве-
денных результатов. 
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