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THE LINEAR COMPLEXITY OF INTERLEAVED SEQUENCES OBTAINED  
FROM HALL AND LEGENDRE SEQUENCES 
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Исследованы минимальный многочлен и линейная сложность чередующихся бинарных последовательностей, 
обладающих оптимальной периодической автокорреляционной функцией. Рассматриваемые последовательности 
формируются на основе последовательностей Холла или Лежандра и Холла. 
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We explored the minimal polynomial and the linear complexity of interleaved binary sequences with optimal periodical 
autocorrelation. These sequences are formed on the basis of Hall sequences and Legendre—Hall sequences. 
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Введение 

Периодическая автокорреляционная функция 
(ПАКФ) и линейная сложность являются важными 
характеристиками последовательности. Последова-
тельности, обладающие хорошими автокорреляцион-
ными свойствами и высокой линейной сложностью, 
важны для криптографических приложений [1]. 
Пусть 110 ,,, Taaa   — последовательности с периодом 
N  и матрица U  порядка TN  образована размеще-
нием последовательностей ja  в ее j-х столбцах, 

1,0,= Tj  . Тогда чередующая последовательность 
u  периода NT  получается путем последовательного 
объединения строк матрицы U  и обозначается 

),,,( 110 TaaaI  , где I  — оператор чередования. Обо-
значим через L  оператор циклического сдвига по-
следовательности на единицу влево. 

Пусть 1,0,1,=},{=},{= Njbbaa jj   — бинар-

ные последовательности с периодом N , 
4),mod3(N  обладающие оптимальной ПАКФ, тогда 

последовательность  
 1),,,(= 2/12/1 bLaLbaIu  (1) 
также обладает оптимальной ПАКФ [2]. 

В случае, когда a  — последовательность Ле-
жандра, простых чисел-близнецов или m-последова-
тельность и  1,= 4/1 aLb  — натуральное число, 
минимальный многочлен последовательности u  и ее 
линейная сложность были найдены в [3]. Случай 
последовательностей Холла [4], обладающих опти-
мальной ПАКФ, а также когда ba,  — последова-
тельности различных типов, остался неисследован-
ным. В этой статье найдем минимальный многочлен 
и линейную сложность последовательности u  в 
случаях, когда a  и b  — последовательности Холла, 

а также когда a  — последовательность Лежандра, а 
b  — Холла. 

Если }{= iuu  — последовательность с перио-
дом N4 , то ее минимальный полином )(tm  и линей-
ную сложность )(LC  можно вычислить по следую-
щим формулам [5]:  
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Пусть α  — примитивный корень степени N  

из единицы в расширении поля (2)GF , тогда 

)α(=1
1

0=
jN

j
N xx   

. Следовательно, согласно (2) и 

(3), для вычисления минимального многочлена и 
линейной сложности последовательности ,u  сфор-
мированной по (1), достаточно определить число 
корней многочлена )()( 44 xxsxs ba   в множестве 

1}0,1,...,=,{α Nll  и найти их кратность. 

1. Линейная сложность чередующихся  
последовательностей Холла 

Напомним определение последовательностей 
Холла и приведем необходимые в дальнейшем сведе-
ния [4]. Пусть 16=27= 2  RAp  — простое число, 

3)mod1(A  и g  — первообразный корень по моду-
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лю .p  Обозначим через ,50,=, kHk  циклотомиче-
ские классы шестого порядка по модулю p , т. е. 

1}.,0,=,mod{= 6  RtpgH tk
k   Дополнительно пред-

положим, что ,3 1H  тогда 310= HHHD   является 
разностным множеством Холла [4]. Пусть 

,50,=,= iDgD i
i  и ia  — характеристическая после-

довательность ,iD  т. е.  
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Линейная сложность последовательностей 
Холла была вычислена в [6]. В частности, показано, 

что если ,= 0aa  то ).α(=)α(
jg

aja ss  Более того, если 

27= 2Ap , то 3)mod0(2gind  [4], следовательно, 

04 H  и 1.,1,=),α(=)α( 4 plss l
a

l
a   Также в [6] полу-

чено, для 8)mod7(p  при соответствующем выборе 
первообразного корня α  имеем:  
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[7]. Согласно [7], если 27= 2Ap  и 8)mod3(p , то  
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где   — корень многочлена 1.2 xx  
Теорема 1. Если бинарные последовательности 

iaa ,0  определены по (4) и последовательность u  

сформирована по (1) для ,=,= 0 iaLbaa   то: 
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1,2,4,5=i , 1)/4;(=  p  
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для ,5,1,= i  8),mod7(p  ;1)/4(  p  
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рассмотрим несколько случаев. 
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Пусть 8),mod7(p  тогда по (5) имеем, что  
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Таким образом, 1)/6(4=  pLС  и 
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 по (2), (3) и (7). 

Если же 8),mod3(p  то  
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по (6). В этом случае 3= pLC  и 1)(1)(=)( 3  pxxxm  
по (2), (3) и (7). 

Пусть 0i , тогда ).α()α(=)α( 444 ilg
a

l
a

l ssv   Та-
ким образом, из (5) для 8)mod7(p  получаем, что  
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Для определения кратности корней многочлена 
)( 4xv  найдем его призводную )(=)( 4134' xsxxv

ia
p . Сле-

довательно, для многочлена )( 4xv  элемент l4α  является 
кратным корнем, если .0Hl  Таким образом, 

1)/32(4=  pLC  и .)α(1)(=)( 24

0

l
HHl

xxxm
i

  
 

Пусть 8)mod3(p , тогда по (6) получаем, что 

1,1,=0,=)α( 4 plv l   тогда и только тогда, когда 

21   ii HHl  (индексы циклотомических классов 
вычисляются по модулю 6) для 1,2,4,5=i  и 

4310 HHHHl   для 3.=i  Так как 

)(=)( 4134' xsxxv
ia

p , то в этом случае многочлен )( 4xv  

не имеет кратных корней в множестве 
 .1,1,=,α4 pll   Следовательно, 1)/3(3=  ppLC  и 
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для ,5.1,= i   
Теорема доказана. 

2. Линейная сложность чередующихся  
последовательностей Лежандра и Холла 

Последовательность Лежандра определяется 
как  
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p
j  — символ Лежандра [9]. Линейная слож-

ность последовательностей Лежандра была вычисле-
на в [10]. В частности, если c  — последовательность 
Лежандра, то для 8)mod7(p  при соответствующем 
выборе первообразного корня α  имеем:  
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как 3p . Таким образом, если 8),mod3(p  то по (6) 

и (9) 1.,1,=0,)α( 4  plv l   Воспользовавшись форму-
лами (2), (3) и (10), получаем, что 22= pLC и 

1).1)((=)( 22  xxxm p  
Если же 8),mod7(p  то по (10) получаем, 

что 1,1,=0,=)α( 4 plv l   тогда и только тогда, когда 

531 HHHl   для 0,2,4=i и 22    ii H l H  для 
1,3,5.=i Таким образом, 3= pLC и 

24 )α(1)(=)(
420

l
HHHl 

xxxm   
 для 0,2,4=i ; 

1)/34(4=  pL  и 24 )α(1)(=)(
420

l
HHHHl 

xxxm
i

  
 

для 1,3,5.=i
Теорема доказана. 

Заключение 

В статье определены параметры чередующихся 
бинарных последовательностей, сформированных из 
последовательностей Холла или Лежандра и Холла, 
обладающих оптимальной периодической автокорре-
ляционной функцией и высокой линейной сложно-
стью, рассчитан их минимальный многочлен. 
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