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Суперпозиция потоков прямоугольных импульсов при выполнении определенных условий и ограничений адекватно 
описывается полумарковской моделью. Однако при исследовании процессов, порождаемых суперпозицией потоков, 
полумарковская модель применима не всегда. В этой связи разработка методов расчета частных вероятностных характеристик 
исследуемых процессов имеет важное практическое значение. В настоящей работе предложена методика расчета 
корреляционных функций потоков s


-состояний (совпадений) и потоков множественных состояний, а также интервальных 

переходных вероятностей. Полученные результаты могут использоваться при анализе надежности и эффективности 
функционирования сложных систем. 
Ключевые слова: случайный поток, суперпозиция потоков, поток совпадений, поток множественных совпадений, 
автокорреляция, переходная интервальная вероятность 

Superposition of square pulse flows is adequately described by a semi-Markov model only in the presence of certain conditions 
and restrictions. Nevertheless a semi-Markov model sometimes can not be used when studying the processes induced by the 
superposition of flows. In this connection the development of common methods for calculating partial probabilistic characteristics of the 
studied processes has practical value. In the present paper a method of calculating the correlation functions for both flows of s-states 
(coincidences) and flows of multiple states and also interval transition probabilities is proposed. The obtained results can be used for 
analysis of both reliability and effectiveness of complex systems’ functioning. 
Keywords: random flow, superposition of flows, flow of coincidence, flow of multiple coincidences, autocorrelation, interval 
transition probability 

1. Условия и ограничения 

Будем считать, что парциальные потоки 
)(ti , Ni ,1  прямоугольных импульсов, образую-

щие суперпозицию  )(,),()( 1 ttt NN   , 

),0[],1,0[),,()(   RR t N
N , стационарны и вза-

имно независимы в совокупности; существуют и 
заданы плотности распределения вероятностей 
длительности импульсов )(α xi  и длительности пауз 

)(xi ; импульсы (паузы), принадлежащие одному и 
тому же потоку, не перекрываются сами с собой; 
существуют математические ожидания длительно-
стей импульсов 1m  и пауз 1m  [1]. 
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Процесс )(tN  находится в момент t  в s


-
состоянии, если stN


 )( , ),,,,,( 1 Ni ssss 


  

N
i ss 


, . Во времени эти состояния описываются 

потоком s


-состояний 

 








.)(,1
,)(,0

)(
st
st

t
N

N
s 



  (1) 

Поток )(ts
  может быть представлен произ-

ведением соответствующих комбинаций парциаль-
ных потоков )(ti  и их инверсий )(ti  [2]: 

 ,)()(
1




N

i

s
i

s
is

ii tt  (2) 

где iiii sstt  1),(1)( . 

2. Автокорреляционная функция потока 

Автокорреляционная функция )(r  парциаль-
ного потока )(t  типа A, удовлетворяющего услови-
ям и ограничениям п. 1, определена в [3,4]. Поэтому 
приведем лишь окончательные расчетные соотноше-
ния: 
 ,)()( 1

2
 mkr  (3) 

где 1m  — математическое ожидание длительности 
импульсов потока;   — средняя частота следования 
импульсов потока; )(k  — корреляционный момент 
процесса )(t , численно равный вероятности того, 
что начало и конец отрезка длиной   окажутся на 
основании импульса потока )(t : 

 ,)exp()(2
1)( 






jc

jc

dssxskjk   (4) 

    ,
)()(α1

)(1)(α1)( 2
1

sss
ss

s
m

sk 








 


  (5) 

где )(),(α ss   — преобразования Лапласа плотностей 
распределения длительностей импульсов и пауз соот-
ветственно. 

3. Автокорреляционная функция потока )(Φ ts
  

Запишем в общем виде выражение для авто-
корреляционной функции потока состояний 
 .)()()()(),(  tttttr sssss

  (6) 
Обозначим начальный корреляционный мо-

мент через 
 ,)()(),(  tttk sss

  (7) 
а начальные моменты первого порядка — 

)()( ttm ss
   и )()(  ttm ss

 . 
Записав )(tS  в виде (2) с учетом независи-

мости потоков ,,1),( Niti   после усреднения полу-
чим: 

   ,),()()(1),(),(
1




N

i

s
iii

s
is

ii tktmtmtktk  (8) 

   ,)(1)()(
1
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
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is

ii tmtmtm  (9) 

   .)(1)()(
1




N

i

s
i

s
is

ii tmtmtm   (10) 

Здесь )()(),(  tttk iii  — корреляционный момент 

потока Niti ,1),(  ; )()(,)()(  ttmttm iiii  — 
средние значения процесса )(ti  в моменты t  и t  
соответственно. 

Для стационарных парциальных потоков имеем: 

   ,)(21)()(
1




N

i

s
ii

s
is

ii kmkk   (8а) 
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
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s
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Здесь )(ik  — корреляционный момент i-го потока, 
определяемый соотношением (4); .1 i

mm ii   

Если все потоки )(ti , Ni ,1  имеют одинако-
вые параметры: 

,,1),()(
),()(),,(),(

Nitmtm
tmtmtktk

i

ii



 

то выражения (8), (9), (10) можно упростить: 
   ,),()()(1),(),( ss nNn

s tktmtmtktk 


   (8б) 

где 



N

i
is sn

1

  

   ,)(1)()( ss nNn
s tmtmtm 


   (9б) 

   .)(1)()( ss nNn
s tmtmtm 


    (10б) 
Для стационарных потоков имеем: 

   ,)()(21)()( ss nNn
s kmkk 


   (8в) 

   .1 ss nNn
s mmm 


   (9в) 

4. Взаимно корреляционная функция потоков 
)(Φ ts

  и )(Φ tv
  

По аналогии с (6) можно записать выражение 
для взаимно корреляционной функции двух потоков 
состояний: 

.)()()()(),(  tttttr vsvsvs
  

Обозначим 
 ,)()(),(  tttk vsvs

   (11) 

 ,)()( ttm ss
   .)()(  ttm vv

   (12) 
Найдем начальный смешанный момент 
),( tk vs

 , подставив выражения для потоков )(ts
  и 

)(tv
  в виде (2): 

 .)()()()(),(
1




N

i

v
i

s
i

v
i

s
ivs tttttk iiii   (13) 

Рассмотрим выражение под знаком усреднения 
для всех возможных значений ii vs , : 
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1,1  ii vs , ),()()(  tktt iii ; 

0,0  ii vs , );,(),()()(1)()( 1  tktktmtmtt iiiiii  

1,0  ii vs , );,(),()()()( 2  tktktmtt iiiii  

0,1  ii vs , ),(),()()()( 3  tktktmtt iiiii . 

С учетом введенных обозначений запишем вы-
ражение для начального смешанного момента 

),( tk vs
 : 

 ).,(),(),(),(),( 32
1

1  


tktktktktk iiiiiiii vs
i

vs
i

N

i

vs
i

vs
ivs

    (14) 

При парциальных потоках, имеющих одина-
ковые параметры, выражение для ),( tk vs

  имеет 
вид: 

    vsvsvs nnnNn
vs tktmtmtktk 
 )()()(1),(),(  

     ,),()(),()( vssvsv nnnn tktmtktm       (14а) 

где .,,
111




N

i
iv

N

i
is

N

i
iivs vnsnvsn   

Для стационарных парциальных потоков име-
ем: 
     vsvsvs nnnNn

vs kmkk 
 )(21)()(  

   ,)( 2 vssv nnnkm      (14б) 
где m  — среднее значение парциального потока. 

5. Автокорреляционная функция потока )(tr  

Потоком множественных состояний )(tr  на-
зывают поток, заданный временной функцией [2]: 

 ,
)(,1
)(,0

)( 







 Rt
St
St

t
rN

rN
r   (15) 

который равен сумме потоков s


-состояний, принад-
лежащих r-му подмножеству: 
 .)()( 




rSs

sr tt


    (15а) 

В соответствии с (15а) представим выражение 
для корреляционной функции потока r-состояний: 

  
 rr Ss

s
Ss

s tttr





 )()(),(  

 .)()( 



rr Ss

s
Ss

s tt





   (16) 

Обозначим 

 ,)()(),( 



rr Ss

s
Ss

sr tttk





   (17) 

 ,)()( 

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rSs

sr ttm


   (18) 

 .)()( 



rSs

sr ttm


   (19) 

После преобразований и усреднения получим: 
 ,),(),(),( 







r rr Ss

ks
Sk

ks
Ss

sr tktktk








   (20) 

 ,)()( 



rSs

sr tmtm


   (21) 

 .)()( 



rSs

sr tmtm


   (22) 

Начальные корреляционные моменты 
kss kk  ,  

определяются выражениями (8) и (14) соответствен-
но. Средние значения sm  можно найти по формулам 
(9) и (10). 

6. Взаимная корреляционная функция потоков 
)(tr  и )(tn  

Пусть даны подмножества N
rS   и N

nS  . 
Им соответствуют потоки )(tr  и )(tn , заданные 
выражением (15). По аналогии с предыдущим пара-
графом получим: 
 ),()(),(),( ,,  tmtmtktr nrnrnr   (23) 

 ,),(),(, 
 


r nSs Sk

ksnr tktk
 

   (24) 

 ,)()( 



rSs

sr tmtm


   (25) 

 .)()( 



nSk

kn tmtm


   (26) 

В частном случае, когда множество N  раз-
бивается на два непересекающихся класса 

NSSSSSS  212121 ,,, , справедливо соотноше-
ние: 

)(1)( 12 tt  . 
Тогда 

   )(1)(),( 112,1 tttk  

 ).,()()()()( 11111  tktmttt   (27) 
Здесь ),(1 tk  определяется выражением (20), 

)(1 tm  — формулой (21). 
Отметим, что соотношения, полученные в п.п. 

3…6, справедливы для независимых парциальных 
потоков любого типа. 

7. Интервальные переходные вероятности 
Во многих прикладных задачах возникает необ-

ходимость в определении вероятности )(
ks

P   пребыва-

ния процесса )(tN  в некотором состоянии s


 в момент 
t  и в состоянии k


 в момент t . Кроме того, значи-

тельный интерес представляют вероятности )(rnP  на-
хождения процесса в подмножестве rS  и в подмноже-

стве nS  в моменты времени t  и t  соответственно. 
Указанные вероятности могут быть выражены 

через начальные корреляционные моменты. Покажем 
это для стационарных и взаимно независимых парци-
альных потоков .,1),( Niti   
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Пусть t  — равномерно распределенный на 
интервале TT ],,0[  момент времени. Если в мо-

мент t  процесс )(tN  находится в s


-состоянии, то 

stN


 )( , что согласно (1) равносильно равенству 

1)(  ts
 . Аналогично для момента времени t  

запишем ktN


  )(  и 1)(  t

k
 . Тогда вероят-

ность )(
ks

P   численно равна математическому ожи-

данию произведения )()(   tt
ks
 . С учетом вы-

полнения условия стационарности потоков получим 
.)()()(   ttP

ksks
  

Но правая часть равенства равна начальному 
взаимно корреляционному моменту потоков 

)(),(   tt
ks
  (см. (11)). Следовательно, 

 ).()( 
ksks

kP    (28) 

Рассмотрим теперь ситуацию перехода процес-
са из подмножества rS  в подмножество nS , 

 nr
N

nr SSSS ,, . Если rN St  )(  то в соответст-

вии с (15) 1)(  tr . Аналогично для момента t  

nN St   )(  и 1)(  tn . 
Тогда 

)()()(   ttP nrrn  
или с учетом формулы (24) 
 .)()( 

 


r nSs Sk

ksrn kP
 

   (29) 

8. Условные интервальные переходные вероятности 

Пусть )(t  — случайный процесс с конечным 
множеством состояний. Определим вероятность пере-
хода процесса   в состояние j  в момент t  при ус-
ловии, что в момент t  процесс находился в состоянии i: 

 itjttP ij  )()(),(,/  

или 

  
  .)(

)(,)(),(,/ it
itjttP ij 


   (30) 

Пусть ),()( tt   где )(t  — поток прямо-
угольных импульсов единичной амплитуды, т. е. 

1,0, ji . Тогда переходные вероятности непосредст-
венно выражаются через корреляционные моменты: 
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Здесь функции ),(),,(),,( 321  tktktk  выражают-
ся через корреляционный момент ),( tk , как и в п. 4. 

Для суперпозиции )(tN  потоков Niti ,1),(  , 

ставя в соответствие состояниям ji,  — s

- и k


-сост-

ояния, Nks 


, , получим: 
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или для стационарного процесса 
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где )(
ks

P   — интервальная вероятность (28). 
Если теперь под состоянием i  понимать при-

надлежность процесса )(tN  подмножеству rS , j  — 
подмножеству nS , то 
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nr
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
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или при выполнении условия стационарности 
.)(),(,/ rrnnr mPtP   

Заключение 
Суперпозиция случайных потоков прямо-

угольных импульсов )(tN  и ее отображения )(tS , 
)(tr , )(t , )(tGM  могут служить моделью широко-

го класса реальных физических процессов, встре-
чающихся при анализе надежности сложных систем, 
исследовании систем вторичной радиолокации и 
асинхронных систем передачи информации, а также в 
области экономики, логистики, биологии. Получен-
ные в работе соотношения создают предпосылки для 
разработки конструктивных методов анализа вероят-
ностных характеристик указанных систем. 
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