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В работе дается обобщение определения общности положения двух замкнутых подпространств на случай системы 
конечного числа замкнутых подпространств банахова пространства. Получено и доказано необходимое и достаточное условие 
того, что система замкнутых подпространств находится в общем положении. Приведенные в теореме условия содержат 
существенно меньше требований, чем в цитируемых работах. 
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This paper presents a generalized definition of the position similarity of two closed subspaces if there is a system of a finite 
number of closed subspaces of a Banach space. We found and proved a necessary and sufficient condition for the closed subspaces 
system to be in the general position. The theorem conditions contain significantly less requirements than in the works of reference. 
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В работах [1,2] развит аппарат теории шатров 
применительно к банаховым пространствам. Этот 
аппарат является эффективным средством получения 
необходимых условий экстремума в различных зада-
чах оптимизации, задачах математического програм-
мирования и других экстремальных задачах. 

Существенную роль в теории шатров играет 
общность положения двух плоскостей. Приведем оп-
ределение этого понятия (в том виде, как оно дано в 
[1,2]) применительно к подпространствам некоторого 
банахова пространства B. Как обычно, расстояние от 
точки Bα  до подпространства BL  определяется 
формулой   xLad

Lx



αinf, . 

Определение 1. Замкнутые подпространства 

21, LL  банахова пространства B называются находя-
щимися в общем положении, если для произвольного 

0  найдется такое B , что при любом Bα  из 
выполнения неравенств   αδ,α 1 Ld ,   αδ,α 2 Ld  

следует   αε,α 21 LLd  . 
В работах [1,2] рассматривается следующая 

ситуация. Имеются замкнутые подпространства 
sQQQ ,...,, 10  банахова пространства B (в качестве этих 

подпространств в цитированных работах берутся не-
сущие плоскости некоторых выпуклых конусов). Рас-
сматриваются два подпространства 21, LL , каждое из 

которых представляется в виде пересечения некото-
рых из подпространств sQQQ ,...,, 10 , и ставится во-
прос, в каких случаях 1L  и 2L  будут в общем поло-
жении. Мы здесь формализуем эту ситуацию в виде 
следующего определения. 

Определение 2. Система замкнутых подпро-
странств sQQQ ,...,, 10  банахова пространства B назы-
вается обладающей свойством общности пересече-
ний, если любые два подпространства 21, LL , каждое 
из которых представляется в виде пересечения неко-
торых из подпространств sQQQ ,...,, 10 , находятся в 
общем положении.  

Таким образом, для выполнения свойства общ-
ности пересечений требуется, например, чтобы каж-
дые подпространства ji QQ , , входящие в рассматри-

ваемую систему, находились в общем положении; 
далее, требуется, чтобы iQ  и kj QQ   находились в 

общем положении и т.д. 
Распространим определение 1 на случай про-

извольного числа подпространств. 
Определение 3. Систему замкнутых подпро-

странств kLLL ...,, 21   2k  банахова пространства B 
будем называть находящейся в общем положении, 
если для произвольного 0  найдется такое 0 , 
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что при любом Bα  из выполнения неравенств 
  kiLd i ,...,1,αδ,α   следует   αε...,α 21 kLLLd  . 

Учитывая это определение, удается получить 
условие, необходимое и достаточное для выполнения 
свойства общности пересечений. Справедлива сле-
дующая теорема. 

Теорема. Пусть sQQQ ,...,, 10  — система замкну-
тых подпространств банахова пространства B. Для 
того чтобы эта система обладала свойством общности 
пересечений, необходимо и достаточно, чтобы каж-
дая ее подсистема, содержащая не менее двух под-
пространств, находилась в общем положении. 

Доказательство. Установим, прежде всего, не-
обходимость, т.е. покажем, что если система 

sQQQ ,...,, 10  обладает свойством общности пересече-
ний, то каждая ее подсистема (содержащая не менее 
двух подпространств) находится в общем положении. 
Мы обозначим через k число подпространств, входя-
щих в рассматриваемую подсистему,  12  sk  и 
проведем индукцию по k от 2k  до 1 sk .  

Пусть сначала 2k , тогда подсистема состоит 
их двух подпространств, т.е. имеет вид  ji QQ , . Так 

как система sQQQ ,...,, 10  обладает свойством общно-
сти пересечений, то, в частности, подпространства iQ  
и jQ  находятся в общем положении. Но это и означа-

ет (в силу определений 1 и 2), что подсистема  ji QQ ,  

находится в общем положении. Это дает начало ин-
дукции. 

Пусть при некотором k, где 12  sk , необхо-
димость уже доказана для любой подсистемы, содер-
жащей не более k элементов. Иначе говоря, всякая 
подсистема системы sQQQ ,...,, 10 , содержащая не бо-
лее k подпространств, находится в общем положении. 
Докажем, что это справедливо и для любой подсис-
темы, содержащей 1k  элементов. Рассмотрим под-
систему  

kiii QQQ ,...,,
10

, содержащую 1k  элементов. 

Пусть   — произвольное положительное число. Так 
как система sQQQ ,...,, 10  обладает свойством общно-
сти пересечений, то подпространства 

01 iQL   и 

kii QQL ...
12  находятся в общем положении. Сле-

довательно (см. определение 1), найдется такое число 
0 , что при     αε,α,αε,α 21  LdLd  выполнено 

неравенство   αε,α 21 LLd  . Далее, так как подсис-
тема  

kii QQ ,...,
1

 содержит k элементов, то согласно 

предположению индукции, эта подсистема находится 
в общем положении. Следовательно (см. определение 
3), найдется такое 0 , что при выполнении нера-
венств   kjQd

ji ,...,1,αδα,   мы имеем 

  αε...,α
1


kii QQd  , т.е.   αε,α 2 Ld . При этом мы 

можем считать, что  . Пусть теперь Bα  такой 
элемент, что   αδ,α 2 Ld  при всех kj ,...,1,0 . Тогда 

    αεαδ,αα,
01  iQdLd . Кроме того, согласно вы-

бору числа   мы имеем, как отмечено выше, 
  αε,α 2 Ld . Но из неравенств   ,αε,α 1 Ld  
  αε,α 2 Ld  вытекает, в силу выбора числа  , что 
  αε,α 21 LLd  , т.е.   αε...α,

10


kiii QQQd  . Итак, 

для произвольного 0  существует такое 0 , что 
из выполнения неравенств   kjQd

ji ,...,1,0  ,α,α   

вытекает   αε...,α
10


kiii QQQd  . Это означает 

(определение 3), что подсистема  
niii QQQ ,...,,

10
 на-

ходится в общем положении. Этим и завершается 
очередной шаг индукции. 

Проведенная индукция показывает, что каж-
дая подсистема системы  sQQQ ,...,, 10   находится в 
общем положении, т.е. доказана необходимость 
содержащегося в теореме условия. 

Установим теперь достаточность, т.е. покажем, 
что если каждая подсистема системы sQQQ ,...,, 10  (со-
держащая не менее двух подпространств) находится в 
общем положении, то система sQQQ ,...,, 10  обладает 
свойством общности пересечений. Пусть 1L  и 2L  — 
два подпространства, каждое из которых представля-
ется в виде пересечения некоторых из подпро-
странств sQQQ ,...,, 10 . Мы можем считать, что 

kii QQL  ...
11  , 

qpp iii QQQL  ...
212 

 , где 

qpqkp    ,1 . Таким образом, при kp   под-
пространства 

kp ii QQ ...,,
1

 входят как в пересечение, 

определяющее 1L ,  так и в пересечение, определяющее 

2L . Покажем, что 1L  и 2L  находятся в общем положе-

нии. Пусть   — произвольное положительное число. 
Согласно предположению, подсистема  

qii QQ ,...,
1

 

находится в общем положении. Поэтому существует 
такое положительное число  , что для любого Bα  из 
выполнения неравенств   qjQd

ji ,...,1  ,αδα,   сле-

дует   αε...,α
1


qii QQd  .  

Пусть теперь Bb  удовлетворяет 
  bLbd 1, ,   bLbd 2, . Так как 

jk iii QQQL   ...
11  при kj ,...,1 , то из неравен-

ства   bLbd 1,  вытекает, что   bQbd
ji ,  при 

kj ,...,1 . Аналогично, из неравенства   bLbd 2,  
вытекает что   bQbd

ji ,  при qpj ,...,1 . 

Таким образом, поскольку   bLbd 1, , 
  bLbd 2, , имеем   bQbd

ji ,  при всех 

qj ,...,1 . Из этого вытекает, в силу выбора числа ,  
что   bQQbd

qii  ...,
1

. Но ясно, что 

.... 211
LLQQ

qii    Итак, из выполнения нера-

венств   bLbd 1, ,   bLbd 2,  вытекает, что 
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  ., 21 bLLbd   Этим и установлено, что подпро-
странства 1L  и 2L  находятся в общем положении. 

Мы видим, что любые два подпространства 
2L 1, L , каждое из которых представляется в виде пе-

ресечения некоторых из подпространств ,,...,, 10 sQQQ  
находятся в общем положении. Иначе говоря, система 

sQQQ ,...,, 10  обладает свойством общности пересече-
ний. Этим установлена достаточность. 

Заметим, что приведенное в этой теореме ус-
ловие содержит существенно меньше требований, 
чем в определении  2.  
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