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Для трехпараметрического распределения Майкснера и различных частных случаев установлена связь кумулянтов и 

моментов с полиномами определенного класса. В зависимости от параметров распределений найдены теоретические 
выражения для кумулянтов и моментов произвольного порядка. Указаны рекуррентные дифференциальные и алгебраические 
соотношения. В частном случае, получены формулы связи между известными последовательностями секансных и 
тангенциальных чисел. 
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For the three-parameter Meixner distribution and for several special cases, the connection of cumulants and moments to 
polynomials of a certain class is found. Depending on the distribution parameters some theoretical expression for cumulants and 
moments of random order are derived. The recurrence differential and algebraic relations are presented. For the special case, the 
formulae which reflect the relations between the sequences of secant and tangent numbers are derived. 
Keywords: Meixner distribution, characteristic function, cumulants, moments, tangent numbers, secant numbers, generalized 
Euler numbers 
 

Введение 

Вероятностным распределением Майкснера [1-3] 
называют двухпараметрическое распределение с харак-
теристической функцией  

  ,shch)( mtittf   где ;0;,  mm R  .1i  (1) 
Это распределение допускает обобщение как трехпа-
раметрическое распределение с характеристической 
функцией  

 ,shch)(
m

tmitmtf
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где m,, ;R  ,0m  .0  
Двухпараметрическое распределение Майк-

снера получается, если в (2) положить m  и пере-

обозначить параметр 






m . Заметим, что в 

трехпараметрическом распределении параметр   — 
математическое ожидание, а третий параметр можно 
ввести иначе, например, вместо β в (2) записать  . 

В указанном виде (2) трехпараметрическое 
распределение получено при решении задачи харак-
теризации распределений свойством постоянства рег-
рессии квадратичной статистики Q на линейную ста-
тистику Λ [4]: 
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где nXXX ,...,, 21  — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины. В [4] трехпараметри-
ческое распределение Майкснера фигурирует как 
распределение типа гиперболического косинуса (да-
лее используем эту терминологию). В зависимости от 
соотношения коэффициентов статистики Q условие 
постоянства регрессии (3) является характеристиче-
ским для ряда известных распределений [5-6], входя-
щих в класс распределений Майкснера [7]. Известны 
и другие характеризации распределения Майкснера и 
распределений класса Майкснера [8-9]. В 2002 г. Во-
эном получено обобщение распределения Майкснера 
[10], которое затем изучалось многими авторами. 

Отметим частные случаи. При 0  из (2) по-
лучаем характеристическую функцию двухпарамет-
рического обобщенного распределения гиперболиче-
ского косинуса [11] 

 ,ch
1)(

m

ttf 
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а при ,0  1m  получаем характеристическую 
функцию  

 ttf


 ch
1)(  (5) 

широко известного однопараметрического распреде-
ления гиперболического косинуса (секанса). Осуще-
ствив сдвиг случайной величины, распределенной по 
закону гиперболического косинуса, на величину  , 
получим двухпараметрическое распределение, из-
вестное как распределение Чампернауна [12] c харак-
теристической функцией 

t
etf

ti

βch)(


 . 

Таким образом, распределение типа гипербо-
лического косинуса оказывается обобщением двухпа-
раметрического распределения Майкснера, а также 
является обобщением двух- и однопараметрического 
распределений гиперболического косинуса (с харак-
теристическими функциями (4), (5) соответственно) 
на случай ,0  а при сдвиге значений — и распре-
деления Чампернауна. 

Для распределений с характеристической 
функцией вида (1)-(2) известны функция плотности и 
функция распределения, доказана безграничная де-
лимость, вычислены математическое ожидание, дис-
персия, коэффициенты асимметрии и эксцесса. Одна-
ко выражения через параметры для моментов и куму-
лянтов в общем виде (за исключением частных слу-
чаев: распределения гиперболического косинуса и 
распределения Чампернауна) в литературе не пред-
ставлены. В данной работе найдены аналитические 
выражения для моментов и кумулянтов при произ-
вольных параметрах распределений, а также приве-
дён ряд сопутствующих результатов. 

Вычисление кумулянтов 
Используя характеристическую функцию, най-

дем в общем виде кумулянты распределения типа 
гиперболического косинуса (трехпараметрического 
распределения Майкснера). Применяя тождества 

izz cosch   и ,sinsh iziz   где i — мнимая едини-
ца, преобразуем выражение в формуле (2): 
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Введя обозначение ,tga
  получаем 
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Характеристическая функция обобщенного 
распределения гиперболического косинуса  0  
соответственно имеет вид 
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При 1m  выражение (7) представляет харак-
теристическую функцию распределения гиперболи-
ческого косинуса. 

Для нахождения кумулянтов перейдем в (6) к 
натуральным логарифмам 

,coslncosln)(ln)( 
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Производные от функции ztg  являются много-
членами от ztg  (ради наглядности обозначим bz tg ): 
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В общем виде имеет место рекуррентное соот-
ношение 
 ),1)(()( 2

1 bbPbP nn   ,)(1 bbP   ,...2,1n . (8) 
Эти многочлены )(bPn  известны в литературе 

(Derivative polynomials) [13,14]. Последовательность 
 )0(2kP , ...,2,1k , представляет собой также извест-
ную последовательность тангенциальных чисел Tk 
(tangent numbers) [15]: 1, 2, 16, 272, 7936, 353792, 
22368256, ... . Заметим, что ,0)0(12 kP  ...,2,1k . 

Согласно алгоритму дифференцирования, мно-
гочлены )(bPn  также можно представить как 

 ,);()(
0
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где  
,1)1;1( V  0);1( jV  при всех ,1j  

)1;()1()1;()1();1(  jnVjjnVjjnV  при .Nn (10) 
Значения коэффициентов ),;( jnV  вычисляе-

мые по рекуррентной формуле, представляют и само-
стоятельный интерес. 

В нашем случае при дифференцировании 
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Таким образом,  
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Следовательно, приходим к соотношению для 
кумулянтов. 

Теорема 1. Для распределения типа гипербо-
лического косинуса с характеристической функцией 
(2) формула для вычисления кумулянтов ,n  

,...2,1n , имеет вид: 
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Следствие 1.1. Для двухпараметрического рас-
пределения Майкснера  m  формула для вычис-
ления кумулянтов имеет вид: 
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где ,...2,1n . 
Следствие 1.2. Для обобщенного распределе-

ния гиперболического косинуса с характеристической 
функцией (4)  0  ,0  m  формула для вычисления 
кумулянтов имеет вид: 
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Следствие 1.3. Для однопараметрического 
распределения гиперболического косинуса с характе-
ристической функцией (5)  1,0  m  формула для 
вычисления кумулянтов имеет вид: 
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В приведенных соотношениях kT  — тангенци-
альные числа.  

Вычисление моментов 

По характеристической функции вычислим мо-
менты случайной величины. Используем соотношение 

),()0()( kkk XMif   ,...2,1,0k . Запишем (6) в виде 
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Далее, 
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Следовательно, согласно (14)-(13):  
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Аналогично,  
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Согласно алгоритму дифференцирования, при-

ходим к рекуррентному соотношению для полиномов: 
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Соответственно,  
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Заметим, что и при ,0n  1),(0 bmP  соотно-
шения (16)-(17) также остаются справедливыми: 

,),(1 mbbmP   .1)( 0 XM  
Таким образом, моменты n-го порядка при 

конкретных параметрах изменяются как полиномы 










,mPn  и пропорционально .
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В соответствии с алгоритмом дифференциро-
вания, полиномы ),( bmPn , ,...2,1,0n , можно пред-
ставить иначе: 
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где  ),;( jknU  — система целочисленных коэффици-
ентов, связанных соотношениями:  

,1)0,0;0( U  0),;0( jkU  для любых ,0, jk  
 )1,1;(),;1( jknUjknU  

 )1,;()1()1,;()1(  jknUjjknUj   (19) 
при ...,2,1,0n . 

Заметим, что согласно (19) оказывается  
,1)1,1;1( U  0),;1( jkU  для любых .1, jk  

Последовательность  ,)0,1(2sP  где ,...,2,1,0s  
представляет собой известную последовательность 
«секансных чисел» [16]: 1, 1, 5, 61, 1385, 50521, 
2702765, 199360981, ... . В литературе эту последова-
тельность, наряду со знакочередующейся последова-
тельностью (1, –1, 5, –61, 1385, –50521, 2702765,  
–199360981, ...) также называют «Эйлеровыми числа-
ми» (Euler numbers). 

Последовательность  ,)0,2(2sP  ...,2,1,0s , явля-
ется последовательностью тангенциальных чисел  sT . 

Последовательность  )1,1(sP , где ,...,2,1,0s  
является последовательностью обобщенных Эйле-
ровых чисел («Generalized Euler numbers» или 
«Springer numbers») [17,18]: 1, 1, 3, 11, 57, 361, 2763, 
24611, ... . 

Оформим найденные закономерности в виде 
утверждений. 

Теорема 2. Для распределения типа гипербо-
лического косинуса с характеристической функцией 
(2) формула для вычисления моментов n-го порядка 
имеет вид:  

















 

















  

 

j
k

n

k

n

j

n

n

n
n mjknUmmPmXM

0 0

),;(,)(  

 kn

jjnn

k

n

j m
jknU 



 




0 0

),;( ,  ,...2,1,0n .  (20) 

Следствие 2.1. Для двухпараметрического рас-
пределения Майкснера  m  формула для вычис-
ления моментов n-го порядка имеет вид: 
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Следствие 2.2. Для обобщенного распределе-
ния гиперболического косинуса  0,0  m  с ха-
рактеристической функцией (7) формула для вычис-
ления моментов n-го порядка имеет вид: 
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В частности, при 2,0  m  получаем  
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где ...,2,1,0s ;  Ts  — тангенциальные числа. 
Следствие 2.3. Для однопараметрического 

распределения гиперболического косинуса 
 1,0  m  с характеристической функцией (5) 
формула для вычисления моментов n-го порядка 
имеет вид:  
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где ...,2,1,0s ;  Es — секансные числа. 
Соотношения (20)-(24) позволяют находить 

моменты произвольного порядка при любых допус-
тимых значениях параметров рассматриваемых рас-
пределений. 

Теорема 3. Секансные числа  jE  

,...2,1,0...},,50521,1385,61,5,1,1{  j  и тангенци-
альные числа   ...,2,1...},,7936,272,16,2,1{  jTj  

связаны взаимно-обратными соотношениями, имею-
щими место для моментов   ,...2,1,0,2  jj  и куму-

лянтов   ,...2,1,2  jj , при условии 0α 12 j , 

012  j , где ,...2,1,0j , а именно: 
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Теорема 3 следует из следствий 1.3 и 2.3 при 

1 . Для нескольких первых элементов последова-
тельностей, как видим, соотношения легко проверяемы. 

Теорема 4. Для распределения типа гипербо-
лического косинуса с характеристической функцией 
(2) формула для вычисления ее производной n-го по-
рядка имеет вид:  
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где ,...2,1,0n . 
Теорема 4 следует из приведенного выше алго-

ритма дифференцирования характеристической функ-
ции (2). Также легко можно рассмотреть и частные 
случаи при различных значениях параметров m,, . 

Заключение 

В работе найдены соотношения для кумулянтов 
и моментов трехпараметрического распределения 
Майкснера и различных частных случаев. Установлена 
связь кумулянтов и моментов с определенного класса 
полиномами. Для построения полиномов введены но-
вые функции дискретных целых неотрицательных ар-
гументов );( jnV  и ),;( jknU , представляющие и само-
стоятельный интерес. Вычисления кумулянтов, мо-
ментов и соответствующих полиномов произвольного 
порядка при различных параметрах компьютеризиро-
ваны. Известные в простейших частных случаях ре-
зультаты полностью укладываются в данную теорию. 
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