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Предложено описание процессов переключения в кристаллических сегнетоэлектриках с помощью уравнений 
релаксационных процессов с учетом воздействия переменного внешнего электрического поля. Получены точные 
аналитические решения этих уравнений для произвольной зависимости времени релаксации от внешнего поля и произвольной 
зависимости внешнего поля от времени. На основе полученного решения выполнено численное исследование связи между 
частотой синусоидального внешнего поля и формой гистерезисных кривых. Результаты расчетов находятся в качественном 
согласии с экспериментальными данными. 
Ключевые слова: сегнетоэлектрик, поляризация, процессы переключения, гистерезис 

The kinetic theory of switching processes in crystalline ferroelectric materials under the influence of alternating external electric
field is formulated. The basic equations of relaxation processes from metastable states with account of external field are used. The
exact analytical solutions of these equations at arbitrary time-dependent external field are obtained. Connection between the hysteresis
loops shape and sinusoidal external electric field is investigated numerically. The numerical results were found to be in qualitative

agreement with the experiments. 
Keywords: ferroelectrics, polarization, switching processes, hysteresis curves 
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Введение: описание модели 

Гистерезисные явления в конденсированных 
системах, включая сегнетоэлектрики, обусловлены 
существованием метастабильных состояний. Связь 
между поляризацией сегнетоэлектрика  tP  и напря-
женностью внешнего электрического поля  tE  но-
сит нелокальный характер и зависит не только от 
термодинамических условий и физических свойств 
материала, но и от явного вида временной зависимо-
сти внешнего поля .)(tE  Управление формой гистере-
зисных кривых сегнетоэлектрических материалов 
может быть осуществлено, если известна связь между 
функцией  tE  и динамикой процессов переключе-
ния в сегнетоэлектрике. 

В настоящее время существует несколько под-
ходов к анализу процессов переключения в сегнето-
электриках [1-8]. В частности, ранее нами было вы-
полнено моделирование гистерезисного поведения 
сегнетоэлектрических керамик [8] на основе упро-
щённой модели, в которой пренебрежено переходами 
из всех метастабильных состояний, кроме граничных 
точек метастабильности. Результаты этого моделиро-
вания оказались в качественном согласии с экспери-
ментальными данными [9,10]. Однако в рамках этой 
модели зависимость формы гистерезисных кривых от 
частоты управляющего поля описать невозможно. 

Цель данной работы состоит в установлении 
связи между функциями  tP  и  tE  кристаллических 
сегнетоэлектриков для случая произвольной зависи-
мости управляющего поля от времени t . Решение 
этой задачи основано на следующих допущениях от-
носительно процессов переключения в сегнетоэлек-
триках:   

1. Вероятность переключения одиночного до-
мена из метастабильных состояний в устойчивые за-
висит от напряженности управляющего поля и опи-
сывается произвольной (однако известной) функцией 
 .α E   

2. Процессы переключения доменов происхо-
дят независимо друг от друга.  

3. Связь между параметром порядка одиночно-
го домена и напряженностью внешнего электриче-
ского поля произвольна (но известна).  

Рассмотрим модель одноосного кристалличе-
ского сегнетоэлектрика, в котором все N  доменов 
имеют общее направление их осей. Каждый из доме-
нов характеризуется собственным значением парамет-
ра порядка (локальный параметр порядка). Управляю-
щее внешнее зависящее от времени электрическое по-
ле )(tE  направлено вдоль общей оси всех доменов. 
Домены, для которых в текущий момент времени t  
поляризация   tEP  направлена вдоль внешнего поля, 
находятся в устойчивом термодинамическом состоя-
нии. Домены с противоположным направлением поля-
ризации находятся в метастабильных состояниях. Бу-
дем предполагать, что обе однозначные функции 

 EP , определяющие связь между внешним электри-
ческим полем и поляризацией домена, известны. 

Зависимость вероятности переключения доме-
на в единицу времени от внешнего поля описывается 
некоторой чётной функцией  .α E  Эта функция 
стремится к нулю при 0=E  и стремится к бесконеч-
ности в окрестности границ метастабильности 0E . 

Выберем одно из двух возможных направле-
ний поляризации диполей в качестве положительно-
го. Тогда при   00 << EtEE  часть доменов находит-
ся в метастабильных состояниях и участвует в про-
цессах переключения. 

Положим, что изменение управляющего поля с 
течением времени описывается известной функцией  

  .= tEE  (1) 
Тогда процессы релаксации описываются сле-

дующими уравнениями  
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где  tN1  и  tN2  — число положительно и отрица-
тельно ориентированных доменов соответственно, 
 x  — ступенчатая функция Хевисайда  
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Исключая в системе (2) функцию  tN2 , най-
дем уравнение относительно доли положительно ори-

ентированных доменов    
N

tN
tn 1

1 = :  

 

 
       EEtnEdt

tdn
 α=α 1

1 . (4) 

Решение этого уравнения с нулевым началь-
ным условием   0=0=1 ttn  (при достаточно больших 
временах t  система «забывает» о своем начальном 
состоянии) решается элементарно  

             , expαθ= 1111
0

1 tFtFtEtEdttn
t

  (5) 

где  

 
     11

0

α= dttEtF
t

  —  (6) 

неубывающая функция времени. 
Функция  tn2  выражается через  tn1 :  

     . 1= 12 tntn   (7) 
Формально точное решение эволюционных 

уравнений (2), определяемое соотношениями (5, 7), в 
общем виде не позволяет выполнить детальный каче-
ственный анализ решения. Качественное и количест-
венное поведение решения (5) существенно зависит 
от явного вида функций  Eα  и  tE . 

Полиномиальная вероятность переключения и гар-
моническое управляющее поле: численные расчеты 

Один из вариантов аналитического представ-
ления функции  Eα  заключается в следующем. Вы-
берем функцию  Eα  в виде суммы двух слагаемых, 
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первое из которых доминирует в окрестности точки 
0=E  (это слагаемое аппроксимируется квадратич-

ной функцией 0/EE ), а второе слагаемое доминирует 
в окрестности точек 01,2 = EE   (это слагаемое ап-
проксимируется достаточно высокой степенью от 

0/EE ):  
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здесь 1a  и 2a  — некоторые константы. 
Таким образом, выберем функцию  Eα  в 

форме (8), содержащей три параметра maa ,, 21 . Па-
раметр m  требуется взять достаточно большим, что-
бы достигать полного опустошения метастабильных 
состояний при достижении управляющим полем ве-
личин 0E . 

Подстановка выражения (8) в (6) для синусои-
дального управляющего поля  

    ,ωsin= tAtE  (9) 
приводит к интегралам, которые вычисляются в эле-
ментарных функциях. Результат интегрирования со-
держит линейный и осциллирующий во времени чле-
ны:  
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 — биномиальные коэффициен-

ты. 
Таким образом, функция, определенная выра-

жением (11), имеет вид: 
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где  tn2  — периодические функции времени, зада-
ваемые соотношением  
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(12) 

В качестве иллюстрации представим график 
зависимости 1n  от произведения ft   ω/2π=f  для 
частот 0,16;0,4;0,1=f  при переменном внешнем 
поле (9). Здесь выбраны следующие значения без-

размерных параметров: 4,1=
0E

A  (амплитуда внеш-

него поля должна превосходить границу метаста-
бильности ),> 0EA  ,5=1a  ,5,1=2a  10=m  (в идеа-
ле должно быть m , в реальности достаточно 
условие 1m ). Результаты расчетов представлены 
на рис.1. 
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Рис.1. Зависимость доли положительно ориентированных 
доменов n1 (ось ординат) от величины ft (ось абсцисс) при 
безразмерных частотах управляющего поля f = 1; 4; 16 

 
Расчет показывает, что изменение формы кри-

вых )(1 tn  обусловлено не только изменением мас-
штаба времени: в переменных 1nft   форма кривой с 
ростом частоты подвергается изменению. Физиче-
ский смысл этого явления состоит в следующем: при 
низких частотах система медленно проходит область 
малых значений внешнего поля и за это время даже 
нечастые переключения имеют достаточно времени 
для накопления. С возрастанием частоты большая 
часть переключения происходит в окрестности гра-
ниц метастабильности 0E . Эта закономерность ста-
новится особенно очевидной, если результаты вычис-
лений представить в переменных )(1 tn — )(tE . 

Эволюция формы гистерезисных кривых в пере-
менных «доля положительно ориентированных доме-
нов» — «напряженность внешнего поля» с изменением 
частоты показана на рис.2. Заметим, что с увеличением 
частоты управляющего поля происходит приближение 
гистерезисных кривых En 1  к прямоугольной форме. 
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Рис.2. Гистерезисные кривые для доли положительно ориен-
тированных доменов n1 в зависимости от напряженности 
электрического поля Е при безразмерных частотах управ-
ляющего поля f = 1; 4; 16  



2013  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №73 Т.2 
 

 96 
 

Однако наибольший интерес представляют 
гистерезисные кривые для поляризации. Связь между 
функциями )(1 tn  и )(tE  имеет следующий вид 

           ,)(1)(= 11 tEPtntEPtntP     (13) 
где  EP  — однозначные функции, определяющие 
зависимость параметра порядка одиночного домена 
от управляющего поля с учетом метастабильных со-
стояний. 

В общем случае функции  EP  неизвестны и 
зависят от выбора модели сегнетоэлектрика. В случае 
модели с дальнодействующим междипольным потен-
циалом взаимосвязь между внешним полем и пара-
метром порядка домена устанавливается соотноше-
нием [11]:  

 
,1

1ln2
τ=E PP

P








  
(14) 

где E,, P  — безразмерные температура, параметр 
порядка и напряженность внешнего поля соответст-
венно:  
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T  — температура образца, cT  — температура Кюри, 
>< p  — среднее значение величины дипольного 

момента ячейки. 
Границы метастабильности находятся в точках 
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(0)
2 E,pM  на плоскости пере-

менных  E,P . Эти точки находятся из условия об-
ращения в нуль производной правой части уравнения 
(14) по P :  
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Таким образом, в данной модели безразмерные 
значения внешнего поля и параметра порядка на гра-
ницах метастабильности определяются однозначно 
по безразмерной температуре образца. 

Функции  EP  — две ветви решения уравне-
ния (14) относительно P  с «привязкой» к точкам 

(0)
1,2M  соответственно. Поскольку точное аналитиче-

ское решение этого уравнения вряд ли возможно, 
рассмотрим следующий метод приближенного реше-
ния. 

Вначале приведём уравнение (14) к эквива-
лентной форме и используем «привязку» к точке 

(0)
1M . В итоге получим систему уравнений:  
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Введем обозначение  

      (0)
1

(0)
1 EE=E pP     (18) 

и получим уравнение относительно  E :  
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Поскольку абсолютное значение производной 
правой части этого уравнения по  E  менее единицы 
при всех значениях входящих переменных и парамет-
ров, то уравнение (19) может быть решено методом 
простых итераций с любой желаемой точностью:  
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Зададим начальное значение   0=Eδ0 . После 
M  итераций получим  

    EE (0)
1 MpP  .  (21) 

Функция  EP  может быть найдена с помо-
щью  EP :  

    .E=E   PP   (22) 
Таким образом, у нас имеется всё необходимое 

для вычисления гистерезисных кривых сегнетоэлектрика. 
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Рис.3. Гистерезисные кривые для безразмерной поляризации 
P как функции от безразмерной напряжённости электрического 
поля E при частотах управляющего поля f = 0,25; 1; 4; 16  

 
Использование выражения (21) и (22) для 

 ),( tfEP , а также (5) для  tn1  в соотношении (13) 
позволяет выполнить численные расчёты поляриза-
ции. Численные расчеты выполнены для следующих 
значений параметров 0,5=τ , 4,1=1A , 0,5=1a , 

5,1=2a  при частотах внешнего поля ;25,0=f  
0,16;0,4;0,1 . Результаты представлены на рис.3. 

Заключение 

Основные результаты данной работы состоят в 
следующем: 

1. Для описания процессов переключения в од-
ноосных кристаллических сегнетоэлектриках с учё-
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том переменного внешнего поля использованы урав-
нения релаксации из метастабильных состояний в 
равновесные термодинамические состояния.  

2. Найдены точные аналитические решения 
уравнений при произвольной зависимости вероятно-
стей распада метастабильных состояний от внешнего 
поля  Eα  и при произвольной зависимости внешне-
го поля от времени  tE .  

3. Выполнены численные расчеты гистерезисных 
кривых в безразмерных переменных для модельных 
выражений функции  Eα  и синусоидального внешнего 
поля. Показано, что форма гистерезисных кривых суще-
ственно зависит от частоты управляющего поля.  

Особо следует отметить, что форма гистере-
зисных кривых сегнетоэлектрических материалов 
предопределяется двумя функциями: 

1) зависимостью вероятности распадов мета-
стабильных состояний от внешнего электрического 
поля  Eα ;  

2) зависимостью управляющего внешнего поля 
от времени  tE .  

Таким образом, имеется два типа проблем, свя-
занных с моделированием гистерезисных явлений в 
сегнетоэлектрических материалах. 

1. Прямые задачи: управление формой гистере-
зисных кривых посредством внешнего электрическо-
го поля  tE , которое в случае синусоидального поля 
содержит два управляющих параметра — амплитуду 
и частоту. В общем случае, конечно, количество 
управляющих параметров внешнего поля может быть 
значительно увеличено, если не ограничиваться си-
нусоидальной формой функции  tE . Решение пря-
мых проблем возможно, если функция  Eα  известна.  

2. Обратные задачи: нахождение явного вида 
функции  Eα  по форме гистерезисных кривых при 

различных функциональных зависимостях управ-
ляющего поля от времени  tE . Эти проблемы могут 
способствовать выяснению микроскопических меха-
низмов процессов переключения в сегнетоэлектриче-
ских материалах.  
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