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Статистические распределения
1. Макроскопические системы. Квазинезависимые системы

Объектом изучения статистической физики являются макроскопические системы. Под макроскопическими системами понимаются такие системы частиц, которые содержат число частиц, сравнимое с числом Авогадро, то есть с числом частиц в одном моле. Как известно, это число равно 
[image: image1.wmf]23

1

6,0210

моль

×

. Примерами макроскопических систем являются окружающие нас тела, например, воздух в помещении, твердые, жидкие и газообразные тела, плазма и другие.
В классической части статистической физики рассматриваются свойства макроскопических систем, состояния которых не изменяются во времени. Такие состояния макроскопической системы, в которых она может находиться неопределенно долгое время, называются равновесными состояниями. Тогда задачей статистической физики является исследование свойств и поведения макроскопических систем, находящихся в состоянии равновесия, на основании известных свойств образующих их частиц.
Частицами, из которых состоят макроскопические системы, могут быть молекулы, ионы, атомы, электроны, ядра атомов, нейтроны и любые другие частицы, которые в общем случае будем называть микрочастицами.

В статистической физике свойства и законы движения микрочастиц считаются известными. Задача состоит в том, чтобы описать поведение систем, содержащих большое число частиц с известными свойствами.

Исследования свойств макроскопических систем показало, что их общие равновесные свойства мало зависят от конкретных свойств частиц, из которых они построены, и от законов их взаимодействия. При этом оказалось, что поведение макроскопических систем не подчиняется закономерностям динамического типа, а определяется закономерностями статистического типа.
При решении задач статистической физики можно использовать классическое описание состояния и движения отдельных частиц, но более точным описанием состояния микрочастиц является квантовое описание состояний. Поэтому будем считать, что частицы, из которых состоят макроскопические системы, описываются законами квантовой механики. В некоторых конкретных задачах можно легко перейти к классическому описанию состояния частиц.

Кроме того, при решении задач статистической механики будем использовать законы термодинамики и термодинамические функции, описывающие состояния макроскопических систем.

Пусть имеем некоторую макроскопическую систему, которую можно разделить на большое число частей так, чтобы взаимодействие между этими частями было слабым, и им можно было в первом приближении пренебречь. Такие слабо взаимодействующие между собой части системы движутся в первом приближении независимо друг от друга. Однако малое слабое взаимодействие между ними не может не учитываться на качественном уровне описания таких частей системы, так как именно это взаимодействие приводит к тому, что состояния отдельных частей изменяется. Поэтому полной независимости частей системы не существует. Такие квазинезависимые части системы называют подсистемами.
Критерием независимости подсистем является условие, состоящее в том. что энергия взаимодействия подсистем мала по сравнению с энергией каждой частицы подсистемы. Это условие может быть реализовано различными способами. Одним из способов реализации малого взаимодействия является непрерывное слабое взаимодействие между подсистемами. При этом условие малости энергии взаимодействия можно сформулировать из следующих рассуждений.

Пусть подсистема имеет большое число частиц и сама является макроскопической системой. Полная энергия такой подсистемы слагается из энергии отдельных частиц и пропорциональна числу частиц в подсистеме, которое определяет объем подсистемы. Взаимодействие между различными подсистемами обусловлено силами молекулярного взаимодействия молекул, находящихся на поверхностях каждой из взаимодействующих подсистем. Силы межмолекулярного взаимодействия быстро убывают с расстоянием, поэтому вклад в энергию взаимодействия, вносимый взаимодействием молекул, находящихся в глубине подсистемы, мал по сравнению с вкладом молекул, находящихся на поверхности подсистемы. Поэтому энергия взаимодействия пропорциональна числу частиц, находящихся на поверхности подсистемы, а, следовательно, площади поверхности подсистемы.
Так как энергия подсистемы пропорциональна объему или кубу ее размера, а энергия взаимодействия с другой подсистемой пропорциональна площади поверхности, то есть квадрату ее размера, то найдем отношение этих энергий:
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(1.1)
Таким образом, при большом числе частиц условие пренебрежимо малой энергии взаимодействия частиц выполняется тем лучше, чем больше частиц в системе.
Другим случаем пренебрежимо малой энергии взаимодействия является рассмотрение подсистем, которые взаимодействуют с другими подсистемами с большими силами, но время такого взаимодействия на столько мало, что подсистемы практически все время не взаимодействуют ни с какими другими подсистемами. Примером такого рода подсистем являются молекулы идеального газа, которые лишь изредка на короткое время вступают в сильное взаимодействие друг с другом.
2. Статистическое распределение. Микроканоническое распределение
Пусть имеем макроскопическую систему, которую можно разбить на слабо взаимодействующие подсистемы. Выберем некоторую подсистему. Энергия такой подсистемы не является постоянной величиной, она все время изменяется на величину энергии взаимодействия. Как было уже отметено, энергия взаимодействия играет существенную роль в поведении подсистемы, так как она является причиной изменения состояния подсистемы.

Взаимодействие между подсистемами является сложным и поэтому точное определение состояния каждой подсистемы становится очень сложной задачей. Кроме того, определение такого состояния теряет физический смысл, так как если бы определили, в каком состоянии находится подсистема в некоторый момент времени, то через малый промежуток времени из-за взаимодействия с другими подсистемами ее состояние изменяется и снова становится неизвестным. 
Поэтому состояние единичной подсистемы, входящей в большое собрание подсистем, известное в некоторый момент времени, не характеризует состояния все системы, подобно тому, как скорость одной молекулы газа не характеризует свойств всего газа, как целого.
В связи с этим в статистической механике не описывается поведение отдельной подсистемы, а определяются статистические законы, характеризующие поведение всего собрания подсистем. Другими словами, статистическая физика не пытается детально проследить за последовательным изменением состояния отдельной подсистемы с течением времени, а пытается найти вероятность 
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 того, что одна произвольно выделенная из множества подсистем подсистема попадает в некоторое состояние с энергией 
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Зная это распределение, можно решить следующие задачи:

1. Найти среднее число подсистем, находящихся в данном состоянии, если задано собрание, состоящее из 
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 одинаковых подсистем. Например, можно найти среднее число молекул, находящихся в выбранном состоянии, если каждой подсистеме соответствует отдельная молекула газа.

2. Найти среднее значение любой величины, характеризующей состояние отдельной системы. Например, можно найти ее энергию.
3. Найти отклонения величин от их средних значений. Эти величины называются средними квадратичными флуктуациями.

Для того, чтобы найти явный вид функции распределения, рассмотрим случай замкнутой системы, то есть такой системы частиц, которая не обменивается ни энергией, ни частицами с другими, окружающими ее подсистемами. Для такой системы выполняются законы сохранения энергии 
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, следовательно, функция распределения вероятностей различных состояний должна зависеть от этих величин.
Кроме того, изучаемую систему можно также разделить на независимые подсистемы, тогда состояния этих подсистем можно рассматривать как независимые события. Пусть вероятность того, что одна из подсистем находится в некотором состоянии, равна 
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, а вероятность того, что другая подсистема находится в этом же состоянии, равна 
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, тогда вероятность того, что вся система находиться в этом состоянии равна произведению вероятностей:
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Из формулы (2.1) следует, что распределение вероятностей является мультипликативной функцией, а величины, от которых она зависит (энергия, импульс и момент импульса) являются аддитивными функциями. Чтобы преодолеть это затруднение в статистической физике рассматривается натуральный логарифм от функции распределения вероятностей. Эта величина будет аддитивной функцией:
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Аддитивная комбинация из этих величин может быть представлена как линейная комбинация вида:
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где 
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 - постоянные коэффициенты, которые должны быть одинаковыми для всех подсистем, на которые можно разделять изучаемую систему. Это обеспечивает условие аддитивности энергии, импульса и момента импульса.
Коэффициент 
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 определяется из условия нормировки, согласно которому сумма вероятностей всех возможных состояний должна быть равна единице. Коэффициенты 
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 - определяются из условия аддитивности энергии, импульса и момента импульса и из законов сохранения этих величин: 
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. Эти величины являются интегралами движения. Для решения практических задач их используют в скалярном виде, для чего импульс и момент импульса проецируют на координатные оси. Поэтому замкнутая макроскопическая система характеризуется семью скалярными аддитивными интегралами движения.
Приведенные рассуждения приводят к выводу о том, что значения аддитивных семи скалярных аддитивных интегралов движения полностью определяют статистические свойства замкнутой макроскопической системы, то есть статистические распределения любых ее подсистем, а также средние значения любых физических величин. Эти семь аддитивных интегралов движения заменяют множество начальных условий, которое требовалось бы при механическом подходе.
Рассмотренный подход позволяет записать простой вид функции статистического распределения для замкнутых макроскопических систем. Такую функцию можно записать в виде:
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(2.4)
Выражение (2.4) можно записать, используя понятие 
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 - функции. Тогда получим:
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(2.5)

Распределение (2.4) и (2.5) называются микроканоническим распределением Гиббса.
Эти формулы можно упростить, так как импульс описывает поступательное движение системы частиц как целого, а момент импульса – вращательное движение системы частиц как целого. Поэтому можно сказать, что статистическое состояние системы, зависит только от ее энергии. В связи с этим энергия приобретает в статистической физике исключительную роль.

Для того чтобы в дальнейшем исключить из рассмотрения импульс и момент импульса системы, можно представить себе макроскопическую систему, помещенную в твердый ящик, который находится в покое. В таких условиях импульс и момент импульса будут неизменными величинами, не влияющими на хаотическое движение частиц макроскопической системы, а единственным аддитивным интегралом движения, связанным с хаотическим движением частиц, остается энергия. Поэтому функция распределения вероятностей для замкнутой системы частиц будет иметь вид:
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3. Каноническое распределение Гиббса
Пусть имеем замкнутую макроскопическую систему, энергия которой равна 
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. Величина этой энергии является неизменной, то есть выполняется условие 
[image: image26.wmf]Econst

=

. Выделим в этой системе некоторую часть, значительно меньшую, чем сама система. Эту часть системы назовем подсистемой, а остальную часть системы назовем термостатом. Пусть подсистема находится в состоянии с энергией 
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Условие (3.1) является точным при условии, что энергией взаимодействия подсистемы и термостата можно пренебречь.

Пусть энергии 
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 состояний, а термостату с энергией 
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 состояний. Тогда в силу независимости подсистемы и термостата можно записать, что число состояний, в которых энергия подсистемы равна 
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Из определения вероятности следует, что вероятность того, что подсистема находится в состоянии с энергией 
[image: image37.wmf]i

e

, а термостат – в состоянии с энергией 
[image: image38.wmf]k
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, пропорциональна числу состояний 
[image: image39.wmf](

)

(

)

(

)

,

ikki

EE

ee

W=W×W

, то есть:


[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

,

iikki

wconstEconstE

ee

=×W=×W×W



(3.3)
Из формулы (3.1) можно с достаточной степенью точности определить, что 
[image: image41.wmf]ki
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. Тогда формула (3.3) будет иметь вид:
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(3.4)

В формуле (3.4) энергия 
[image: image43.wmf]i
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 много меньше энергии всей системы 
[image: image44.wmf]E

: 
[image: image45.wmf]i
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. При этом условии число состояний термостата 
[image: image46.wmf](
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 можно разложить в ряд по малому параметру 
[image: image47.wmf]i
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. Но и при использовании формулы (3.4) и при разложении в ряд невозможно выполнить условие аддитивности, так как число состояний, как следует из (3.4) число состояний функция мультипликативная.
Чтобы выйти из этого затруднения будем использовать, связанное с числом состояний, понятие энтропии: 
[image: image48.wmf]ln
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, где 
[image: image49.wmf]k

 - постоянная Больцмана. В нашем случае для числа состояний термостата имеем:
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(3.5)
Из формулы (3.5) находим число состояний:
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(3.6)

В последней формуле (3.6) энтропия 
[image: image52.wmf]S

, как и число состояний 
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 и ее можно разложить в ряд по малому параметру 
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(3.7)

В этом разложении пренебрегается членами второго порядка малости, что соответствует условию малости 
[image: image57.wmf]i

e

 по сравнению с 
[image: image58.wmf]E

.

Из термодинамики известно, что 
[image: image59.wmf]0

i

E

T

S

e

=

¶

æö

=

ç÷

¶

èø

 (3.8). Здесь 
[image: image60.wmf]T

 - статистическое определение температуры. При этих условиях и обозначениях число состояний термостата можно записать в виде:
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(3.8)
Подставляем формулу (3.8) в формулу (3.4), тогда для вероятности состояния получаем:
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(3.9)
Так как энергия всей макроскопической системы является величиной постоянной, то и величина 
[image: image63.wmf](
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является постоянной, не зависящей от свойств подсистемы. Ее можно включить в постоянную величину 
[image: image64.wmf]const

в формуле (3.9). Тогда получаем:
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(3.10)

Формула (3.10) представляет собой каноническое распределение Гиббса, которое показывает вероятность того, что некоторая подсистема находится в состоянии с энергией 
[image: image66.wmf]i
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, а термостат - в состоянии с энергией 
[image: image67.wmf]ki
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Так как состояние термостата, в основном, интереса не вызывает, то обычно говорят, что формула (3.10) показывает вероятность того, что изучаемая подсистема находится в состоянии с энергией 
[image: image68.wmf]i

e

.

Чтобы использовать формулу (3.10) для решения практических задач, необходимо найти значение постоянной. Для решения этой задачи используем условие нормировки, согласно которому сумма вероятностей всех возможных состояний должна быть равна единице:
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Подставляем формулу (3.10) в это условие:


[image: image70.wmf](

)

1

i

i

i

kT

conste

e

e

-

××W=

å

.

Из этого выражения находим постоянную величину 
[image: image71.wmf]const

:
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(3.12)

Теперь можем записать каноническое распределение Гиббса, которое удобно применять при решении задач:
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(3.13)

Каноническое распределение Гиббса было сформулировано в 1901 году. Оно описывает распределение вероятностей состояний подсистемы, составляющей малую часть системы, находящейся в состоянии равновесия. При этом подсистема обменивается с оставшейся частью системы - термостатом – энергией.

Сумма в знаменателе формулы (3.13) играет в статистической физике важную роль. Ее называют статистической суммой:
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(3.14)

Введение статистической суммы позволяет записать каноническое распределение Гиббса в виде:
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(3.15)
Из формулы (3.15) следует, что каноническое распределение Гиббса для некоторой конкретной физической системы можно считать известным, если известны уровни энергии системы, то есть возможные значения 
[image: image76.wmf]i
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 и число состояний, соответствующее этой энергии, 
[image: image77.wmf](
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, которое представляет собой  кратность вырождения этого уровня энергии.
Одной из особенностей канонического распределения Гиббса является то, что в нем не учитывается механизм взаимодействия изучаемой подсистемы с термостатом.

Значение канонического распределения Гиббса состоит в том, что оно позволяет вычислять средние значения любой величины, зависящей от состояния системы. Если 
[image: image78.wmf](
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 - некоторая физическая величина, зависящая от энергии подсистемы 
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, то по правилам определения среднего значения можно определить среднее значение этой величины:
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4. Большое каноническое распределение Гиббса
При рассмотрении канонического распределения Гиббса предполагалось, что подсистема обменивается с термостатом энергией, а число частиц в ней не изменяется. Однако, чаще всего, подсистема обменивается с термостатом не только энергией, но и частицами. Описанию таких подсистем посвящено большое каноническое распределение Гиббса.
Пусть имеется макроскопическая система, находящаяся в состоянии термодинамического равновесия. Энергия этой системы равна 
[image: image81.wmf]E

 и остается величиной постоянной. Число частиц в этой системе равно 
[image: image82.wmf]N

 и также не изменяется со временем. Выделим в этой системе малую подсистему, энергия которой равна 
[image: image83.wmf]i

e

, и которая содержит 
[image: image84.wmf]n

 частиц. Все остальное окружение подсистемы назовем по-прежнему термостатом. Теперь рассмотрим случай, когда подсистема обменивается с термостатом и энергией и частицами и найдем вероятность того, что подсистема находится в состоянии с энергией 
[image: image85.wmf]i

e

 и содержит 
[image: image86.wmf]n

 частиц.

Пусть число состояний подсистемы равно 
[image: image87.wmf](
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. Тогда вероятность того, что подсистема находится в состоянии с энергией 
[image: image89.wmf]i
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 и содержит 
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 частиц, а термостат находится в состоянии с энергией 
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 частиц, пропорциональна произведению числа состояний, то есть,
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(4.1)
Аналогично, для того, чтобы удовлетворялось условие аддитивности для энергий и числа частиц, воспользуемся понятием энтропии: 
[image: image94.wmf]ln
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 и запишем число состояний термостата:


[image: image95.wmf](

)

(

)

,

,exp

i

i

SENn

ENn

k

e

e

--

æö

W--=

ç÷

èø




(4.2)
Так как 
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, то энтропию 
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 можно разложить в ряд по степеням 
[image: image99.wmf]i
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[image: image100.wmf]n

. При этом ограничимся только первыми членами разложения. Тогда получаем:
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(4.3)
Подставляем формулу (4.3) в формулу (4.2) и получаем:
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(4.4)
В этой формуле величина 
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 равна некоторой постоянной, величина 
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, где 
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 - химический потенциал. Тогда 
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 (4.5).Теперь формула (4.4) принимает вид:
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(4.6)

Теперь формулу (4.1), описывающую искомую вероятность можно записать в виде:
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(4.7)

Формула (4.7) представляет собой большое каноническое распределение Гиббса. Чтобы найти значение постоянной, воспользуемся условием нормировки, согласно которому имеем:
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(4.8)

Воспользуемся этим условием:
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(4.9)

Отсюда находим неизвестную постоянную:
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(4.10)

Теперь большое каноническое распределение Гиббса можно записать в явном виде:
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(4.11)
По этой формуле можно определить средние значения величин, зависящих от энергии и от числа частиц в подсистеме:
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(4.12)

Например, можно найти среднее число частиц в подсистеме при произвольном значении ее энергии. Эта величина подробно выведена в формуле (4.13).
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(4.13)
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(4.13)
Большое каноническое распределение Гиббса, имеющее вид (4.11), можно записать в другом виде:
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(4.14)

Теперь можно ввести обозначение:
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(4.15)
Величина 
[image: image119.wmf]Z

%

 называется большой статистической суммой. Это выражение переходит в простую статистическую сумму. Если число частиц в системе постоянно. В этом случае большое каноническое распределение Гиббса переходит в каноническое распределение Гиббса.

Статистическую сумму и большую статистическую сумму называют также функцией состояния или интегралом по состояниям.
Химический потенциал, также как и температура, является характеристикой всей системы. Он показывает, на какую величину изменяется энергия системы частиц при изменении числа частиц на единицу при неизменных других параметрах состояния.

Если в системе содержатся частицы разного сорта. То для каждого сорта частиц вводится свой химический потенциал. Поэтому в общем случае первое начало термодинамики записывается в виде:
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где 
[image: image121.wmf]i

m

 - химический потенциал частиц 
[image: image122.wmf]i

 - того сорта.

Выражение (4.16) можно записать в виде:
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(4.17)

Отсюда следует смысл химического потенциала:
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Кроме того, отсюда следует использованное выражение для связи энтропии и химического потенциала:
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5. Классическая статистика и квантовые статистики
Большое каноническое распределение Гиббса и определение среднего числа частиц в любом состоянии с энергией 
[image: image130.wmf]i

e

 позволяют найти распределение частиц в другом виде. Пусть имеем систему частиц, которые могут находиться в состояниях с энергиями 
[image: image131.wmf]123

,,,....
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. Эти значения энергии для простоты будем считать дискретными. Пусть в этой системе частиц имеется некоторое распределение частиц по энергиям, так что в состоянии с энергией 
[image: image132.wmf]1
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 может находиться 
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 частиц, в состоянии с энергией 
[image: image134.wmf]2
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 - 
[image: image135.wmf]2
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 частиц и т.д.
Выберем в качестве изучаемой подсистемы все частица, находящиеся в некотором произвольно выбранном состоянии с энергией 
[image: image136.wmf]k

e

. Все остальные частицы, находящиеся в других энергетических состояниях, образуют термостат.
Таким образом, выбранная подсистема – это не некоторая ограниченная область большой системы. Это совокупность частиц, имеющих определенную одинаковую энергию, и расположенных в различных местах пространства системы. Если в выбранной подсистеме содержится 
[image: image137.wmf]k
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 частиц, а энергия каждой частицы, согласно выбранной подсистеме, равна 
[image: image138.wmf]k
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, то полная энергия выбранной подсистемы равна:
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(5.1)

Для того чтобы полностью охарактеризовать состояние выбранной подсистемы, нужно знать среднее число частиц в любой подсистеме, описанной выше.
Среднее число частиц можно определить, используя формулу (4.13). При этом нет необходимости вести суммирование по энергиям, так как выбран определенный уровень энергии. Таким образом, среднее число частиц в подсистеме 
[image: image140.wmf]k

n

 выражается формулой:
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(5.2)

Для того, чтобы использовать формулу (5.2) необходимо знать число состояний, соответствующее энергии 
[image: image142.wmf]k

e

. Это число зависит от особенностей описания частиц. Если система состоит из классических частиц, то для определения числа состояний необходимо учитывать общий принцип, характеризующий состояние системы частиц. Это принцип тождественности частиц. Для классических частиц этот принцип утверждает, что перестановка частиц местами не изменяет состояния системы. Тогда для одного значения энергии 
[image: image143.wmf]k

e

 необходимо взять число состояний, которое равно:
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(5.3)

Здесь 
[image: image145.wmf]!
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 - число перестановок 
[image: image146.wmf]k
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 частиц.

Подставим формулу (5.3) в формулу (5.2) и находим:
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(5.4)
Теперь необходимо определить пределы суммирования по числу частиц. Нижний предел суммирования определяется тем, что существуют такие значения энергии, в которых нет частиц, тогда нижний предел суммирования равен нулю. Верхний предел суммирования может быть равен полному числу частиц в системе. Однако вероятность того, что все частицы системы соберутся в состояние с одной и той же энергией бесконечно мала. Поэтому если выберем верхний предел суммирования, равное полному числу частиц в системе, то допустим малую ошибку. Кроме того, так как число частиц в системе сравнимо с числом Авогадро, то ошибка будет малой, если заменить полное число частиц в системе на бесконечное число частиц. Тогда среднее число частиц, имеющих одинаковые энергии 
[image: image148.wmf]k
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, будет определяться по формуле:
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(5.5)

Рассмотрим сумму в выражении (5.5):
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(5.6)
В формуле (5.6) введено обозначение:
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(5.7)
Подставляем полученные выражения в формулу (5.5):
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(5.8)
Формула (5.8) представляет собой классическое распределение Максвелла – Больцмана.
В частности, если состояния молекулы и ее энергия изменяются непрерывным образом, что соответствует классическим представлениям, то вместо уровня с определенной энергией 
[image: image154.wmf]k

e

 нужно рассматривать состояния с энергией, лежащей в интервале 
[image: image155.wmf],

eede

+

. В этом случае число частиц в этом интервале энергий будет определяться по формуле:
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(5.9)

Здесь 
[image: image157.wmf]d

G

 - объем фазового пространства, соответствующий состояниям с энергией в интервале 
[image: image158.wmf],
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.

Предложенный метод вывода распределения Максвелла – Больцмана часто называют методом ячеек в фазовом пространстве.
В квантовых статистиках принцип тождественности частиц получает свое развитие. При этом необходимо найти среднее число частиц в некотором энергетическом состоянии. Воспользуемся формулой среднего числа частиц в некотором состоянии с энергией 
[image: image159.wmf]k
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:
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(5.10)
Выбранная подсистема состоит из частиц, находящихся в одном состоянии, тогда
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Тогда среднее число частиц в одном состоянии будет определяться формулой:

[image: image162.wmf]lnexp

k

k

n

k

k

n

nkT

kT

me

m

æ-ö

¶

æö

=

ç÷

ç÷

¶

èø

èø

å





(5.12)
В формуле (5.12) суммирование ведется по числу частиц, которые могут находиться в состоянии с указанной энергией. В квантовой механике все частицы делятся на две группы. К первой группе относятся частицы, которые не подчиняются принципу запрета. В этом случае на число частиц, находящихся в некотором состоянии с определенным значением энергии, не накладывается никаких ограничений. Тогда число частиц с энергией 
[image: image163.wmf]k

e

 может быть любым целым числом от нуля до полного числа частиц в системе:
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(5.13)

В формуле (5.13) верхний предел можно заменить и считать равным бесконечности, так как имеем макроскопическую систему, тогда:
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(5.14)

Из последней формулы следует, что ряд будет сходиться, если имеет мест неравенство:
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При этом сумма будет представлять собой сумму членов убывающей геометрической прогрессии:
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(5.16)
Подставляем формулу (5.16) в формулу (5.14) и определяем среднее число частиц, не подчиняющихся принципу запрета, в одном энергетическом состоянии (5.17).
К частицам, не подчиняющимся принципу запрета, относятся атомы, имеющие спин, равный нулю, молекулы со спином равным нулю, фотоны, пионы и другие элементарные частицы с целочисленным спином.

Распределение (5.17) называется распределением Бозе – Эйнштейна, а частицы, которые описываются этим распределением, называются бозонами.
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(5.17)
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(5.17)
Сумма в формуле (5.14) должна сходиться при любом значении энергии 
[image: image170.wmf]k

e

, в том числе и при значении 
[image: image171.wmf]0

k

e

=

. Это значит, что для бозонов должно выполняться условие:
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(5.18)
Это говорит о том, что химический потенциал бозонов является величиной отрицательной: 
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Кроме того, сумма (5.14) будет сходиться, если 
[image: image174.wmf]0
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, что наблюдается в случае фотонного газа.

Рассмотрим вторую группу частиц. Это частицы, подчиняющиеся принципу запрета. В одном энергетическом состоянии может находиться не более одной частицы, то есть, возможны две ситуации: в некотором выбранном состоянии нет частиц, и в некотором выбранном состоянии имеется одна частица. Тогда возможные значения: 
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Подставляем эти значения в пределы суммирования формулы (5.13):
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[image: image178.wmf]1
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Распределение, полученное в формуле (5.20) называется распределением Ферми – Дирака. Частицы, подчиняющиеся принципу запрета, и статистике Ферми – Дирака, называются фермионами. К таким частицам относятся все частицы с полуцелым спином: электроны, протоны, нейтроны, нейтрино и другие.

Часто распределения Бозе – Эйнштейна  и распределение Ферми – Дирака объединяют в одно распределение, которое называют квантовой статистикой:
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(5.21)

В этой формуле знак «+» соответствует фермионам, а знак «- » соответствует бозонам. Кроме того, здесь опускается значок у энергии и числа частиц, так как сразу формулируется, что формула показывает среднее число частиц в одном квантовом состоянии.

6. Распределение Бозе – Эйнштейна

В классической физике распределение частиц по энергиям описывается распределением Максвелла, которое имеет вид:
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(6.1)

Здесь 
[image: image181.wmf]M

A

 - постоянная, которая определяется из условия нормировки, 
[image: image182.wmf]k

E

 - кинетическая энергия молекулы. Это распределение описывает состояние системы частиц, на которую не действуют внешние силы, и в которой частицы не взаимодействуют друг с другом.

Если система частиц находится во внешнем потенциальном поле, то к распределению Максвелла необходимо добавить распределение Больцмана, которое имеет вид:
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(6.2)

Здесь 
[image: image184.wmf]U

 - потенциальная энергии частицы, 
[image: image185.wmf]T

- температура, 
[image: image186.wmf]k

 - постоянная Больцмана, 
[image: image187.wmf]A

Б

- нормировочные константы. 

При выводе статистических распределений отыскивается наиболее вероятное распределение частиц, т.е. распределение, которое может быть реализовано наибольшим числом способов. Согласно основному постулату статистической физики именно это распределение соответствует равновесному состоянию системы.

Будем считать, что частицы не взаимодействуют друг с другом (модель идеального газа), а также полагать, что все распределения, которые приводят к одной и той же суммарной энергии частиц, реализуются с одинаковой вероятностью. 

При выводе распределений в классической физике считается, что одинаковые частицы принципиально различимы. Это, в частности, приводит к тому, что распределение, в котором одна из двух одинаковых частиц – частица 1 – находится в состоянии A, а другая – частица 2 – в состоянии B, и распределение, в котором частица 1 находится в состоянии B, а частица 2 – в состоянии A, являются двумя разными распределениями.

В квантовой механике в силу тождественности одинаковых частиц эти два распределения следует считать одним распределением. Кроме того, из-за различия в свойствах ферми - и бозе-частиц, статистические распределения для этих частиц должны существенно различаться друг от друга. 

Проиллюстрируем различие в распределении классических и квантовых частиц (фермионов и бозонов) на следующем примере. Пусть нам нужно распределить две частицы по трем состояниям (ячейкам). Классические частицы, в силу их различимости, будем отмечать номерами 1 и 2 . Квантовые частицы одного сорта принципиально неразличимы, будем изображать их черными кружочками. При этом ферми-частицы, в соответствие с запретом Паули, могут находиться в каждой ячейке только поодиночке, что же касается бозе-частиц, то никаких ограничений на распределение их по ячейкам не накладывается. Результаты распределения приведены на рисунке 1.
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Рис.1 Распределение двух частиц по трем состояниям (ячейкам)
Для классических частиц число возможных распределений (микросостояний) равно девяти, а вероятность каждого из них - 
[image: image189.wmf]9

1

. Для бозе-частиц получается шесть распределений, соответственно вероятность каждого из них равна 
[image: image190.wmf]6

1

. Для ферми-частиц реализуются только три распределения с вероятностью выпадения каждого из них, равной 
[image: image191.wmf]3

1

.

6.1. Вывод распределения Бозе-Эйнштейна

Приступим теперь к выводу закона распределения бозе-частиц по энергиям. Предварительно решим следующую вспомогательную задачу. Пусть имеется длинный пенал, который может быть разделен на Z ячеек с помощью Z-1 перегородки (рис.2). Найдем число способов, с помощью которых N неразличимых частиц могут быть распределены по ячейкам этого пенала. Поскольку мы имеем дело с бозе-частицами, то будем считать, что в каждой ячейке может находиться произвольное число частиц.
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Рис. 2. К выводу распределения Бозе - Эйнштейна

Таким образом, наша система состоит из N частиц и Z-1 перегородки, т.е. из N+Z -1 элементов. Рассмотрим все возможные перестановки элементов этой системы. Следует отметить, что речь идет не только о перестановке частиц с частицами, но и перегородок с перегородками, что меняет нумерацию ячеек и, вообще говоря, число частиц в них. Кроме того, могут переставляться перегородки вместе с частицами, что приводит к изменению нумерации ячеек. Общее число таких перестановок, согласно комбинаторике, равно (N+Z -1)!. 

Однако не все они приводят к новым распределениям. Так, перестановки частиц из-за их неразличимости ничего не меняют. Число таких перестановок равно N!.

Перестановки только перегородок тоже не приводят к новым распределениям, их число равно Z-1!.

Таким образом, число способов Ω, с помощью которых N тождественных частиц могут быть распределены по Z ячейкам, равно:
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(6.3)

Проиллюстрируем полученный результат на следующем примере. Рассмотрим возможные распределения трех частиц по трем ячейкам (рис.3). Всего таких распределений 10.
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Рис. 3 Распределение трех  тождественных бозе-частиц по трем ячейкам

Точно такой же результат дает выражение (6.3) при значениях 
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 и 
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Поскольку считалось, что в ячейке может находиться любое число частиц, то выражение (6.3) определяет число способов, с помощью которых 
[image: image198.wmf]N

 бозонов могут быть распределены по 
[image: image199.wmf]Z

 состояниям.

Каждый способ размещения частиц представляет собой определенное микросостояние системы. Следовательно, Ω определяет число микросостояний, с помощью которых реализуется конкретное макроскопическое состояние системы. Таким образом, Ω есть термодинамическая вероятность или статистический вес макросостояния системы. 

Рассмотрим шестимерное фазовое пространство с координатами 
[image: image200.wmf](
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. В этом пространстве уравнение


[image: image201.wmf](,,,,,),

fxyzpppEconst

xyz

==


определяет изоэнергетическую поверхность, т.е. поверхность, все точки которой отвечают одному и тому же значению энергии частицы. 

Разобьем с помощью изоэнергетических поверхностей фазовое пространство всего бозе-газа на тонкие энергетические слои. Пусть 
[image: image202.wmf]i

 - ый слой ограничен поверхностями 
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Будем считать слой тонким, если  
[image: image205.wmf]1
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. В этом случае энергию всех частиц, попадающий в i - ый слой, можно считать одинаковой и равной 
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i

.

Пусть фазовый объем 
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 - го слоя равен 
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С учетом 
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 это означает, что число квантовых состояний (ячеек) для этого слоя равно 
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. Число частиц в пределах 
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 - го слоя будем считать равным 
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. Тогда, согласно (6.3), статистический вес подсистемы, содержащей 
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 частиц, равен
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(6.3)

Статистический вес всей системы равен произведению статистических весов отдельных ее подсистем


[image: image215.wmf](

)

(

)

1!

!1!

NZ

ii

i

ii

NZ

ii

+-

W=W=

ÕÕ

×-





(6.4)

Как уже отмечалось, необходимо найти распределение, которое может быть реализовано наибольшим числом способов, т.е. распределение, для которого статистический вес Ω максимален. Таким образом, нужно найти максимум выражения (6.4) . При этом следует иметь в виду следующие условия:

1) полное число частиц системы остается неизменным, то есть: 
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2) полная энергия системы остается неизменной, то есть:
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Исследование на экстремум выражения (6.4) представляет собой достаточно сложную задачу, поэтому вместо максимума статистического веса Ω будем искать максимум энтропии 
[image: image218.wmf]S

, которая связана со статистическим весом соотношением:
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(6.5)

Подставляя (6.4) в (6.5), получаем
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Для дальнейших преобразований воспользуемся формулой Стирлинга, согласно которой при условии, что 
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Считая, что 
[image: image223.wmf]1

N

i

>>

 и
[image: image224.wmf]1

Z

i

>>

, получаем 
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Перепишем это выражение в виде
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(6.6)

где 
[image: image227.wmf](1)ln(1)
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. Слагаемое 
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 в формуле (6.6) не зависит от числа частиц 
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, поэтому при отыскании максимума функции 
[image: image230.wmf]S

 его можно не учитывать, т.к. в задаче на экстремум будет варьироваться только число частиц в слое 
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Для отыскания максимума энтропии (6.6) при условии постоянства числа частиц системы 
[image: image232.wmf]N

 и энергии 
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 воспользуемся методом множителей Лагранжа. Этот метод заключается в следующем. Пусть нам нужно найти экстремум функции 
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Аргументы этой функции удовлетворяют условиям:
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где 
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- некоторые известные функции, а 
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- константы. Для этого, согласно методу Лагранжа, нужно построить функцию


[image: image238.wmf]...

1122

Ffyyy

nn

lll

=++++


Здесь 
[image: image239.wmf],,...,

12

n

lll

- постоянные коэффициенты, называемые множителями Лагранжа. Затем следует взять частные производные функции 
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 по всем переменным 
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 и приравнять их нулю. В итоге получаем систему 
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 уравнений, решение которой дает нам значения переменных 
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, при которых достигается условный экстремум. 

В рассматриваемой задаче переменной величиной является число частиц 
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, а дополнительно накладываемые условия сводятся к требованию постоянства числа частиц системы 
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 и энергии 
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. Поэтому функция 
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 в данном случае имеет вид


[image: image248.wmf](

)

(

)

12

1ln1ln

12

FSNE

kNZNZNNNNE

iiiiiiiii

iii

ll

ll

=++=

=+-+--++

ååå

éù

ëû


Приравнивая производную 
[image: image249.wmf]F
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нулю, получаем 
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Преобразуем это выражение к виду
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Отсюда следует, что
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Разделим числитель, а также знаменатель левой части полученного равенства на 
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Отношение 
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 представляет собой среднее число частиц, приходящихся на одну ячейку фазового пространства, т.е. на одно состояние в 
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 - ом энергетическом слое.

Поскольку 
[image: image257.wmf]1

Z

i

>>

, то слагаемым - 
[image: image258.wmf]1

Z

i

 в числителе можно пренебречь. Таким образом, для среднего числа частиц в одном состоянии 
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(6.7)
Найдем теперь выражения для множителей Лагранжа 
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. Множитель 
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 можно отыскать следующим образом. Поскольку все частные производные функции 
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 по 
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 равны нулю, то это означает, что равен нулю дифференциал этой функции 
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Так как число частиц системы 
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 постоянно, то 
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(6.8)

Предположим теперь, что рассматриваемая система получает в обратимом процессе некоторое количество теплоты 
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 при неизменном объеме 
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. В результате этого энтропия системы получает приращение 
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В рассматриваемой задаче объем системы частиц не изменяется:
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Тогда работа при получении теплоты не совершается и 
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Сравнивая (6.8) и (6.9) , находим, что 
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Множитель 
[image: image278.wmf]1

l

представим в виде
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(6.11)
где 
[image: image280.wmf]m

 - некоторая функция параметров состояния системы, в частности, температуры. Эту функцию называют химическим потенциалом.

Понятие химического потенциала оказывается очень важным для анализа термодинамического равновесия систем: одним из условий равновесия является равенство химического потенциала для всех частей системы. 

С учетом выражений для значений 
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, среднее число частиц в одном состоянии 
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Освобождаясь от индекса 
[image: image285.wmf]i

, окончательно получаем
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(6.12)
Формула (6.12) называется распределением Бозе-Эйнштейна. Оно описывает распределение бозе-частиц по энергиям и определяет среднее число бозе-частиц 
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, находящихся в квантовом состоянии с энергией 
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. Величину 
[image: image289.wmf]n

áñ

 называют также числом заполнения энергетического уровня с энергией 
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. 

Проанализируем следствия, вытекающие из вида распределения Бозе-Эйнштейна. Как следует из (6.12), число бозе-частиц, находящихся на одном энергетическом уровне (в одном состоянии), ничем не ограничено и при малых значениях параметра 
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 может оказаться очень большим. Это важная отличительная особенность бозе-частиц. 

Отметим, что химический потенциал 
[image: image292.wmf]m

 для систем бозонов с постоянным числом частиц 
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 может принимать только отрицательные значения, т.е. 
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Действительно, если бы 
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 мог быть положительным, то при значениях 
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 экспонента в знаменателе выражения (6.12) была бы меньше единицы
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и соответствующие числа заполнения 
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 стали бы отрицательными, что невозможно. 

Рассмотрим случай малых чисел заполнения, т.е. будем считать, что 
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. Из (6.12) следует, что это условие выполняется, если выполняется неравенство:
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Пренебрегая единицей по сравнению с экспонентой в знаменателе выражения (6.12) , получаем
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(6.13)

Это значит, что при малых числах заполнения, или, как говорят, в случае разреженного бозе-газа, распределение Бозе-Эйнштейна переходит в классическое распределение Больцмана. 

Газ, свойства которого в силу неразличимости тождественных частиц в квантовой механике отличаются от свойств классического идеального газа, называется вырожденным газом. Поскольку распределение Бозе-Эйнштейна существенным образом отличается от распределения Больцмана, то газ бозонов является вырожденным газом. В случае малой плотности 
[image: image303.wmf](

)

1

n

БЭ

áñ<<

-

, как показывает проведенный анализ, вырождение снимается и разреженный бозе-газ ведет себя подобно идеальному газу. 

На рисунке 4 приведены графики распределений Бозе-Эйнштейна и Больцмана. Как уже отмечалось, при условии, что 
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 эти распределения совпадают.

Различие между распределениями обнаруживается при условии, что 
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. Именно в этом случае будут проявляться свойства бозе-газа, обусловленные квантовой природой его частиц.
[image: image306.png]Pacnpedenerie
Bonsymana

Pacnpedenere
Bose-Dinumeiina

0 1 2 (E-p)kT




Рис. 4 Сравнение распределения Больцмана и Распределения Бозе – Эйнштейна

Число бозонов, находящихся на одном энергетическом уровне, может быть очень большим. Как известно, значительное скопление частиц на нижних энергетических уровнях имеет место и в классической статистике, однако для бозе-частиц это скопление проявляется более ярко. Кроме того, при определенных условиях в системе бозе-частиц может происходить бозе - конденсация – скопление очень большого числа частиц в состоянии с энергией 
[image: image307.wmf]0
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. Именно с бозе - конденсацией связаны такие явления, как сверхтекучесть и сверхпроводимость.
Распределение Бозе - Эйнштейна используется для описания свойств систем, состоящих из бозе-частиц таких как, например, фотоны, фононы, атомы 
[image: image308.wmf]4
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, или электроны, образующие куперовские пары, и т.д.

С его помощью описываются свойства теплового излучения, теплоемкость кристаллов и многие другие физические явления. Что же касается поведения обычных газов, атомы которых являются бозе-частицами, то анализ показывает, что при нормальных температурах и давлениях эти газы не являются вырожденными и подчиняются классической статистике. Вырождение наступает либо при очень низких температурах, либо при очень высоких давлениях, т.е. при тех условиях, при которых газы перестают быть идеальными. Таким образом, для этих газов статистика Бозе-Эйнштейна в той области, в которой справедлива кинетическая теория газов, практически не отличается от классической статистики Больцмана. 

6.2. Случай переменного числа частиц
При выводе распределения Бозе-Эйнштейна (6.12)считалось, что число частиц системы 
[image: image309.wmf]N

 остается постоянным. Найдем теперь распределение Бозе-Эйнштейна для системы с переменным числом частиц. Примером такой системы, в частности, является тепловое излучение внутри замкнутой полости. Стенки полости непрерывно поглощают и испускают излучение, поэтому число фотонов внутри полости постоянно меняется. Фотоны являются бозе-частицами и при не очень сильных (нелазерных) интенсивностях излучения не взаимодействуют друг с другом. Так что излучение в замкнутой полости представляет собой идеальный бозе-газ фотонов с переменным числом частиц. 

Рассмотри систему бозонов с переменным числом частиц 
[image: image310.wmf]N

. Будем решать задачу тем же самым методом, который был использован выше.

Так как в данном случае
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то при нахождении условного экстремума энтропии 
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 методом множителей Лагранжа вместо функции
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Такой вид функции 
[image: image315.wmf]F

 объясняется тем, что из условий, накладываемых на аргументы функции 
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, исчезло условие постоянства числа частиц системы. 

Из формулы (6.14) следует, что множитель Лагранжа 
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В силу того, что химический потенциал 
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 и множитель 
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 определяются соотношением 
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Таким образом, химический потенциал системы бозонов с переменным числом частиц равен нулю и распределение Бозе-Эйнштейна для систем с переменным числом частиц принимает вид
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Запишем это распределение для случая фотонного газа. Поскольку для фотонов 
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7. Распределение Ферми-Дирака

При выводе статистических распределений отыскивается наиболее вероятное распределение частиц, т.е. распределение, которое может быть реализовано наибольшим числом способов или наибольшим числом микросостояний. Согласно основному постулату статистической физики именно это распределение описывает равновесное состояние системы, то есть такое состояние, из которого система сама по себе никогда не выходит. Характеристики такого состояния являются характеристиками самой системы. Будем считать, что частицы не взаимодействуют друг с другом (модель идеального газа), а также полагать, что все распределения, которые приводят к одной и той же суммарной энергии частиц, реализуются с одинаковой вероятностью. 

Перейдем к анализу статистических свойств электронов как ферми-частиц, т.е. частиц, обладающих полуцелым спином. Напомним, что ферми-частицы подчиняются принципу (запрету) Паули, согласно которому в одном и том же состоянии одновременно не может находиться более одного фермиона. Таким образом, фермионы являются частицами - индивидуалистами. Рассмотрим идеальный ферми-газ, т.е. систему, состоящую из невзаимодействующих фермионов. 

Решим сначала вспомогательную задачу - найдем число возможных распределений 
[image: image325.wmf]N

 шаров по 
[image: image326.wmf]Z

 ячейкам пенала при условии, что в каждой ячейке не может находиться более одного шара. Темными кружками будем отмечать шары, находящиеся в ячейках, светлыми кружками отмечаем отсутствие шара в ячейке. Число ячеек 
[image: image327.wmf]Z

 и число шаров 
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 должны удовлетворять условию 
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Рис. 5 . Распределение шаров по ячейкам пенала

Число всевозможных перестановок черных и белых кружков по ячейкам пенала равно 
[image: image341.wmf]!
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. При этом перестановки только черных кружков в силу тождественности частиц не приводят к новым распределениям. Число таких перестановок равно 
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! Перестановки местами светлых кружков (пустых ячеек) тоже не дают новых распределений, их число равно 
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 шаров по 
[image: image345.wmf]Z

 ячейкам в данном случае равно
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Для иллюстрации полученного результата рассмотрим распределение двух шаров 
[image: image347.wmf]N

=2 по четырем ячейкам 
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=4. Число таких распределений равно шести. Такой же ответ получаем по формуле:
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Поскольку фермионы в силу запрета Паули являются частицами-индивидуалистами, то выражение (6.17) определяет число возможных распределений 
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 фермионов по 
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 ячейкам, т.е. статистический вес макроскопического состояния системы фермионов. Таким образом, 
[image: image352.wmf]W

 есть термодинамическая вероятность.
Рассмотрим шестимерное фазовое пространство с координат и проекций импульса на координатные оси 
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где 
[image: image355.wmf]E

 - энергия частицы, определяет изоэнергетическую поверхность, т.е. поверхность, все точки которой отвечают одному и тому же значению энергии частицы. 
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Рис.6. Распределение двух шаров по четырем ячейкам

Разобьем это фазовое пространство с помощью изоэнергетических поверхностей на тонкие энергетические слои:
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Энергетический слой фазового пространства будем считать тонким, если выполняется условие:
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В этом случае энергию всех частиц, попадающий в 
[image: image371.wmf]i

 - тый энергетический слой, можно считать одинаковой и равной 
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Пусть объем 
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 - того слоя равен 
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 - объем фазового пространства, приходящийся на одно квантовое состояние, а 
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 - число ячеек в 
[image: image377.wmf]i

 - том энергетическом слое. При этом надо помнить, что каждая ячейка соответствует одному квантовому состоянию и поэтому ее фазовый объем равен 
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 Число частиц в пределах 
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 - того слоя будем считать равным 
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. Тогда, согласно формуле (3.3), статистический вес подсистемы, содержащей 
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Статистический вес всей системы равен произведению статистических весов отдельных ее подсистем
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Для того чтобы найти наиболее вероятное распределение частиц по ячейкам, нужно найти максимум статистического веса при условии, что полное число частиц системы 
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 остается постоянным и полная энергия системы 
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 остаются постоянной величиной.

Исследование на экстремум выражения (6.22) представляет собой достаточно сложную задачу, поэтому вместо максимума статистического веса 
[image: image386.wmf]W

 будем искать максимум энтропии 
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, которая связана со статистическим весом соотношением Больцмана
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Для энтропии системы ферми-частиц получаем следующее выражение
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Для дальнейших преобразований воспользуемся формулой Стирлинга, согласно которой, если 
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, то выполняется соотношение
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Преобразуем выражение (6.29) с учетом формулы (6.25) и получим: 
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Так как при решении задачи об экстремальном значении энтропии в выражении (6.26) будет варьироваться только число частиц величину 
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 (6.27) можно считать постоянной величиной, не зависящей от числа частиц в том или ином энергетическом состоянии. Тогда выражение (6.26) принимает более удобный вид:
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Для отыскания максимума энтропии при условии постоянства полного числа частиц системы [image: image396]и полной энергии воспользуемся методом множителей Лагранжа. Для этого рассмотрим вспомогательную функцию
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Здесь 
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 - полное число частиц в системе, а 
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 - полная энергия системы частиц. Тогда формула (6.29) принимает вид:
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где 
[image: image401.wmf]1
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 и 
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 - множители Лагранжа.

Продифференцируем функцию (6.30) и найдем ее частные производные по числу частиц 
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. Функция будет иметь экстремальное значение, если эти производные будут равны нулю. Тогда получаем следующее соотношение:
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Это выражение легко преобразуется к виду:
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Отношение 
[image: image408.wmf]i
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 (6.34) представляет собой среднее число фермионов, приходящихся на одну «ячейку» или на одно квантовое состояние. Тогда, как следует из формулы (6.33), наиболее вероятное значение 
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 определяется формулой:
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Множители Лагранжа 
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 и 
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 находятся из следующих соображений. Так как все частные производные от функции 
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, определенной формулой (6.30), по 
[image: image414.wmf]i

N

 равны нулю, то равен нулю и полный дифференциал этой функции, который можно записать в виде:
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Так как 
[image: image417.wmf]N

 - число частиц в системе величина постоянная, 
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 и тогда из (6.36) получаем 
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Здесь рассматривается такая система частиц, полный объем которой не изменяется. Это связано с тем, что задача состоит в определении распределения числа частиц по энергетическим состояниям. Тогда, как известно из термодинамики, энтропия, определяемая через количество теплоты как 
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, будет определяться только внутренней энергией системы, так как при постоянном объеме системы работа равна нулю. В соответствии с основным постулатом термодинамики внутренняя энергия макроскопической системы равна суммарной энергии всех частиц системы. Тогда изменение внутренней энергии системы равно 
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, и энтропия будет определяться формулой 
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 (6.38). Подставим это выражение для энтропии в формулу (6.37), тогда получим: 
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При изучении термодинамических функций и большого канонического распределения Гиббса было показано, что при неизменной энтропии 
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 и при постоянном объеме системы 
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Величина 
[image: image428.wmf]m

 - называется химическим потенциалом системы. Она показывает, насколько изменяется энергия системы, если при постоянном объеме и при неизменной энтропии, число частиц изменяется на единицу. Если энтропия не изменяется, то в формуле (6.36) 
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. Теперь с учетом формулы (6.40) получаем 
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Подставим полученные значения множителей Лагранжа в формулу (6.35) и выразим среднее число фермионов в одном энергетическом состоянии через характеристики системы частиц:
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В формуле (6.42) индексацию можно опускать, так как все величины обозначены. Тогда окончательно получаем распределение Ферми – Дирака: 
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Формула (6.43) показывает среднее число фермионов в одном квантовом состоянии с энергией 
[image: image435.wmf]E

.

Обсудим следствия, вытекающие из распределения Ферми-Дирака. Прежде всего, отметим, что 
[image: image436.wmf]n

 не может быть больше единицы, поскольку числитель выражения равен единице, а в знаменателе к единице прибавляется положительная величина - экспонента. Это означает, что в одном квантовом состоянии не может находиться более одной ферми - частицы, что согласуется с принципом Паули. Поскольку, 
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, то говорят, что распределение Ферми – Дирака определяет вероятность заполнения энергетического уровня с энергией 
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 при температуре 
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Химический потенциал 
[image: image440.wmf]m

 для ферми - частиц может быть только положительным. Иначе при температуре, равной нулю, 
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 экспонента в знаменателе обратилась бы в бесконечность, а числа заполнения - в нуль, чего, естественно, быть не может.

Рассмотрим случай малых чисел заполнения, т.е. будем считать, что
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Это условие выполняется, если величина 
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. Пренебрегая в этом случае единицей по сравнению с экспонентой в знаменателе выражения, получаем
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где 
[image: image446.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

kT

A

m

exp

. 

Таким образом, приходим к заключению, что распределение Ферми - Дирака при малых числах заполнения, или, как говорят, в случае разреженного ферми - газа, переходит в классическое распределение Больцмана. Аналогично в распределение Больцмана в случае малых чисел заполнения переходит и распределение Бозе - Эйнштейна. Следовательно, можно сделать вывод, что разреженные квантовые газы (и в случае бозонов, и в случае фермионов) не являются вырожденными и подчиняются классической статистике. Подчеркнем, что хотя квантовая статистика в данном случае приводит к тем же результатам, что и классическая, квантовая природа частиц газа остается неизменной. 

На рисунке 7 приведены графики функций распределения Ферми-Дирака и Больцмана. При условии, что 
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 эти распределения, как уже отмечалось, совпадают.

Кардинальное различие между ними наблюдается в случае, если 
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. Классические частицы могут накапливаться в одном и том же состоянии в большом количестве. Для них 
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 тем больше, чем меньше энергия состояния 
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. Что же касается ферми - частиц, то максимальное их число в одном квантовом состоянии не может превышать единицу, что согласуется с запретом Паули.
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Рис. 7. Графики функций распределения Ферми – Дирака и Больцмана

Химический потенциал 
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, который, как уже отмечалось, имеет размерность энергии, в случае ферми - частиц называют энергией Ферми или уровнем Ферми и обозначают 
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В дальнейшем будет показано, что энергия Ферми 
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 является медленно меняющейся функцией температуры 
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. Для того чтобы выявить физический смысл энергии Ферми, рассмотрим зависимость распределения Ферми - Дирака от температуры. Начнем наш анализ со случая 
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. Конечно, утверждение о том, что абсолютный нуль температур не достижим, остается в силе. Мы будем считать, что рассматриваемая температура 
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 может быть сколь угодно близка к абсолютному нулю, т.е. 
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. Обозначим величину энергии Ферми при равной нулю абсолютной температуре 
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Из вида распределения Ферми – Дирака (3.31) следует, что в случае 
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Этот вывод означает, что все квантовые состояния с энергиями 
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 оказываются занятыми фермионами, а все состояния с энергиями 
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 оказываются свободными. Таким образом, при условии, что температура равна нулю 
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 является максимальной энергией, которой могут обладать ферми - частицы. 

График зависимости 
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 от энергии 
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 при равной нулю температуре 
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, имеет вид, изображенный на рисунке 8 .
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Рис. 8. График зависимости среднего числа частиц 
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 от энергии 
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 при равной нулю температуре 
[image: image478.wmf]0
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Распределение Ферми-Дирака в этом случае представляет собой ступенчатую функцию единичной высоты, обрывающуюся при значении энергии 
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. Вид зависимости среднего числа частиц от энергии частиц при температурах, отличных от нуля представлен на рисунке 9 .
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Рис. 9. График зависимости среднего числа частиц 
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 от энергии 
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 при неравной нулю температуре 
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В этом случае резкий скачок 
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 от единицы до нуля становится более размытым и происходит в области энергий, шириной порядка нескольких 
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. Чем выше температура, тем шире область, в которой 
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 меняется от единицы до нуля, и тем медленнее и плавно происходит переход от заполненных состояний к незаполненным состояниям.

Наряду с энергией Ферми 
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 при анализе поведения ферми - частиц вводятся также импульс Ферми и скорость Ферми, определяемые соотношениями
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Как следует из вида распределения Ферми – Дирака 
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 и 
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 при равной нулю температуре 
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 представляют собой максимальный импульс и максимальную скорость, которыми может обладать ферми - частица. 
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