ГЕОМЕТРИЯ

Тема 1.
ГЕОМЕТРИЯ И ИСКУССТВО
Курсовая работа посвящена некоторым вопросам применения геометрии в искусстве. Рекомендуется следующий план работы:

1. Кратко изложить историю возникновения геометрии и ее развития в античный период ([1], с. 13–42).

2. Осветить применение теории пропорций (в частности, золотого сечения) в живописи и архитектуре ([1], с. 69–82, 133–155). Решить упражнения ([1], с. 156, № 1, 2).

3. Описать применения в искусстве некоторых замечательных кривых, остановиться на истории их открытия и установить их основные свойства ([1], с. 235–294). Решить упражнения ([1], с. 295, 296, № 1, 3, 4, 7-9, 11).
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Тема 2.
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА
И КРУГОВАЯ ГЕОМЕТРИЯ ПЛОСКОСТИ

Комплексные числа имеют ряд важных применений в геометрии. В частности, они дают удобные средства для описания так называемых круговых преобразований плоскости. В курсовой работе предполагается установить связь между круговыми преобразованиями плоскости и дробно-линейными функциями комплексной переменной и доказать на этой основе ряд теорем круговой геометрии. Работу рекомендуется выполнить по следующему плану:

1. Определить понятие кругового преобразования и доказать, что преобразование точек комплексной плоскости является круговым в том и только в том случае, когда оно дробно-линейное. Доказать, что круговые преобразования являются конформными, т. е. сохраняют углы между кривыми. Доказать, что всякое собственное круговое преобразование, отличное от подобия, есть произведение подобия на инверсию ([1], с. 130–144).

2. Рассмотреть приложения круговых преобразований к изучению свойств четырехугольников и окружностей. Доказать теорему Птолемея для четырехугольников, вписанных в окружность, ее обобщение для произвольных четырехугольников. Доказать свойства треугольников, ассоциированных с четырехугольником, и свойства окружностей, проходящих через противоположные вершины треугольников ([1], с. 144–156).
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Тема 3.
ПРИМЕНЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ
В ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Многие важные преобразования плоскости – движения (в частности, переносы и вращения), преобразования подобия – задаются с помощью операций над комплексными числами. Цель курсовой работы – изучить связи между указанными преобразованиями и операциями над комплексными числами и доказать с помощью комплексных чисел некоторые теоремы элементарной геометрии. Рекомендуется следующий план работы:

1. Описать параллельный перенос, вращение, движение первого и второго рода, подобие первого и второго рода с помощью операций над комплексными числами. Вывести условие принадлежности трех точек одной прямой и одной окружности ([1], с. 31–38).

2. Доказать с помощью комплексных чисел свойства ортоцентра треугольника, а также существование окружности и прямой Эйлера ([1], с. 53–66).

3. Используя комплексные числа, доказать свойства прямой Симп-сона треугольника ([1], с. 66–71).
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Тема 4.
ИНВЕРСИЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ
ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Применение инверсии позволяет получить красивые и сравнительно простые решения ряда задач элементарной геометрии. Цель курсовой работы – изучить основные свойства инверсии и решить методом инверсии некоторые трудные задачи элементарной геометрии. Работу можно выполнить по следующему плану:

1. Изложить основные свойства инверсии; рассмотреть всевозможные случаи построения образов прямых и окружностей при инверсии ([1], § 51; [2], гл. II, § 1).

2. Изложить решение задачи Аполлония ([1], § 58; [2], гл. II, §2).

3. Решить самостоятельно некоторое число задач на применение

4. Инверсии (задачи могут быть подобраны по согласованию с руководителем работы из § 23 задачника [3]).
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Тема 5.
АЛГЕБРА КВАТЕРНИОНОВ
И ЕЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Алгебру кватернионов можно рассматривать как некоторый аналог системы комплексных чисел. Сложение и умножение кватернионов обладают теми же свойствами, что и соответствующие операции над комплексными числами, за одним только исключением – умножение кватернионов некоммутативно. Цель курсовой работы – изучить алгебру кватернионов и ее применения к описанию вращений трехмерного пространства. Работу рекомендуется построить следующим образом:

1. Определить кватернионы и операции над ними. Рассмотреть основные свойства этих операций. Разобрать решение задачи о сумме четырех квадратов ([1], с. 15–24).

2. Установить связь между векторным и скалярным произведением векторов трехмерного евклидова пространства и произведением чисто векторных кватернионов ([1], с. 24–27).

3. Показать, что вращения трехмерного евклидова пространства можно задать с помощью подходящих кватернионов. Разобрать задачу о «сложении поворотов» ([1], с. 28–31).
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Тема 6.
ЗАДАЧИ НА ЭКСТРЕМУМ В ПЛАНИМЕТРИИ

В ряде задач элементарной геометрии требуется построить некоторую фигуру таким образом, чтобы один из ее параметров получил наибольшее или наименьшее значение. Во многих случаях решение можно получить элементарными средствами, без привлечения методов математического анализа. Цель курсовой работы – изучить некоторые теоремы, позволяющие решать подобные задачи, проиллюстрировать их применения к решению конкретных задач. Рекомендуется следующий план работы;

1. Доказать теоремы 1 и 2 из [1] (с. 49–55) и привести решения нескольких задач, основанные на этих теоремах.

2. Доказать теорему Чевы и изложить решения нескольких задач на применение этой теоремы ([1], с. 97–106).

3. Изложить несколько решений задач о треугольнике наименьшего периметра, вписанного в остроугольный треугольник, с теми или иными дополнительными условиями ([1], с. 108–121).
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Тема 7.
МИНИМАЛЬНОЕ СВОЙСТВО КРУГА

Одна из простейших геометрических фигур – круг – обладает рядом замечательных свойств, в частности следующим: ограничивающая круг окружность имеет минимальную длину среди «периметров» всех фигур той же площади, что и круг. В курсовой работе необходимо доказать указанное минимальное свойство круга. Предлагается следующий план работы:

1. Рассмотреть четырехшарнирный метод Штейнера ([1], с. 9–13).

2. Доказать, что среди всех равносторонних 2л-угольников, имеющих одинаковый периметр, наибольшую площадь имеет правильный 2п-угольник ([1], с. 13–22).

3. Изложить доказательство теоремы о минимальном свойстве круга ([1], с. 30-44).
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Тема 8.
ВЫПУКЛЫЕ ТЕЛА И МИНИМАЛЬНОЕ СВОЙСТВО ШАРА

Цель курсовой работы – изучить некоторые свойства выпуклых тел и доказать следующий замечательный факт: среди тел заданного объема шар имеет наименьшую поверхность (минимальное или изопе-риметрическое свойство шара). Рекомендуется следующий план работы:

1. Определить понятие выпуклой функции и рассмотреть связь этого понятия с понятием выпуклого тела. Описать свойства опорных плоскостей выпуклой оболочки и опорной функции выпуклого тела ([1], с. 62-71).

2. Доказать теорему Минковского о приближении выпуклого тела выпуклыми многогранниками. Установить соответствие между объемом и площадью поверхности выпуклого тела, вытекающее из теоремы Минковского ([1], с. 71–78).

3. Доказать теорему выбора для выпуклых тел ([1], с. 79–85).

4. Рассмотреть свойства симметризации Штейнера, связанные со сходимостью последовательностей выпуклых тел. Доказать изопери-метрическое свойство шара ([1], с. 85–99).
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Тема 9.
КЛАССИФИКАЦИЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП ВРАЩЕНИЙ
ТРЕХМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА

Каждой симметричной фигуре соответствует конечная группа всех тех вращений пространства, которые переводят фигуру в себя. Тем самым задача описания всевозможных симметрии сводится к задаче классификации всевозможных конечных подгрупп вращений. В курсовой работе необходимо дать такую классификацию. Работу рекомендуется построить следующим образом:

1. Определить понятия поворотной, переносной и связанных с ними симметрии, проиллюстрировать эти понятия примерами из области естествознания и искусства ([1], с. 68–102).

2. Определить группы 
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 и показать, что ими исчерпываются все конечные собственные группы вращения ([1], с. 102–105, 161–166).

3. Дать полное описание всех конечных групп вращений ([1], с. 105–106, 166–167).
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Тема 10.
ОРНАМЕНТЫ НА ПЛОСКОСТИ

Орнаментом считается такое разбиение плоскости на бесконечное число «ячеек», при котором любая ячейка получается из любой другой преобразованием движения. В курсовой работе необходимо описать орнамент с помощью некоторых групп движений и доказать на этой основе теорему о том, что существует ровно 17 различных типов орнаментов на плоскости. Работу можно построить следующим образом:

1. Дать определение орнамента и его группы симметрии. Определить понятие дискретной группы движений и показать, что задача описания орнаментов сводится к задаче классификации дискретных групп движений плоскости ([1], с. 40–64).

2. Дать классификацию дискретных групп движений, все параллельные переносы которых имеют параллельные направления ([1], с. 70–78).

3. Дать классификацию дискретных групп движений, в которых имеются параллельные переносы в непараллельных направлениях ([1], с. 78–90; с. 176–179).

4. Описать все 17 типов орнаментов на плоскости.
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Тема 11.
ТЕОРЕМА ЭЙЛЕРА ДЛЯ СЕТЕЙ И ГРАФОВ

Известно, что для выпуклых многогранников справедлива теорема Эйлера, согласно которой число вершин 
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. В курсовой работе необходимо показать, как распространяется теорема Эйлера на иные объекты, так называемые сети и графы. Рекомендуется следующий план работы:

1. Определить понятие сети, пояснить его на примерах, сформулировать и доказать теорему Эйлера для сетей ([1], с. 69–75).

2. Ввести понятие графа, сформулировать и доказать теорему Эйлера для многоугольных графов ([2], с. 127–135).

3. Рассмотреть некоторые приложения теоремы Эйлера в теории графов ([2], с. 135–142). Решить самостоятельно несколько задач по теме работы, например задачи из [2] (с. 135, 142).
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Тема 12.
ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННИКИ

Цель курсовой работы – изучить основные понятия и некоторые теоремы теории выпуклых многогранников. Рекомендуется следующий план работы:

1. Привести определения выпуклого и правильного многогранников и пояснить их на примерах ([1], с. 289–290; [2], с. 26–32).

2. Сформулировать теорему Эйлера и вывести из нее классификацию правильных многогранников ([1], с. 290–292; [2], с. 69–74).

3. Сформулировать теорему Коши и доказать ряд лемм, используемых в ее доказательстве ([2], с. 77–82, 85–92).

4. Привести доказательство теоремы Коши ([2], с. 83–84).
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Тема 13.
РАВНОВЕЛИКИЕ И РАВНОСОСТАВЛЕННЫЕ
МНОГОУГОЛЬНИКИ И МНОГОГРАННИКИ

Проблема равносоставленности равновеликих фигур формулируется следующим образом: можно ли каждую из двух равновеликих фигур «составить» из одного и того же набора фигур? Эта проблема для разных классов фигур решается по-разному. В курсовой работе необходимо доказать теорему Гервина о равносоставленности равновеликих многоугольников и теорему Дена о необходимых условиях для их равносоставленности. Рекомендуется следующий план работы:

1. Дать точную формулировку проблемы равносоставленности и доказать теорему Гервина ([1], с. 156–165; [2], с. 5–9).

2. Доказать лемму о целых решениях системы однородных линейных уравнений с рациональными коэффициентами, сформулированную в [1] (с. 170).

3. Определить и пояснить на примерах ряд вспомогательных понятий– скелета разложения, звена и др. ([1], с. 170–179). Доказать теорему Дена – Кагана ([1], с. 180) и вытекающую из нее теорему Дена ([1], с. 166, 180–182).

Желательно также привести обзор дальнейших известных результатов по проблеме равносоставленности ([1], с. 187–194).
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Тема 14.
ТОЧЕЧНЫЕ РЕШЕТКИ НА ПЛОСКОСТИ

Цель курсовой работы – изучить некоторые свойства плоских точечных решеток и их применений в геометрии и теории чисел. Работу рекомендуется выполнить по следующему плану:

1. Доказать теорему Минковского о плоских решетках и использовать ее для решения задачи о приближении действительных чисел рациональными.

2. Рассмотреть основанный на теории решеток способ вычисления числа 
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.
3. Проиллюстрировать применение решеток к суммированию ряда Лейбница
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3амечание. Необходимый материал можно найти в книге [1], гл. 2, пп. 5–6. Теорема Минковского и ее приложения излагаются также в [2], § 10.
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Тема 15.
ТЕОРЕМА БОРСУКА

Круг или равносторонний треугольник нельзя разбить на две части меньшей «ширины», но можно разбить на три такие части. Проблема Борсука состоит в том, чтобы установить, на какое наименьшее число частей можно разбить фигуру, чтобы каждая часть была «уже» самой фигуры. В курсовой работе необходимо рассмотреть проблему Борсука в общем виде и ее решение в некоторых частных случаях. Можно рекомендовать следующий план работы:

1. Сформулировать проблему Борсука в общем виде ([1], с. 58–59) и подробно изложить ее решение для случая плоской фигуры ([2], с. 5–13).

2. Изложить в обзорном порядке известные частичные решения проблемы Борсука ([1], с. 58–62).

3. Решить самостоятельно (по согласованию с руководителем) несколько задач, связанных с разрабатываемой темой (см., например, [3], с. 68–101).
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Тема 16.
ПОСТРОЕНИЯ НА ПЛОСКОСТИ, ВЫПОЛНЯЕМЫЕ ОДНОЙ ЛИНЕЙКОЙ.
ТЕОРЕМА ШТЕЙНЕРА

Цель работы – изучить построения Штейнера, т. е. геометрические построения на плоскости, выполняемые одной линейкой при условии, что задана некоторая вспомогательная фигура (параллельные прямые, квадрат и т. д.). Можно предложить следующий план работы:

1. Рассмотреть построения, выполняемые одной линейкой при условии, что на плоскости заданы: а) пара параллельных прямых; б) параллелограмм ([1], с. 62–66; [2], с. 238, 240).

2. Рассмотреть построения, выполняемые одной линейкой при условии, что на плоскости задан квадрат ([1], с. 66).

3. Указание. Привести подробные обоснования решений рассматриваемых вадач.

4. Доказать теорему Штейнера ([1], с. 67–72; [2], с. 241–246).
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Тема 17.
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ, ВЫПОЛНЯЕМЫЕ ОДНИМ ЦИРКУЛЕМ.
ТЕОРЕМА МОРА-МАСКЕРОНИ

Цель курсовой работы – изучить геометрические построения одним циркулем и доказать теорему Мора-Маскерони. Работу рекомендуется выполнять по следующему плану:

1. Описать основные построения, выполняемые одним циркулем, сформулировать и доказать теорему Мора-Маскерони ([1], с. 323– 329; [2], с. 231).

2. Рассмотреть примеры решения задач одним циркулем, в том числе нескольких задач школьного курса ([2], с. 228, 260, задачи 1–4; задачи для самостоятельного решения выбираются по согласованию с руководителем работы).
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Тема 18.
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ, ВЫПОЛНЯЕМЫЕ НЕКОТОРЫМИ ПРОСТЕЙШИМИ ИНСТРУМЕНТАМИ

Осуществимость тех или иных геометрических построений зависит от того, какими инструментами разрешается их производить. В курсовой работе необходимо выяснить возможности нескольких простейших инструментов – двусторонней линейки, прямого угла, односторонней линейки с отмеченным на ней отрезком. Можно рекомендовать следующий примерный план работы:

1. Рассмотреть решение элементарных задач Штейнера с помощью двусторонней линейки, а также решение задачи об определении центров вписанной и описанной окружностей треугольника ([1], с. 94–99).

2. Рассмотреть решения тех же задач с помощью прямого угла ([1], с. 99–102).

3. Рассмотреть построения, осуществляемые с помощью линейки с отмеченным на ней отрезком. Решить с помощью этого инструмента элементарные штейнеровские задачи ([1], с. 104–105). Описать общий класс задач, который можно решить указанными инструментами ([1], с. 105–107).
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Тема 19.
ЗАДАЧИ УДВОЕНИЯ КУБА И ТРИСЕКЦИИ УГЛА

Известно, что решение задач удвоения куба и трисекции угла не сводится к построениям, выполняемым только циркулем и линейкой, и потому их приходится решать иными, более сильными средствами. В курсовой работе следует рассмотреть некоторые известные методы решения этих двух задач. Работу можно построить следующим образом:

1. Свести задачу об удвоении куба к задаче о построении средних пропорциональных отрезков. Изложить подробные решения задачи о построении средних пропорциональных отрезков с помощью конических сечений, конхоиды Никомеда, циссоиды Диоклеса и двух прямых углов (краткие наброски необходимых доказательств содержатся в [1], с. 167–172).

2. Привести подробные решения задачи о трисекции угла с помощью конических сечений, линейки с отмеченным на ней отрезком, конхоиды Никомеда и улитки Паскаля ([1], с. 173–179).
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Тема 20.
НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ЛИНИИ НА ПОВЕРХНОСТИ

Линии на поверхности, вдоль которых происходит наименьшее или наибольшее «изгибание» поверхности, называются ее линиями кривизны. Линия на поверхности называется асимптотической, если плоскость, проходящая через любые три ее точки, переходит в пределе (когда все три точки стягиваются в одну) в плоскость, касательную к поверхности. В курсовой работе предполагается изучить свойства указанных линий. Рекомендуется следующий план работы:

1. Привести точные определения линий кривизны и асимптотических линий. Сформулировать и доказать необходимые и достаточные условия совпадения координатной сети на поверхности с сетью асимптотических линий или линий кривизны. Доказать необходимый и достаточный признак совпадения асимптотической линии с линией кривизны ([1], с. 263–275).

2. Изложить важнейшие свойства асимптотических линий и линий кривизны ([1], с. 316–317, 323–327).

3. Привести различные примеры асимптотических линий и линий кривизны ([1], с. 274–275, 266–269), а также решить несколько задач типа 5.116, 5.117, 5.122–5.129 из [2].
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Тема 21.
ЧЕБЫШЕВСКИЕ СЕТИ НА ПОВЕРХНОСТИ

Сеть на поверхности задается двумя семействами линий поверхности, такими, что две линии одного семейства не пересекаются, а две линии из разных семейств пересекаются в единственной точке. Цель курсовой работы – изучить чебышевские сети, у которых каждый четырехугольник, образуемый линиями сети, имеет одинаковые противоположные стороны (см. [1], с. 124, упр. 12). В работе должны быть доказаны следующие утверждения:

1. Для того чтобы координатная сеть на поверхности была чебышевской, необходимо и достаточно, чтобы 
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 – коэффициенты первой квадратичной формы.

2. Параметры 
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 для чебышевской координатной сети можно выбрать так, чтобы
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 – угол, образуемый координатными линиями ([1], с. 108–124).

3. На поверхности переноса 
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 координатные линии образуют чебышевскую сеть.

4. Любая чебышевская сеть на плоскости задается векторным уравнением 
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Замечание. Весь необходимый материал содержится в [1] с. 108–124, 151-160.
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Тема 22.
ГЕОМЕТРИЯ НА СФЕРЕ

Геометрия на сфере (или сферическая геометрия) сложилась как особый раздел геометрии под влиянием потребностей астрономии. Многие понятия и соотношения обычной геометрии на плоскости имеют своеобразные аналоги в геометрии на сфере. Цель курсовой работы – изучить элементы сферической геометрии и сферической тригонометрии. Можно рекомендовать следующий план работы:

1. Дать определение основных понятий геометрии на сфере и охарактеризовать ее предмет ([1], с. 518–528).

2. Изложить доказательства некоторых фактов сферической геометрии, например признаки равенства треугольников и др. (по согласованию с руководителем) ([1], с. 530–536).

3. Восстановить полные доказательства нескольких теорем, доказательства которых лишь намечены в [1] (по указанию руководителя работы). Доказать сферические теоремы косинусов, Пифагора и показать на примерах, как они используются для решения треугольников ([1], с. 545–557).
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Тема 23.
ГЕОМЕТРИЯ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ
МНОГОМЕРНЫХ ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

Понятие прямой и плоскости допускает обобщение на случай пространства произвольной размерности. При этом обобщаются так-'же понятия расстояния между точкой и плоскостью, между двумя плоскостями и другие основные понятия. Цель курсовой работы – изучить указанные обобщения. Предлагается следующий план работы:

1. Получить формулы для вычисления расстояния от точки до прямой, между двумя прямыми, между точкой и гиперплоскостью, между параллельными гиперплоскостями ([1], с. 71–88).

2. Определить операторные уравнения m-плоскости, вывести уравнения перпендикуляра, опущенного из точки на /n-плоскость, а также формулу для вычисления расстояния от точки до т-плоскости ([1], с. 88–94).

3. Исследовать взаимное расположение двух m-плоскостей, вывести уравнение общего перпендикуляра двух скрещивающихся 
[image: image21.wmf]m

-плоскостей и формулу для вычисления расстояния между ними ([1], с. 97–106).

4. Определить стационарные углы между m-плоскостями и вывести формулы для их вычисления. Рассмотреть свойства изоклинных и вполне перпендикулярных плоскостей ([1], с. 106–110).
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Тема 24.
ИЗОБРАЖЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР
С ПОМОЩЬЮ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Цель курсовой работы – изучить различные способы построения изображений методом параллельного проектирования, а также их приложения к решению конкретных задач. Рекомендуется следующий план работы:

1. Изложить основные свойства параллельного проектирования ([1], с. 11-25; [2], с. 27-51).

2. Рассмотреть некоторые приемы построения изображений плоских и пространственных фигур с помощью параллельного проектирования ([1], с. 25–38; [3], с. 17–34).

3. Решить несколько конструктивных задач с использованием свойств параллельного проектирования ([3], с. 49–89; [4], с. 35–65).

4. Привести и разобрать примеры полных и неполных изображений ([1], с. 17–51; [2], с. 51–57).
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Тема 25.
КОНЕЧНЫЕ ПРОЕКТИВНЫЕ ПЛОСКОСТИ

Конечная плоскость определяется как система объектов, удовлетворяющая аксиомам классической проективной плоскости и содержащая прямую с конечным числом «точек». В курсовой работе необходимо рассмотреть некоторые простейшие конструкции для построения конечных плоскостей и доказать теоремы о единственности конечных плоскостей второго и третьего порядков. Рекомендуется следующий примерный план работы:

1. Изложить аксиоматику конечных плоскостей и ее простейшие следствия, а также теорему об изоморфизме конечных плоскостей второго порядка ([1], с. 7–15).

2. Доказать теорему о приведении таблицы инцидентности конечной плоскости к стандартному виду и теорему о единственности конечной плоскости третьего порядка ([1], с. 21–28).

3. Описать конструкцию для построения циклических плоскостей ([1],с. 15–21) и решить самостоятельно несколько задач, относящихся к этой конструкции (например, [1], с. 100, задачи 2–5).
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Тема 26.
ПРОЕКТИВНЫЕ ПЛОСКОСТИ НАД ТЕЛАМИ

Известен пример проективной плоскости, которая задается чисто арифметически, исходя из поля вещественных чисел,–точки плоскости определяются как классы пропорциональных троек чисел. Если заменить в этом примере вещественные числа элементами произвольного тела, то снова получится проективная плоскость. Ее называют плоскостью над телом. Цель курсовой работы – изучить такие плоскости. Работу рекомендуется выполнить по следующему плану:

1. Сформулировать определение тела и пояснить его на примерах, в частности подробно разобрать пример тела кватернионов ([1], с. 84–85).

2. Сформулировать определение проективной плоскости 
[image: image22.wmf]2
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 над телом, проверить выполнимость аксиом проективной плоскости и доказать основные ее свойства ([1], с. 87–95).

3. В качестве приложения доказанных утверждений решить задачи 10–40 из [1] (с. 96) или задачи, предложенные руководителем.
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Тема 27.
ДЕВЯТЬ ГЕОМЕТРИЙ НА ПЛОСКОСТИ

Различные модели неевклидовых пространств можно получить из проективных пространств, подходящим образом задавая в них метрику. В курсовой работе необходимо рассмотреть общую схему таких интерпретаций (схема Кэли-Клейна), на основе которой получаются, в частности, девять различных геометрий на плоскости. Работу рекомендуется построить следующим образом:

1. Кратко объяснить, в чем заключается современный подход к геометрии ([1], с. 13–26).

2. Описать схему Кэли-Клейна и для иллюстрации получить из нее три геометрии на прямой ([1], с. 236–240).

3. Привести подробное описание девяти геометрий на плоскости, получаемых по схеме Кэли-Клейна ([1], с. 240–265).
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Тема 28.
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ НА ПРОЕКТИВНОЙ ПЛОСКОСТИ

В курсовой работе предполагается решить некоторые задачи на построение в проективной плоскости, не рассматриваемые в программном курсе проективной геометрии. В работу рекомендуется включить следующие вопросы:

1. Рассмотреть типовые задачи на построение первой степени ([1], с. 152–187; [2], с. 89–ПО) и решить (по согласованию с руководителем) несколько задач второй степени ([1], с. 187–191).

2. Исследовать вопрос о возможности определенных построений на проективной плоскости ([1], с. 310–315; [2], с. 147–151).
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Тема 29.
КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПРОЕКТИВНОЙ ПЛОСКОСТИ

Цель курсовой работы заключается в углубленном изучении теории кривых второго порядка, основные свойства которых излагаются в курсе проективной геометрии. Рекомендуется следующий план работы:

1. Дать проективное описание кривых второго порядка и кривых второго класса ([1], с. 152–158).

2. Привести полное доказательство основной теоремы для рядов второго порядка и рядов второго класса ([1], с. 158–162).

3. Привести полные доказательства теорем Паскаля и Брианшона ([1], с. 163–173).

4. Доказать эквивалентность понятий кривой второго порядка и кривой второго класса ([1], с. 173–177).

5. Рассмотреть применения теорем Паскаля и Брианшона к построениям с помощью одной только линейки.
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Тема 30.
ПРЕДЛОЖЕНИЯ, ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ АКСИОМЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ

Известны различные способы доказательства так называемого пятого постулата Евклида. Эти доказательства связаны с неявным использованием предложений, равносильных пятому постулату. Цель работы состоит в доказательстве эквивалентности ряда предложений аксиоме параллельности. Работу рекомендуется выполнить по следующему плану:

1. Доказать первую и вторую теоремы Лежандра ([1], с. 96–104; [2], с. 53–55).

2. Используя теоремы Лежандра, доказать, что аксиома параллельности эквивалентна утверждению: сумма углов некоторого треугольника плоскости равна двум прямым. Сформулировать и доказать аналогичное утверждение для суммы углов четырехугольника. Получить отсюда эквивалентность аксиомы параллельности и а) постулата Валлиса; б) постулата Посидония (на плоскости существуют три коллинеарные точки, равноудаленные от одной прямой); в) утверждения: из некоторой точки окружности ее диаметр виден под прямым углом ([2], с. 52–53, 60–61).

3. Доказать эквивалентность аксиомы параллельности и постулата Ф. Бояи ([2], с. 62–63).
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Тема 31.
ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ ЕВКЛИДА

Впервые последовательно аксиоматическое построение евклидовой геометрии было осуществлено Д. Гильбертом в конце прошлого века. Впоследствии его аксиоматика была усовершенствована. Были предложены и иные по форме аксиоматические системы, равносильные системе Гильберта. В курсовой работе требуется рассмотреть различные способы аксиоматического построения геометрии Евклида. Работу рекомендуется выполнить по следующему плану:

1. Кратко изложить историю вопроса об обосновании евклидовой геометрии, в частности остановиться на метрических системах аксиом ([1], с. 595–608; [2], с. 34–41).

2. Изложить систему аксиом по Биркгофу и доказать (по согласованию с руководителем) важнейшие теоремы о конгруэнтности фигур ([1], с. 63–159).

3. Решить несколько задач по теме работы, например № 13* (с. 129–130), № 11, 12 (с. 141), № 15–17 (с. 145) из [1].
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Тема 32.
ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ПУАНКАРЕ ПЛАНИМЕТРИИ ЕВКЛИДА

В курсовой работе предполагается изучить модель Пуанкаре евклидовой плоскости, в основе которой лежит преобразование инверсии. Рекомендуется построить работу следующим образом:

1. Изложить основные свойства преобразования инверсии ([1], с. 255-259).

2. Рассмотреть три типа пучков окружностей ч ортогональных к ним траекторий ([1], с. 259–262).

3. Дать подробное описание модели Пуанкаре планиметрии Евклида, проверить выполнимость в этой модели аксиом евклидовой плоскости ([1], с. 262–266).
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Тема 33.
ЭЛЕМЕНТЫ ГЕОМЕТРИИ ГАЛИЛЕЯ

В курсовой работе следует изложить основные понятия и свойства геометрии Галилея, в которой движениями служат так называемые преобразования Галилея, соответствующие переходу от одной инер-циальной системы отсчета к другой. Рекомендуется следующий план работы:

1. Дать определение галилеевой плоскости и преобразований Галилея. Показать, что эти преобразования образуют группу ([1], с. 13–41).

2. Определить основные понятия геометрии Галилея (понятия расстояния, прямой, угла, окружности) и доказать основные свойства треугольников в геометрии Галилея ([1], с. 45–67).

3. Сформулировать и доказать принцип двойственности в геометрии Галилея. Рассмотреть свойства четырехугольников, двойственных параллелограмму и трапеции ([1], с. 67–82).

4. Определить понятие цикла и установить основные его свойства ([1], с. 83–98, 112–130).

5. Доказать теорему о том, что всякое движение плоскости Галилея есть либо параллельный перенос, либо циклический поворот (см. [1], с. 100).
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Тема 34.
ГЕОМЕТРИЯ ПСЕВДОЕВКЛИДОВОЙ ПЛОСКОСТИ

Псевдоевклидова плоскость отличается от евклидовой иным определением расстояния между точками. Поэтому при переходе от евклидовой плоскости к псевдоевклидовой плоскости сохраняются неметрические (аффинные) свойства, тогда как метрические существенно меняются. Цель курсовой работы – изучить основные факты псевдоевклидовой геометрии. Изложение темы можно построить следующим образом:

1. Определить метрику псевдоевклидовой геометрии, сравнив ее с обычной евклидовой метрикой ([1], с. 167–177).

2. Изложить доказательства некоторых основных фактов псевдоевклидовой геометрии (по согласованию с руководителем) ([1], с. 177– 193).

3. Решить несколько задач на псевдоевклидовой плоскости, например, следующие:

а)
найти множество точек, равноудаленных от двух данных точек;

б)
составить уравнение эллипса для различных (вещественных или мнимых) значений параметров.
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Тема 35.
ГЕОМЕТРИЯ МИНКОВСКОГО

Для интерпретации основных понятий специальной теории относительности Минковский построил особую неевклидову геометрию. Цель курсовой работы – изучить геометрию Минковского на плоскости и некоторые ее применения к теории относительности. Работу можно построить следующим образом:

1. Определить преобразования Минковского на плоскости и показать, что они образуют группу ([1], с. 182–193; [2], с. 57–67).

2. Определить основные понятия геометрии Минковского (расстояния, угол, прямая, окружность) и установить их простейшие свойства ([1], с. 193–209).

3. Доказать основные свойства треугольников в геометрии Минковского, в частности аналог теоремы Пифагора ([1], с. 209–222).

4. Показать, как используется геометрия Минковского для объяснения парадокса часов в специальной теории относительности ([2], с. 97, 128–134).

Замечание. При выполнении работы желательно предварительно озна комиться с формулировкой принципа относительности Эйнштейна ([1], с. 175–182; [2], с. 11-23).
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Тема 36.
ЭЛЕМЕНТЫ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО

Цель курсовой работы – изучить некоторые вопросы геометрии Лобачевского. В частности, должны быть доказаны теоремы синусов и косинусов для треугольников плоскости Лобачевского и получен явный вид функции Лобачевского. Рекомендуется следующий план работы:

1. Рассмотреть основные свойства псевдоевклидовой плоскости. Исходя из аксиоматического определения плоскости Лобачевского (по Вейлю), доказать, что сфера с отождествленными диаметрально противоположными точками мнимого радиуса трехмерного псевдоевклидова пространства представляет собой модель плоскости Лобачевского ([1], с. 341–350; [2], с. 146–158).

2. Доказать теоремы синусов и косинусов для треугольников на плоскости Лобачевского. Получить явный вид функции, связывающей длину отрезка и его угол параллельности. Рассмотреть свойства треугольников на сфере пространства Лобачевского. Доказать, что геометрия Лобачевского в малом представляет собой евклидову ([2], с. 159–165).
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Тема 37.
МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ НА ПЛОСКОСТИ ЛОБАЧЕВСКОГО

Аксиоматика Лобачевского приводит к своеобразным изменениям обычных метрических соотношений в треугольнике. В курсовой работе предполагается установить связь между длинами сторон и величинами углов треугольника в геометрии Лобачевского. В работе рекомендуется изложить следующие вопросы:

1. Привести выводы тригонометрических формул, связывающих величины углов и длины сторон треугольника на плоскости Лобачевского. Сравнить полученные формулы с соответствующими формулами сферической и евклидовой геометрии ([1], с. 177–191; [2], § 35).

2. Вывести такие же формулы для случая прямоугольного треугольника ([1], с. 190–191; [2], § 35).

3. Дать определение площади и вывести формулу для вычисления площади треугольника ([1], с. 147–156).
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Тема 38.
ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ СТЕРЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО

Геометрия Лобачевского многими нитями связана с евклидовой геометрией, и ее изучение дает возможность шире и разносторонне ориентироваться в основных фактах геометрии Евклида. Цель курсовой работы – ознакомиться с некоторыми основными теоремами геометрии Лобачевского. Работу рекомендуется построить следующим образом:

1. Сформулировать и доказать ряд теорем планиметрии Лобачевского, используемых в дальнейшем изложении ([1], с. 88–128; [2], с. 10–45).

2. Доказать (по согласованию с руководителем) некоторые основные теоремы стереометрии Лобачевского ([1], с. 128–133; [2], с. 45– 56).

3. Построить модель геометрии Евклида на орисфере пространства Лобачевского ([2], с. 54–55).

4. Наметить кратко доказательство основных формул тригонометрии Лобачевского ([2], с. 56–59).
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ТЕМА 39.
НЕПОГРУЖАЕМОСТЬ ПЛОСКОСТИ ЛОБАЧЕВСКОГО
В ТРЕХМЕРНОЕ ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО

В связи с открытием Лобачевского возник вопрос, можно ли построить модель плоскости Лобачевского в виде некоторой поверхности обычного трехмерного пространства. Бельтрами показал (1868 г.), что так называемая гауссова кривизна такой поверхности должна быть постоянной и отрицательной. В дальнейшем выяснилось (Гильберт, Гольмгрен, 1901 г.), что никакая поверхность в трехмерном пространстве этим свойством не обладает. В курсовой работе необходимо изложить доказательство этой теоремы. Рекомендуется следующий план работы:

1. Привести точную формулировку теоремы Бельтрами о кривизне поверхности,"реализующей плоскость Лобачевского. Привести примеры поверхностей отрицательной кривизны ([1], с. 225–229; [2], с. 409–419; [3], с. 512–542).

2. Определить понятие полной регулярной поверхности и проиллюстрировать его на примерах.

3. Изложить доказательство теоремы Гильберта: в трехмерном пространстве не существует полной регулярной поверхности отрицательной кривизны ([1], с. 225–229; [2], с. 409–419).
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Тема 40.
ГЕОМЕТРИЯ НА ОРИСФЕРЕ
И НА ЭКВИДИСТАНТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО

Некоторые поверхности в пространстве Лобачевского удобно использовать для построения тех или иных геометрий. В курсовой работе требуется рассмотреть модели на орисфере и эквидистантной поверхности пространства Лобачевского. Работу можно построить следующим образом:

1. Дать определение орисферы и эквидистантной поверхности. Определить на этих поверхностях основные понятия абсолютной геометрии (точки, прямой, инцидентности, конгруэнтности, порядка) ([1], с. 131-134; [2], § 51).

2. Произвести подробную проверку аксиом планиметрии Евклида на орисфере и аксиом планиметрии Лобачевского на эквидистантной поверхности ([1], с. 137–148; [2], § 51).
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Тема 41.
ЭЛЕМЕНТЫ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ РИМАНА

В курсовой работе предлагается установить некоторые простейшие факты геометрии Римана (доказательство теоремы синусов и косинусов, вывод формулы для площади треугольника). Работу рекомендуется выполнить по следующему плану:

1. Изложить некоторые теоремы сферической геометрии: доказать свойства полярных треугольников, вывести метрические соотношения в сферических треугольниках, вывести формулу для вычисления площади сферического треугольника ([1], с. 132, 140; [2], с. 235–242).

2. Дать аксиоматическое определение эллиптической геометрии римана на основе аксиоматики Вейля и построить модель эллиптической плоскости как сферы с отождествленными диаметрально противоположными точками. Доказать теоремы синусов и косинусов для треугольников плоскости Римана. Вывести формулы для вычисления площади треугольника и расстояния между точками ([1], с. 140–146; [2], с. 242–246; [3], 337–341).
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