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Предисловие

В основе теоретических и практических знаний специальных дисциплин, изучаемых в техническом вузе, лежат законы общей физики. Эти законы устанавливают взаимосвязи между физическими величинами в виде фундаментальных физических законов, с помощью которых формулируются физические теории, анализируются области их применимости, устанавливаются степени общности при описании различных физических явлений. Подробному осмыслению физических закономерностей в значительной мере помогают экспериментальные исследования. Навыки, приобретаемые студентами при подготовке, выполнении и оформлении результатов лабораторных работ облегчают понимание наблюдаемых физических явлений и необходимы в дальнейшей самостоятельной работе.

Для осознанного усвоения изучаемых физических закономерностей приводятся теоретические сведения, необходимость введения которых основана на том, что студент может выполнять лабораторную работу раньше, чем соответствующий материал изложен в лекционном курсе.

В пособии сформулированы контрольные вопросы, предназначенные для облегчения понимания учебного материала и самоконтроля студентами изучаемой темы. В конце пособия приводится список рекомендуемой литературы.

Настоящее пособие может быть рекомендовано студентам НовГУ всех специальностей дневной и заочной форм обучения.

Введение

§ 1 Идеально упругие тела
В механике твердого тела при изучении его движения предполагалось, что под действием приложенных сил в теле возникают деформации, однако они не принимались в расчет при описании движения этого тела как целого. Мы пренебрегали деформациями тела, полагая, что они достаточно малы и не оказывают влияние на движение тела.
Во многих важных случаях учет деформаций является определяющим, например, когда речь идет о целой области физики сплошной среды, или о расчете прочности многочисленных конструкций и деталей машин и механизмов, базирующемся на отдельной инженерной науке, называемой сопротивлением материалов.
При изучении кинематики и динамики твердого тела считалось, что форма тела не изменяется, даже если на него действуют силы. Однако все реальные тела деформируются, то есть под действием приложенных сил изменяют свою форму и объем. Такие изменения тел называются деформациями. В случае твердых тел различают два предельных случая деформации: деформации упругие и деформации пластические.
Деформации называются упругими, если после прекращения действия сил на тело его форма и размеры восстанавливаются. Пластическими или остаточными деформациями называются такие деформации, которые сохраняются после прекращения действия сил. Разделение деформаций и, соответственно, тел на упругие и пластичные является условным, так как в большинстве случаев деформации полностью не исчезают. Однако очень часто остаточные деформации малы, и ими можно пренебречь. Вопрос о том, какой остаточной деформацией можно пренебречь решается в соответствии с требованиями конкретных задач. Иногда пренебрегают остаточной деформацией, равной 0,1% от максимальной деформации, возникающей под действием указанных сил. В других случаях этот предел может быть снижен до 0,01% .
Будет ли деформация упругой или пластичной зависит от свойств тела и от действующей на тело силы. Для различных тел устанавливается некоторое предельное значение силы. Считается, что силы меньшие этого предельного значения, вызывают упругую деформацию тела, а силы, превышающие предельное значение, приводят к пластической деформации. Такое предельное значение силы называется пределом упругости.
В данной работе рассматриваются упругие деформации. Причем они описываются методами механики, и при этом не рассматривается физика явления деформации. Механика описывает упругие свойства тел посредством некоторых эмпирически вводимых постоянных, различных для различных тел и зависящих от их физического состояния, например, от температуры. Конечно, более глубоким является физический подход, рассматривающий явление деформации с атомистической точки зрения. На основе таких представлений деформации изучаются физикой твердого тела. Она позволяет установить связь упругих характеристик твердого тела с его другими физическими свойствами.
При изучении упругих деформаций тела будем считать идеально упругими. Это идеализированные тела, которые могут претерпевать только упругие деформации. Такими идеализациями можно пользоваться при описании реальных тел только в случае, когда действующие на тело силы не превосходят предела упругости.
Для идеальных упругих тел существует однозначная зависимость между действующими на тело силами и вызываемыми ими деформациями. Это возможно только в случае малых деформаций, которые подчиняются закону Гука, согласно которому деформации пропорциональны вызывающим их силам.
Как известно, твердые тела бывают изотропными и анизотропными. Изотропными называются тела, свойства которых по всем направлениям одинаковы. Анизотропными называются тела, свойства которых в различных направлениях различны. Типичным представителем анизотропных тел являются кристаллы. Однако в этом описании заложена некоторая неопределенность, так как в нем не указывается, о каких свойствах тела идет речь. Дело в том, что одно и то же тело может вести себя как изотропное по отношению к одним свойствам, и как анизотропное по отношению к другим свойствам.
В данных лабораторных работах мы будем рассматривать все тела как изотропные. 
§ 2 Упругие напряжения. Тензор упругих напряжений
Опыт показывает, что под действием приложенных сил тела в той или иной степени меняют свою форму и объем, что на макроскопическом уровне означает относительное смещение атомов, составляющих тело. Для удобства описания деформаций мысленно разобьем тело на физически малые объемы, содержащие, однако большое число атомов. В отсутствии деформаций атомы находятся в состоянии теплового равновесия, а все малые объемы - в механическом равновесии. Тогда сумма сил и моментов сил, действующих на выделенный объем со стороны примыкающих к нему других объемов, будет равен нулю. Изменение положения атомов при деформациях приводят к тому, что в теле возникают внутренние силы или внутренние напряжения, стремящиеся вернуть тело в состояние равновесия. Важно отметить, что внутренние силы, как силы молекулярного взаимодействия, являются короткодействующими. Только соседние атомы или молекулы эффективно взаимодействуют друг с другом. Это упрощает ситуацию, поскольку позволяет считать, что силы, действующие на малый объем приложены к ограничивающей его поверхности.
Пусть под действием внешних сил некоторое тело изменило свою форму, деформировалось. Пусть деформация тела является упругой. Тогда тело стремиться вернуть свою форму и размеры, а это значит, что различные части деформированного тела взаимодействуют между собой на поверхностях раздела, вдоль которых они граничат друг с другом. Рассмотрим некоторое произвольное деформированное тело (Рис.1).
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Рис. 1. Деформированное тело
Мысленно разделим его на две произвольные части: тело I и тело II, граничащие между собой вдоль некоторой поверхности АВ. Так как тело деформировано, то тело I действует на тело II, а также в соответствии с третьим законом Ньютона тело II действует на тело I.
Однако для того, чтобы определить деформации недостаточно знать силы, действующие в любом сечении АВ. Необходимо указать, как эти силы распределены по этому сечению. Чтобы решить эту задачу, возьмем на поверхности АВ бесконечно малую площадку dS. На рисунке 1 эта площадка заштрихована. Пусть dF – сила (векторная величина), с которой на этой площадке тело II действует на тело I.
Величина, равная отношению силы к площади называется напряжением. Таким об-

разом, dF/dS называется напряжением, действующим в соответствующей точке на границе АВ тела I. Напряжение, действующее в той же точке на границе тела II, будет таким же, но его направление будет противоположно.
Рассмотрим более подробно понятие напряжения. Площадку dS можно рассматривать как вектор, направление которого совпадает с направлением нормали к площадке. При этом нормаль проводится наружу от поверхности тела, на которое действует сила dF. Обозначим единичный вектор такой нормали как вектор n, а соответствующее напряжение – как σn.
Вектор σn можно разложить на составляющую вдоль нормали n и составляющую, лежащую в касательной плоскости к площадке dS. При этом первая составляющая называется нормальным напряжением, а вторая -тангенциальным напряжением, действующими на площадку dS.
Как и всякий вектор, напряжение σn можно характеризовать тремя его составляющими вдоль координатных осей OX, OY, OZ прямоугольной системы координат. Обозначим эти составляющие вектора соответственно σnx, σny σnz. Здесь первый индекс указывает направление внешней нормали к поверхности тела, на которой лежит площадка dS. Второй индекс показывает направление оси, на которую проектируется напряжение σn. В частности вектор σх означает напряжение на площадке, внешняя нормаль к которой параллельна положительному направлению оси ОХ. Величины σnx, σny, σnz означают проекции вектора σn на координатные оси.
Чтобы определить напряжение на произвольно ориентированной площадке в какой-либо ее точке, достаточно задать напряжение на трех взаимно перпендикулярных площадках, проходящих через эту точку. Для доказательства этого утверждения поместим рассматриваемую точку тела в начало прямоугольной декартовой системы координат и выделим из тела бесконечно малый элемент объема ОАВС, ограниченный координатными плоскостями и пересекающей их плоскостью ABC (рис.2).
Пусть n - внешняя нормаль к плоскости треугольника ABC, тогда сила, действующая на грани ABC на выделенный элемент изучаемого тела со стороны других его частей, будет равна σnS, где S - площадь этой грани. Аналогично, силы, действующие на трех боковых гранях выделенного элемента, будут соответственно равны 
σ-хSx, σ-ySy, σ-zSz, где Sx, Sу, Sz - площади этих граней. Кроме этих сил, на выбранный элемент может действовать сила тяжести и другие объемные, зависящие от объема и массы тела силы. Но так как масса выделенного объема очень мала, то этими силами можно пренебречь. Тогда равновесие выделенного элемента описывается условием:
σnS+σ-xSx,+σ-ySy+σ-zSz=0.
(2.1)
Из геометрии известно, что проекции площади S  на координатные плоскости выражаются соотношениями: 
Sx = Snx, Sy =Sny, Sz = Snz.



(2.2)

Далее учтем, что 
σ-x = - σx, σ-y = - σy , σ-z = - σz.


(2.3)
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Рис.2.
Подставляем формулы (2.2) и (2.3) в формулу (2.1) и получаем:
σn=σ-xnx,+σ-yny+σ-znz. 




(2.4)
Так как координатные оси можно выбрать произвольно, то соотношение (2.4) доказывает высказанное утверждение.
Таким образом, напряжение в каждой точке упруго деформированного тела можно характеризовать тремя векторами σx, σy, σz, или девятью их проекциями:
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2.5
Совокупность этих девяти величин называется тензором упругих напряжений. В общем случае эти величины меняются от точки к точке, то есть являются функциями координат. В статике в отсутствие массовых сил тензор упругих напряжений остается одним и тем же во всех точках среды.
Тензор упругих напряжений является симметричным тензором, то есть
σij = σji , где (i,j = x,y,z)

(2.6)
Для доказательства рассмотрим элементарный параллелепипед вещества со сторонами dx, dy, dz (рис.3).
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Рис.3.
Момент сил Mz относительно оси OZ, действующий на этот параллелепипед, равен
Mz = (σxy ·dydz)dx (  (σyx ·dxdz)dy = (σxy ( σyx)dV, 


(2.7)
где dV - объем рассматриваемого элементарного параллелепипеда. Теперь этот момент можно найти из основного уравнения динамики вращательного движения. В него входит момент инерции, который определяется через массу, которая мала. Кроме того, рассматриваемый параллелепипед может находиться в состоянии равновесия. Тогда рассматриваемый момент сил равен нулю. Это означает, что σxy ( σyx = 0 или σxy = σyx . Аналогично можно показать, что σyz = σzy , σxz = σzx.
Известно, что систему координат можно выбрать так, чтобы в этой системе отсчета обратились в нуль все недиагональные элементы тензора упругих напряжений. Это можно сделать потому, что тензор упругих напряжений является симметричным тензором. Таким образом, в такой системе координат упругие напряжения в каждой точке характеризуются только тремя величинами: σxx, σyy, σzz. Для краткости их можно обозначать с помощью одного индекса, то есть σx, σy, σz. Соответствующие координатные оси называют главными осями тензора упругих напряжений.
§ 3 Элементарные деформации
В предыдущих рассуждениях речь шла о самом общем подходе к деформации. При этом самое главное внимание уделялось упругим напряжениям в деформированном теле. В этом параграфе рассмотрим описание самих деформаций. Позднее будет показано, что любую деформацию можно привести к двум элементарным деформациям, которыми являются деформации растяжения - сжатия и сдвига. Поэтому первоначально рассмотрим описание этих элементарных деформаций. Это описание важно еще и потому, что дает хорошие наглядные представления о деформациях.
§ 3.1 Деформация растяжения (сжатия)
Если взять однородный стержень и приложить к его основаниям или к одному основанию, если другое основание закреплено, растягивающие или сжимающие силы, то стержень будет деформирован: растянут или сжат. Например, закрепим один конец стержня длиной 
[image: image4.wmf]l

, имеющего квадратное сечение и потянем за другой конец с постоянной силой. Стержень придет в новое положение равновесия с длиной 
[image: image5.wmf]1
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 (рис. 4).
Этот опыт наиболее нагляден, если взять резиновый стержень, так как в этом случае его растяжение достаточно велико и его можно увидеть без дополнительных приборов.
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Рис.4.
Такую деформацию можно охарактеризовать абсолютным удлинением
(
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(3.1)
Эта величина показывает, насколько изменилась первоначальная длина стержня. Недостаток этой характеристики деформации состоит в том, что она зависит от первоначальной длины стержня, так как стержень большей длины будет иметь большее удлинение и наоборот. Поэтому вводится понятие относительной деформации или относительного удлинения, т. е. отношение абсолютного удлинения к первоначальной длине стержня:

[image: image11.wmf]l

l

l

l

l

-

=

D

=

1

e

.



(3.2)
Формулу (3.2) легко распространить на деформацию сжатия, при которой длина стержня уменьшается. Тогда растяжению соответствует ε > 0, а сжатию – ε < 0.
Деформации при растяжении (сжатии) стержня очень просты. Мысленно вырезанный кубик при такой деформации превращается в параллелепипед.
Как уже было показано, деформация связана с возникновением упругих сил, с которыми каждая часть стержня действует на другую часть, которая с ней граничит. В случае деформации растяжения или сжатия напряжение перпендикулярно поперечному сечению стержня.
Если стержень растянут, то напряжение называют натяжением, а если стержень сжат, то напряжение называется давлением. Из этого описания следует, что натяжение и давление имеют противоположные знаки.
Опыт показывает, что при небольших деформациях напряжение пропорционально относительному удлинению или сжатию: 
σ = Eε. 



(3.3)
Этот закон называется законом Гука и, являясь приближенным, выполняется только для малых (упругих) деформаций. Для больших деформаций он не выполняется. 
В формуле (3.3) величина Е - постоянная, зависящая только от рода материала стержня, называется модулем Юнга. Из формулы (3.3) следует, что модуль Юнга численно равен напряжению, если относительная деформация стержня равна единице. Поэтому модуль Юнга показывает, при каком напряжении его первоначальная длина могла бы увеличиться вдвое. Экспериментально установлено, что такое удлинение твердого тела возможно только для весьма пластичных материалов, таких как резина, каучук и т.п. Большинство тел разрушаются при напряжениях гораздо меньших, чем модуль Юнга, а закон Гука выполняется лишь в области малых величин деформаций ε.
При описании деформаций необходимо помнить, что величина напряжения в каждом конкретном сечении деформированного тела будет зависеть от условий его деформации, а также от условий его движения или равновесия.
При растяжении изменяется не только продольный размер стержня - длина, но изменяется и его поперечный размер. При растяжении стержня поперечный размер d уменьшается до величины d1. Такое поперечное сжатие характеризуется относительным поперечным сжатием ε( :
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 (3.4)
Опытным путем установлено, что отношение относительного поперечного сжатия ε( к относительному удлинению ε приблизительно одинаково для разных деформаций одного и того же материала. Поэтому в теории упругости материал характеризуется коэффициентом Пуассона, который определяется по формуле
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(3.5)
Определить численное значение коэффициента Пуассона можно по относительному изменению объема деформированного тела. Для этого подсчитаем изменение объема деформированного стержня. В отсутствие деформации объем стержня равен:

[image: image14.wmf]2

d

V

×

=

l

.






(3.6)
Объем же деформированного стержня равен:
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(3.7)
1При выводе формулы (3.7) мы пренебрегли малыми величинами: 
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. Относительное изменение объема запишем в виде:
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(3.8)
Поскольку при растяжениях объем никогда не уменьшается, то 
0 < μ ( 1/2.   






(3.9)
Для изотропных материалов, имеющих одинаковые механические свойства по всем направлениям, коэффициент Пуассона 1/4 ( μ (1/2, в частности, для металлов μ =3/10.
§ 3.2 Деформация сдвига

Деформацию сдвига можно наблюдать в опыте с резиновым кубиком. Если закрепить, нижнее основание кубика, а к верхнему основанию приложить касательную силу F. При этом отдельные горизонтальные слои сдвигаются относительно своего первоначального положения, что и приводит к изменению формы, то есть к деформации (рис.5).
Деформация сдвига возникает только при касательных напряжениях на гранях параллелепипеда. Величина касательного напряжения ( может быть определена по формуле
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Рис.5.
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(3.10), 

где S - площадь поверхности, по касательной к которой действует деформирующая сила F.

Под действием касательных усилий прямые углы между соответствующими гранями кубика уменьшатся на малый угол. Для данной деформации можно также ввести абсолютную деформацию. Это будет смещение каждого слоя от своего первоначального положения. Однако эта величина будет зависеть от положения рассматриваемого слоя, поэтому вводится понятие относительного сдвига, который определяется тангенсом угла сдвига и для всех слоев деформированного тела будет одинаковым:
γ = tgα 



(3.11)
Величина γ зависит от угла сдвига α, который в большинстве упругих деформаций мал. Тогда можно считать, что tga = α и тогда γ = α .
Опыты показывают, что связь между относительной деформацией сдвига α и касательным напряжением ( для данного материала такая же, как и связь между относительным удлинением ε и напряжением при удлинении σ для того же материала.
В зоне упругости для деформации сдвига имеется также линейный участок, на котором выполняется закон Гука, который в данном случае имеет вид:
( = G·(,



(3.12)
где G - модуль сдвига, который, как и модуль Юнга, является характеристикой материала.
§ 4 Механические характеристики твердых тел 
Как уже отмечалось выше, при деформациях возникают внутренние напряжения, которые, в общем случае, зависят не только от деформаций, но и от скоростей, с которыми эти деформации происходят. В этом легко убедиться, если взять полимерное вещество, которое в обычных условиях растекается подобно замазке. Можно без особых усилий изменить его форму, если делать это медленно. Однако, если из этого вещества вылепить шарик, то легко обнаружить, что такой шарик обладает упругими свойствами, подскакивая после удара об пол практически на ту же высоту, с какой он был сброшен без начальной скорости. Этот опыт показывает, что напряжения, подобно силам вязкого трения, возрастают по мере увеличения скорости деформации. В ряде практически важных случаев напряжения определяются только деформациями. Замечательным свойством таких тел является способность полностью восстанавливать свою форму после снятия внешних усилий, прикладываемых к телу.
Рассмотрим, например, растяжение (или сжатие) стержня под действием силы F, приложенной перпендикулярно к торцевой грани с площадью сечения S. При последовательном возрастании нагрузки в начале деформации развиваются равномерно по длине стержня и растут пропорционально нагрузке, т.е.
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(4.1)
Величина σ=F/S называется нормальным напряжением в торцевом сечении стержня. Пропорциональность деформаций ε соответствующим напряжениям выражает закон Гука. Коэффициент пропорциональности χ называется коэффициентом удлинения и для каждого материала определяется опытным путем. Так как численные значения ε гораздо меньше σ, то χ, - весьма малая величина. Поэтому обычно вводят модуль упругости (модуль Юнга) Е =1/χ , и закон Гука окончательно записывают в виде
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(4.2)
Опыт показывает, что этот закон выполняется лишь в определённом интервале напряжений. Если растягивать стержень, последовательно увеличивая от нуля приложенную к нему силу, то каждый раз, после снятия нагрузки, деформация исчезает. Однако, при некотором напряжении σ > σу появляется заметное остаточное удлинение. Это напряжение σy называется пределом упругости. На рисунке 6 изображена зависимость деформаций от напряжений, называемая диаграммой растяжений. Следует отметить, что закон Гука выполняется только в части области - области пропорциональности, когда 0 ≤ σ ≤ σП.
При возрастании нагрузки наблюдается явление текучести, то есть рост удлинения образца при постоянной нагрузке σT, называемой пределом текучести. При этом течение материала происходит равномерно по всей длине стержня. За пределами области текучести дальнейшее удлинение стержня сопровождается увеличением напряжения σ.
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Рис.6.
Однако, деформации уже будут распределены неодинаково по длине стержня (рис. 7) - в некотором месте можно заметить образование шейки. При напряжении σM, называемом пределом прочности, в этом ослабленном сечении происходит разрыв.
[image: image25.png]



Рис.7.
То напряжение, который данный материал может выдержать на практике, не разрушаясь и не получая опасной деформации, называют допустимым напряжением и обозначают [σ]. Обычно [σ] ≤ σП и все расчеты проводят на основе закона Гука. Чтобы обеспечить прочность при всех обстоятельствах, допустимое напряжение выбирается как часть предела прочности, в частности, для металлов [σ] ≤ 0,2σM , а для дерева [σ] ≤ 0,1σM. 
Следует отметить, что наибольшие деформации, которые может выдержать материал, определяется протяжённостью области текучести. Если область текучести велика, то материал называют пластичным. Такой материал, как, например, сталь, способен выдерживать большие нагрузки без разрушения. Наоборот, если область текучести невелика, то этот материал хрупок. Хрупкие материалы, например, чугун, разрушаются при деформациях ε ( εП. Однако в ряде случаев и пластичные материалы могут разрушаться при малых деформациях ε ≈ εП (например, сталь при температуре ниже минус 45° С.) 
Аналогичными свойствами обладают деформации сдвига. В частности, в области пропорциональности связь между деформацией и касательным напряжением (рис.8) задаётся соотношением 
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(5.3)

В этом выражении στ = F/S - касательное напряжение, аналогичное введенному  выше нормальному напряжению, а G – модуль сдвига, являющийся, как и модуль Юнга, характеристикой металла 
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Рис.8.
В таблице 1 Приложения приведены характеристики упругости и прочности некоторых материалов. Из этой таблицы можно сделать два важных вывода. Во-первых, поскольку предел пропорциональности на 2-3 порядка меньше модуля упругости, то в области упругости деформации εy < 10-3 – 10-2. 
Во-вторых, просматривается связь между величиной модуля Юнга Е и модуля сдвига G - чем больше Е, тем больше и G. Это не случайно, так как между обеими величинами существует связь. Чтобы ее установить, рассмотрим растяжение малого кубика с длиной ребра dx = 
[image: image28.wmf]l

, как это показано на рисунке 8. Обратим внимание, однако, на то, что квадратная грань ABCD параллелепипеда, находящегося внутри рассматриваемого кубика, превращается при деформациях в ромбическую грань A'B'C'D'. Совершенно ясно, что параллелепипед испытывает сдвиговую деформацию, а его объем при этом практически не изменился. Величину угла сдвига α можно легко связать с деформацией удлинения ε = Δ
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 и коэффициентом Пуассона μ = ε( /ε. Из треугольника А(ОD( следует, что
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(4.4)

Поскольку β<<1, то
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(4.5)
Приравнивая правые части (4.4) и (4.5), находим 
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(4.6)
В последней формуле учтено, что εμ<<1.
Сила F, растягивающая кубик (рис. 9), создает нормальное напряжение. Это напряжение передается на грани АВ и ВС параллелепипеда, однако силы, действующие на каждую из его граней, имеют не только нормальную к грани, но и направленную вдоль грани параллельную составляющую. Касательное напряжение оказывается при этом равным:
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(4.7)
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Рис.9
Поскольку деформации ε в формуле (4.7) пропорциональны напряжениям, и, σ = 2στ , то
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(4.8)
Сравнивая последнее равенство с соотношением (5.3) и учитывая, что ( = tgα ≈ α, находим искомую связь между модулями Юнга и сдвига:
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(4.9)
В рассмотренном примере следует обратить внимание на то, что величина и направление силы, приложенной к некоторой площадке, зависит от ориентации и величины этой площадки. Так, на грань куба 
[image: image37.wmf]l
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 действует сила F , перпендикулярная к грани, в то время как на грань параллелепипеда 
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 действует сила F/2 , направленная под углом 45° к этой грани. Этот частный вывод получит далее обобщение при обсуждении способов задания сил, действующих на каждый из элементов тела.
Посмотрим, что будет происходить с тем же кубиком, если его растягивать одновременно силами, приложенными ко всем его граням. В этом случае относительные удлинения каждой из его сторон будет задаваться соотношениями:
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(4.10)
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(4.11)
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(4.12)
Формулы (4.10 - 4.12) описывают деформации кубика при его всестороннем растяжении или сжатии. Если напряжения одинаковы σ1=σ2=σ3=σ, то деформации также будут одинаковы: ε1=ε2=ε3=ε, и 
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(4.13)
В результате всесторонней деформации новый объем кубика станет равным
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(4.14)
а его относительное изменение составит величину 
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(4.15)
Параметр к называется модулем всестороннего сжатия.
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(4.16)
Он играет важную роль в теории упругости. Важно отметить, что хрупкие материалы, подвергнутые всестороннему давлению, на которое дополнительно накладывается растяжение, сжатие или сдвиг, обнаруживают значительные пластические деформации. Такие деформации играют существенную роль, например, в процессах образования рельефа земной коры: граниты и базальты, хрупкие в обычных условиях, текут под действием колоссального давления в глубинных слоях Земли. Деформации растяжения и сдвига возникают в практически важных случаях изгибов балок строительных конструкций и скручивания валов машин и механизмов.
§ 5 Деформация изгиба
§ 5.1 Изгиб балок (стержней)
Балка, т.е. стержень, испытывающий изгиб, деформируется таким образом, что первоначально прямая ось балки О1О2 становится криволинейной; эта ось называется нейтральной линией (рис. 10).
Рассмотрим изгиб балки под действием внешней силы F, пренебрегая ее весом. Все волокна, лежащие ниже этой линии, удлиняются (в них возникают растягивающие напряжения), а волокна, лежащие выше этой линии, сжимаются (в них возникают сжимающие напряжения). Между растянутыми волокнами находится нейтральный слой. При этом два первоначально параллельные сечения и находящиеся на расстоянии dx друг от друга при изгибе образуют некоторый угол dφ
Для удобства описания распределения деформаций и напряжений свяжем со стержнем систему координат с началом в некоторой точке О нейтральной линии О1О2 и осями ОХ и OY, направленными вдоль нейтральной линии и в поперечном сечении соответственно (см. рис. 14). Легко видеть, что деформации в некотором сечении х = const линейно нарастают вдоль оси ОY от s1 <0 до s2 >0. Это дает основание в соответствии с законом Гука записать распределение напряжений в виде:
σ(x,y) = k(x)·y,


 (5.1)
[image: image46.png]



Рис. 10.
где к - неизвестный коэффициент пропорциональности, меняющийся, вообще говоря, от сечения к сечению. Распределение напряжений (5.1) в произвольном сечении стержня удобно изобразить графически. Для этого в каждой точке сечения проведем перпендикулярно к нему вектор, модуль которого равен силе, действующей на площадку 
dS: df =σdS (рис.15 а), т.е.
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Рис.11.
Рассмотрим равновесие части балки, расположенной слева от сечения. Начало координат поместим в сечение, вдоль которого действует сила реакции опоры N. Предположим, что балка имеет вертикальную плоскость симметрии, как это изображено на рис.11б, и внешние силы лежат в этой плоскости. Нейтральный слой пересекает сечение балки по прямой линии n1п2 . Для равновесия этого куска балки необходимо, чтобы выполнялись следующие известные из статики условия. Во-первых, сумма всех горизонтальных сил должна быть равна нулю, т.е.
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(5.2)

Поскольку интеграл (5.2) вычисляется в поперечном сечении балки, то понятно, что нейтральная ось п1п2 , на которой лежит начало координат, должна проходить через центр масс поперечного сечения балки. Во-вторых, сумма всех вертикальных сил может быть равна нулю, если в сечении, кроме изображенных нормальных напряжений, будут действовать и касательные напряжения σ( , чтобы скомпенсировать силу реакции опоры N, т.е.
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(5.3)

В большинстве случаев касательные напряжения при изгибе малы по сравнению с нормальными напряжениями и при расчете балки на прочность не учитываются.
В-третьих, сумма моментов всех сил относительно любой точки должна быть равна нулю. Если в качестве такой точки выбрать центр масс рассматриваемого сечения, то это условие запишется в виде:
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(5.4)
Если подставить сюда распределение напряжений (6.1), в котором коэффициент пропорциональности
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(у2 - расстояние между нейтральным слоем и наиболее растянутым нижним волокном), то мы приходим к условию:
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(5.5)
где
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(5.6)
- момент инерции поперечного сечения относительно центральной оси п1п2 , M(x)=N·x - момент силы реакции. Отношение J/y2- зависит от размеров и формы сечения и называется осевым моментом сопротивления:
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(5.7)
Теперь уравнение (5.5) можно представить в виде:
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(5.8)
Для расчета прочности балок необходимо знать распределение напряжений σ, возникающих при известных моментах внешних сил. Оно может быть получено из формулы (5.5):
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(5.9)

Моменты инерции прямоугольного и круглого поперечных сечений равны:
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(5.10)

Соответствующие им осевые моменты сопротивления имеют вид:
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(5.11)
Геометрические параметры представлены на рисунке 12.
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Рис.12.
§ 5.2 Физическая и математическая модели
Рассмотрим изгиб однородного бруса (балки) произвольного сечения, которое, однако, не меняется по всей длине бруса. Пусть до деформации брус имел прямоугольную форму. Проведя сечения АВ и А'В', нормальные к оси бруса, мысленно выделим из него бесконечно малый элемент АBВ'А' (рис. 13а), длину которого обозначим 
[image: image60.wmf]0
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Считаем, что в результате прогиба прямые АА', ВВ', NN' и все прямые, им параллельные, перейдут в окружности с центрами, лежащими на оси, перпендикулярной к плоскости (рис .13б). Эта ось называется осью изгиба.
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Рис. 13.
Наружные волокна, лежащие выше линии NN', при изгибе удлиняются, а волокна, лежащие ниже ее - укорачиваются. При этом длина линии NN' остается неизменной. Эту линию называют нейтральной. Проходящее через нее сечение (недеформированного) бруса, перпендикулярное к плоскости (рис. 17а), называют нейтральным сечением. Относительно него все верхние волокна балки натянуты, а нижние - сжаты.
Пусть R - радиус кривизны нейтральной линии NN' . Тогда

[image: image62.wmf]l

о=R·α,
(5.12)
где α - центральный угол, опирающийся на дугу NN' . Рассмотрим волокно бруса, лежащее на расстоянии ξ от нейтрального сечения; (ξ имеет положительное значение для верхних относительно нейтрального сечения волокон и отрицательное значение - для нижних слоев). Если брус не слишком толст ((ξ(<<R), то длина рассматриваемого волокна 
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(5.13)
а его удлинение
(
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(5.14)
Следовательно, натяжение, действующее вдоль рассматриваемого волокна,
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(5.15)
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(5.16)
Таким образом, натяжение линейно меняется с расстоянием ξ. Ниже нейтрального сечения оно отрицательно, т.е. является давлением. Сумма сил натяжения и растяжения, действующих в сечении АВ, может быть и отличным от нуля. Однако в этом случае на изгиб бруса будет накладываться растяжение или сжатие его, одинаковое для всех волокон. Оно может быть учтено особо и исключено из рассмотрения, когда речь идет об изгибе в чистом виде. Поэтому мы будем считать, что сумма всех сил натяжения, действующих в каждом нормальном сечении бруса, равна нулю, т.е. 
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Интегрирование ведется по всему поперечному сечению бруса. Отсюда видно, что нейтральная линия и нейтральное сечение проходят через центр тяжести поперечного сечения бруса. Из соотношения 
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 следует, что момент сил напряжения Mσ , действующих на сечении АВ, не зависят от того, относительно какой оси он берется. Для вычисления Mσ проще всего взять ось, перпендикулярную к плоскости рисунка и проходящую через точку N. Очевидно, что
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(5.19)

Величина I называется моментом инерции поперечного сечения бруса по аналогии с соответствующей величиной, вводимой при рассмотрении вращения тела вокруг неподвижной оси. Однако в отличие от последней величины, имеющей размерность массы, умноженной на квадрат длины, I -чисто геометрическая величина с размерностью четвертой степени длины.
Для определения момента инерции поперечного сечения можно воспользоваться известными формулами для моментов инерции, если в формуле момента инерции вместо значения массы т поставить величину площади S.
Если поперечное сечение бруса имеет форму прямоугольника с шириной а и высотой b в, то момент инерции поперечного сечения будет равен:
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(5.20)
Для кругового поперечного сечения радиуса r момент инерции поперечного сечения будет равен:
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(5.21)
Для цилиндрической трубы с внутренним диаметром r1, и с наружным диаметром r2 момент инерции поперечного сечения будет равен:
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(5.22)
Направим ось ОХ вдоль нейтральной линии недеформированного бруса. Ось ОY направим перпендикулярно к ней и расположим в плоскости изгиба. Тогда уравнение нейтральной линии изогнутого бруса можно представить в виде у = у(х). По известной формуле радиуса кривизны кривой имеем
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(5.23)
Если изгиб мал, то есть у'<<1, квадратом производной можно пренебречь и тогда уравнение упрощается:
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(5.24)
Вырежем произвольную (конечную и бесконечно малую) часть бруса, мысленно проведя в нем два нормальных сечения. В состоянии равновесия момент упругих сил напряжения, действующих на торцах вырезанной части, должен быть уравновешен противоположно направленными моментами всех прочих внешних сил, действующих на рассматриваемую часть бруса. Это условие позволяет решать задачи на изгиб, если для этой деформации выполняется закон Гука.
§ 6 Деформация кручения
Деформации сдвига возникают при скручивании, например, валов машин и механизмов, когда посредством вала передается вращательное усилие от одной части механизма к другой.
Если, например, нижнее основание вала изготовленного в виде круглого стержня радиуса R и длины 
[image: image79.wmf]l

, закрепить, а к верхнему основанию приложить закручивающий момент внешних сил M, то вал деформируется. На рисунке 14 изображен деформированный вал и деформация сдвига элементарного объема.
Очевидно, что угол α зависит от удаления этого объема от оси вала. Касательные напряжения στ , ответственные за эти деформации, создают в сечении момент внешних сил, который можно вычислить по формуле:
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Здесь учтено, что площадь элементарного кольца радиуса r и шириной dr равна 
dS = 2·π r dr. Будем рассматривать малую деформацию кручения, тогда касательное напряжение στ подчиняется закону Гука, который в данном случае имеет вид
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(6.2)

где G – модуль сдвига, а γ(r) – относительная деформация кручения, которая зависит от точки относительно оси, которая служит осью закручивания. Подставим эту формулу в последнее выражение и получим формулу для момента упругих сил, возникающих при закручивании стержня:
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(6.3)
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Рис. 14.
Из условия равновесия части вала, находящейся выше рассматриваемого сечения, следует, что
M
[image: image85.wmf]UPR

 = M.

Здесь М
[image: image86.wmf]UPR

 не зависит от выбора сечения вала.
При малых деформациях зависимость у(r) должна быть линейной функцией расстояния r, т.е. y(r) = k·r, где неизвестный коэффициент пропорциональности k может быть определен из условия равновесия:
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(6.4)

Если проинтегрировать последнее выражение, то получим: (π·G·k·R4 )/ 2·= M, откуда найдем коэффициент k: k=2·M/(π·G·R4 ). Таким образом, сдвиговые деформации γ = (r) равны:

[image: image88.wmf](

)

r

R

G

M

r

×

×

×

×

=

4

2

p

g

 .



(6.5)
Они пропорциональны моменту внешних сил и обратно пропорциональны четвертой степени радиуса R. Из последнего соотношения легко подсчитать угол кручения 
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, на который повернется верхнее основание стержня относительно нижнего. Из очевидного геометрического равенства имеем:
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(6.6)

Подставим в эту формулу значение у (r) и найдем угол кручения (
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(6.7)

Последняя формула представляет собой закон Гука для деформации кручения. Тогда по аналогии с другими деформациями величина коэффициент перед моментом внешних сил M называется модулем кручения. Тогда модуль кручения определяется формулой:
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(6.8)

Модуль кручения D зависит от размеров вала и модуля сдвига материала, из которого вал изготовлен. Для создания жестких валов необходимо увеличить диаметр и сокращать длину. Для экономии материала валы часто делают пустотелыми, обеспечивая при этом высокую жесткость вала.
В ряде случаев, наоборот, используют валы, изготовленные в виде тонких нитей, как, например нити подвеса крутильных весов, использованных Кулоном в опытах по исследованию электростатического взаимодействия и П.Н. Лебедевым - в опытах по измерению давления света. В этих опытах тонкие кварцевые нити закручивались на заметные углы при действии ничтожно малых моментов сил, обеспечивали высокую чувствительность крутильных весов.
Отметим, что на практике различные строительные конструкции (балки, фермы и др.) часто должны обладать достаточной сопротивляемостью, как к изгибу, так и к кручению. Примерами таких конструкций могут служить железнодорожный рельс, балка двутаврового сечения, швеллер и др.
§ 7 Устойчивость упругого равновесия
Зная упругие свойства тел, мы всегда можем рассчитывать деформации под действием заданных сил. Такие расчеты производятся в курсе теоретической физики. Их основная идея сводится к следующему.
Под действием внешних сил в теле возникают упругие напряжения. Эти напряжения действуют на элементарный объем через поверхности, его ограничивающие. На рисунке 15 изображена одна нормальная f11 и две тангенциальные силы f21 и f31, действующие на заштрихованную грань кубика.
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Рис. 15.
Их модули можно найти по определению через величины упругих напряжений и соответствующие площади:
f11=σ11·dS1
f21=σ21 dS1



(7.1)
f31=σ31·dS1

В этих формулах индексы указывают на то, что силы приложены к площадке, перпендикулярной оси ОХ1, и действуют в направлении оси ОХ1, а также в направлении осей ОХ2 и ОХ3. Здесь σ11, - нормальное напряжение, σ21 и σ31·- соответствующие тангенциальные напряжения.
Аналогично, но с другими индексами, записываются модули сил, приложенных к площадкам dS2 и dS3.
Полная сила, действующая на выделенный объем, зависит как от ориентации площадок, ограничивающий этот объем, так и от внутренних напряжений в той области, где находится рассматриваемый объем.
Эти напряжения описываются совокупностью девяти величин σi,ki, где i,k = 1,2,3, которые составляют тензор напряжений. В упругих телах деформации пропорциональны соответствующим напряжениям.
Таким образом, сложные деформации упругих тел описываются системой линейных дифференциальных уравнений, связывающих компоненты тензора деформаций и тензора напряжений. Материальные свойства изотропных сред представлены, как правило, коэффициентом Пуассона μ и модулем всестороннего сжатия. Анализ такой системы уравнений не только позволяет рассчитать деформацию тел, но и ответить на вопрос, устойчивы эти деформации или нет.
В качестве примера рассмотрим задачу о потере устойчивости стержня при его продольном сжатии силой F (рис. 16).
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Рис.16.
При малых сжимающих силах стойка находится в устойчивом равновесии, так как при малом случайном отклонении от вертикали стойка, тем не менее, довольно быстро возвращается в исходное вертикальное положение. С увеличением нагрузки случайные отклонения исчезают медленнее. Если F = Fkp, наступает состояние безразличного равновесия: прямолинейная форма еще устойчива. Но устойчивым будет и изогнутое состояние стержня (пунктир на рисунке 16 б).
Такое раздвоение в равновесии, характеризующееся его различными формами, называется бифуркацией. Новая криволинейная форма равновесия при условии, что F>Fkp, будет устойчивой. Однако в этом случае в стойке возникают недопустимо большие изгибы и напряжения.
Задача о выпучивании стержня при продольном сжатии была решена в 18 - м веке выдающимся математиком Леонардом Эйлером. Рассчитаем, следуя Эйлеру, критические силы Fkp и форму изогнутого стержня, когда последний шарнирно закреплен за оба конца (рис. 17). Форма изогнутого стержня и = и(х) может быть получена из уравнения (5.24), в котором вместо координаты у введена величина и = и (x), а вместо момента поперечной силы Мσ для произвольного сечения х = const следует записать момент сдавливающей силы в виде М = F и. Тогда уравнение (5.24) запишем в виде
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(7.2)

Если обозначить q2 = F/(E·J) и обратить внимание на то, что уравнение (7.2) аналогично уравнению гармонических колебаний, то можно записать
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(7.3)
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Рис.17.
Из граничных условий u(0) = 0 следует, что φ = 0. Из другого граничного условия u(l)=0 следует:
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(7.4)

Каждому значению qn соответствует своя конфигурация изогнутого стержня, представляющего собой синусоиду, имеющую п полуволн. Эти конфигурации возникают при соответствующих значениях сил, равных
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(7.5)

Если п = 1, то формула (7.5) дает значение критической силы:
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(7.6)
Эта формула была получена Эйлером и носит его имя.
Другие искривленные формы равновесия, когда п = 2,3,4,  являются неустойчивыми, однако они могут быть реализованы, если стержень дополнительно закрепить шарнирными опорами в сечениях, в которых и = 0 (рис. 17 в).
Полученный результат имеет большое практическое значение. В силу неустойчивости стержней при их сжатии толкающие рычаги и штоки машин делают по возможности короче и большого сечения, в то время как тянущие штоки, имеющие большой запас прочности на разрыв, могут быть и не очень толстыми. По аналогии легко понять, что герметичные емкости, испытывающие нагрузку на разрыв (например, паровые котлы) делают более тонкостенными, чем емкости, подверженные сжатию (оболочки батискафов, подводных лодок и пр.).
§ 8 Энергия упругих деформаций.
При деформации внешние силы совершают работу. Эта работа в общем случае идет на увеличение потенциальной энергии, на нагревание тела. Так, например, если мы будем пытаться переломить проволоку, то место ее многократного изгиба может сильно нагреться, прежде чем проволока переломится.
В реальных телах возникающие внутренние напряжения зависят не только от величины деформаций, но и от скорости их возникновения. Поэтому работа против таких сил, называемых силами внутреннего трения, идет на нагревание тела. С этими силами и связаны пластические деформации, когда не выполняется закон Гука, и существуют остаточные деформации при прекращении внешнего воздействия.
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Рис.18.
Вычислим работу, затрачиваемую на малую деформацию элемента объема тела.
При растяжении предварительно уже деформированного кубика (рис. 18) на величину dx элементарная работа определяется формулой:
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(8.1)

В формуле (8.1) учтено, что 
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Поскольку, как следует из рисунка 19, σ(ε) – нелинейная функция деформаций, то полная работа, затрачиваемая на приведение тела в деформированное состояние, равна
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Рис. 19.
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(8.2)

По аналогии, работа при сдвиге задается интегралом вида: 
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(8.3)
На диаграмме (рис. 20) работа Aε численно равна площади под интегральной кривой. Опыт, однако, показывает, что если деформации выйдут за область упругости, то при снятии внешних нагрузок в теле будут существовать остаточные деформации εост.(рис. 20). σ-хSx.
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Рис. 20
Чтобы их устранить, надо приложить сжимающую силу, σ < 0. Такое неоднозначное поведение деформации в зависимости от приложенных напряжений носит название упругого гистерезиса. При периодически повторяющихся деформациях диаграмма σ(ε) будет иметь вид замкнутой кривой, которая называется петлей гистерезиса. Площадь этой петли, очевидно, в соответствии с законом сохранения энергии, равно количеству тепла, идущего на нагревание тела. Когда деформации не выходят за пределы линейного участка σ(ε) гистерезис отсутствует. На практике детали механизмов, испытывающие многократные, периодически повторяющиеся деформации, делают из материалов с большой величиной предела пропорциональности σП. Так, например, для закаленной пружинной стали σП =75000 Н/см2 . По этой причине, например, пружины клапанов двигателей делают из закаленной стали.
На линейном участке, где σ=E·ε, σ(=G·γ, интегралы (8.2) и (8.3) легко вычисляются:
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(8.4)
В этом случае работа затрачивается только на увеличение потенциальной энергии упругой деформации. В единице объема деформируемого тела запасается энергия
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(8.5)

Величины wε и wγ носят название объемных плотностей энергии деформации растяжения и сдвига соответственно. Они играют определяющую роль при подсчете количества энергии, переносимой акустической волной в сплошных средах.
Описание лабораторных работ по изучению упругих деформаций статическими методами
Все лабораторные работы по изучению малой деформации делятся на две основные группы. Первая группа лабораторных работ основана на статических методах исследования деформации. В этих лабораторных работах изучается равновесие деформированного тела, измеряется величина деформации, например, стрела прогиба и по ее значению определяется модуль Юнга, модуль сдвига и другие механические характеристики.
Вторая группа лабораторных работ основана на динамических проявлениях малых деформаций. Чаще всего используется то, что малые деформации вызывают свободные гармонические колебания. Как известно, в формулу периода гармонических колебаний входят упругие характеристики, например, коэффициент жесткости, модуль кручения. 

В данной работе приведены методы исследования деформаций, основанных на статических проявлениях упругих деформаций при изгибе однородных балок (стержней). 
Стрела прогиба балки, измеряемая с помощью стрелочного индикатора, во всех экспериментах зависит от модуля упругости материала, профиля ее поперечного сечения, расстояния между опорами и величины действующей нагрузки. Цена деления шкалы индикатора указывается на его шкале. Для стержня из дерева при массе грузов 50-200г можно получить стрелу прогиба 0,150-0,200 мм. Для стального стержня при массе грузов 2-4 кг стрела прогиба может быть 0,120-0,150 мм. Величину погрешности измерения стрелы прогиба следует принять равной цене деления индикатора (например - 0,01мм).
Техника безопасности

1. Перед выполнением каждой работы проверить прочность закрепления и правильность установки стержня и индикатора.
2. В процессе выполнения работы следить за тем, чтобы грузы не соскальзывали со стержня.

3. По окончании работы сразу снять грузы со стержня и убрать индикатор.
Лабораторная работа №1 
Определение модуля Юнга в случае незакрепленной балки 
при действии краевых нагрузок 
Цель работы: Исследование формы балки свободно лежащей на двух опорах под действием одинаковых сил, приложенных к концам балки и определение модуля Юнга материала. 
Приборы и оборудование: Укрепленные на стене опорные призмы, штангенциркуль, линейка, набор грузов, исследуемые стержни круглой или прямоугольной формы из стали, латуни, дерева или другого материала (выбор по заданию преподавателя), индикатор.

Теория вопроса
В основе данной лабораторной работы лежит решение следующая задача: 
Определить форму однородной балки АВ в состоянии равновесия, если она свободно опирается на две симметрично расположенные опоры С и D рис.(21) и к торцам балки приложены одинаково направленные силы, намного превышающие по величине вес самой балки.
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Рис.21.
Из соображения симметрии ясно, что в равновесии опоры С и D будут давить на стержень с одинаковыми силами F1, и F2, каждая из которых равна F. Проведем в стержне нормальное сечение через произвольно расположенную точку О. Достаточно рассмотреть равновесие одной из частей стержня, например, части ОB. Упругие напряжения в сечении О создают вращающий момент Мσ, определяемый выражением:
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Пара сил F1 и F2 создают противоположно направленный момент M=F·a, где 
а - расстояние между линиями действия сил F1 и F. Как и Мσ, момент М не зависит от положения точки О. Он одинаков вдоль всего стержня.
Уравнение равновесия стержня имеет вид:
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(2)

Отсюда находим радиус кривизны кривой
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(3)

Из последней формулы следует, что R - (радиус кривизны) одинаков во всех точках нейтральной линии стержня. Следовательно, в состоянии равновесия стержень будет иметь форму дуги окружности, как это изображено на рис. 25 пунктирными линиями.
Выполним построение для дуги СД, хорда которой приблизительно равна расстоянию между опорами С и Д, т.е. отрезку 
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(рис.22). Отрезок ВЕ равен стреле балки прогиба (. 

[image: image257.png]



Рис.22
Для подобных треугольников (CEG и (CDE справедливо соотношение 
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, из которого, с учетом малости величины (2 по сравнению с радиусом R, получим 2R( = 
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(4)
Выполнение работы
1. Провести исследование в соответствии с заданием преподавателя. 

2. Установить стержень на опоры в соответствии с рисунком 21.
3. Ha края стержня подвешивать грузы равной массы. 

4. Для каждой пары грузов измерить стрелу прогиба стержня ( и расстояние между опорами 
[image: image118.wmf]l

 не менее трех раз. 
5. По результатам измерения стрелы прогиба рассчитать радиус кривизны стержня по формуле R = 
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6. Рассчитать модуль Юнга материала стержня по формуле 
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, где момент инерции поперечного сечения вычисляется по формулам: (5.20) - для прямоугольного бруса (шириной с и высотой b) 
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7. Свои результаты измерений и вычислений занести в таблицы 1,2.
8. Оценить погрешность измерений модуля Юнга по приблизительным формулам
для стержня цилиндрической формы:
для стержня прямоугольной формы:
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9. Записать результат: E = <E> ± (E, где (E = ε·<E>; ε=  α (.
10. Сравнить экспериментальное значение модуля Юнга с его табличным значением.

Таблица1 Измерение стрелы прогиба и определение модуля Юнга
	№/№    
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Таблица 2  Геометрические размеры стержня прямоугольной формы
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Для стержня цилиндрической формы в таблице 2 оставить только четыре столбца, причем ширину стержня а заменить диаметром стержня d.
Лабораторная работа №2 
Определение модуля Юнга в случае незакрепленной балки 

при действии сосредоточенной нагрузки
Цель работы: Исследование прогиба стержня свободно лежащего на двух опорах под действием сосредоточенной изгибающей силы и определение модуля Юнга материала стержня. 
Приборы и оборудование: Укрепленные на стене опорные призмы, штангенциркуль, линейка, набор грузов, исследуемые стержни круглой или прямоугольной формы из стали, латуни, дерева или другого материала (выбор по заданию преподавателя), индикатор.

Теория вопроса
В основе данной лабораторной работы лежит решение следующей задачи: 
Определить стрелу прогиба центра стержня, свободно лежащего на двух опорах, если к его середине О приложена сосредоточенная сила F, направленная вниз (рис.23). Вес балки можно не учитывать.
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Рис.23 
Вследствие симметрии сила F распределяется между опорами поровну. Поместим начало координат в точку А нейтральной линии, расположенную над левой опорой. Отсечем мысленно слева часть балки. Для этого проведем нормальное сечение через произвольную точку С (х) с координатой х. Эта точка расположена левее центра, то есть левее точки О. Тогда x <
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 - длина балки.
Справа на отсеченную часть балки будет действовать сила F/2, направленная вниз. Момент внешних сил, действующих на отсеченную часть, равен
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Уравнение равновесия балки принимает вид:
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(2)

В данном случае ось OY направлена вниз, т.е. в сторону выпуклости балки. Производная у" отрицательна. По этой причине правая часть уравнения взята со знаком минус. Интегрируя полученное уравнение и учитывая, что y' = 0, если х = 
[image: image136.wmf]l

/2, так как функция у(х) в этой точке имеет минимум. Кроме того, из условий задачи следует, что у = 0, если х = 0. При этих условиях найдем у(х), а затем стрелу прогиба.
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Для того чтобы найти С1, воспользуемся условиями задачи, согласно которым y(=0, если x = 
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/2.
Подставим эти условия в последнюю формулу:
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Подставляем эту величину в формулу для первой производной:
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(3)
Теперь, чтобы найти у (х), проинтегрируем последнее выражение:
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Чтобы найти значение постоянной интегрирования С2, воспользуемся начальными условиями: если х = 0, то у = 0.
Подставляем эти условия в последнюю формулу и получаем, что С2 = 0. Подставляем значение С2 в последнюю формулу и получаем выражение функции y =y (x).
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Подставляя в эту формулу значение x = 
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/2, найдем стрелу прогиба:
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(5)
Этот результат можно также получить из формулы (2). Действительно, в точке О касательная к нейтральной линии изогнутой балки горизонтальна. Если мысленно разрезать балку нормальным сечением, проведенным через О', на две равные части, то каждая половина будет эквивалентна балке, жестко закрепленной одним концом в точке О' и подверженной на свободном конце действию сосредоточенной силы F/2, направленной вверх. Следовательно, стрела прогиба центра балки найдется из формулы, приведенной в предыдущей работе
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если в ней сделать замену силы F на силу F/2, а величину 
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 на величину 
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/2. Это дает следующее значение стрелы прогиба:
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(6)
Этот результат совпадает с результатом (5).
Для бруса, имеющего форму прямоугольника с шириной а и высотой b, момент инерции поперечного сечения бруса вычисляется по формуле (5.20):
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Тогда 
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, откуда модуль Юнга 
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Для бруса, имеющего цилиндрическую форму радиуса r, момент инерции поперечного сечения вычисляется по формуле (5.21):
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Тогда 
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и модуль Юнга 
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Выполнение работы.
1. Провести исследование в соответствии с заданием преподавателя. 

2. Установить стержень на опоры в соответствии с рисунком 23.

3. Ha середину стержня последовательно подвешивать грузы разной массы. 

4. Для каждой подвешенной массы измерить стрелу прогиба.
5. Построить график зависимости стрелы прогиба от силы тяжести груза λ = λ(mg).
6.
По графику определить (по углу наклона α) жесткость балки k = tgα.
или рассчитать по формуле:
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7.
По формуле для определения модуля упругости рассчитать его численное значение:

для стержня прямоугольной формы:
 для стержня цилиндрической формы:
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8. Свои результаты измерений и вычислений занести в таблицы 1,2.
9.
Оценить погрешность измерений по формуле:
для стержня цилиндрической формы:
для стержня прямоугольной формы:
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10.
Записать результат: E = <E> ± (E, где (E = ε·<E>; ε=  α (.
11.
Сравнить полученный результат с табличным значением.

Таблица1 Измерение стрелы прогиба и определение модуля Юнга
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Таблица 2  Геометрические размеры стержня прямоугольной формы
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Для стержня цилиндрической формы в таблице 2 оставить четыре столбца, а ширину стержня а, заменить диаметром стержня d. 
Лабораторная работа №3
Определение модуля Юнга для балки с двухсторонним

жестким закреплением под действием сосредоточенной нагрузки
Цель работы: Исследование прогиба жестко закрепленной с двух сторон однородной балки под действием сосредоточенной изгибающей силы и определение модуля Юнга материала стержня. 
Приборы и оборудование: Укрепленные на стене опорные призмы, штангенциркуль, линейка, набор грузов, исследуемые стержни круглой или прямоугольной формы из стали, латуни, дерева или другого материала (выбор по заданию преподавателя), индикатор.

Теория вопроса
В основе данной лабораторной работы лежит решение следующей задачи: 
Определить стрелу прогиба центра однородной балки с жестко закрепленными концами под действием сосредоточенной силы F, приложенной к ее середине (рис. 28), без учета веса балки.
Решение этой задачи можно начинать с анализа результата предыдущей задачи. Когда балка свободно лежала на двух опорах (рис. 23), влияние последних сводилась к силам F/2, с которыми точечные опоры давили на балку. 
В случае балки с жестко закрепленными концами векторная сумма сил реакции опоры, действующих на какой-либо конец балки, по-прежнему равна F/2. Но помимо этой силы реакции возникает вращающий момент M, действующий на балку. Поэтому уравнение равновесия надо записать в виде:

Рис. 24.
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(1)

Вращательный момент M неизвестен и подлежит определению. Уравнение (1) нужно решить при условиях:
1) у = 0, если х = 0, так как эта точка выбрана за начало осей координат системы отсчета;
2) у' = 0, если x = 0, так как функция у =у (х)  в этой точке принимает экстремальное значение;
3) у' = 0, если х = 
[image: image170.wmf]l

/2, так как функция у =у (х) в этой точке также принимает экстремальное значение.
Перепишем уравнение (1) в удобном для его решения виде:
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Проинтегрируем последнее выражение и тогда найдем первую производную от искомой функции

[image: image172.wmf]1

2

4

2

C

x

I

E

M

x

I

E

F

dx

I

E

M

xdx

I

E

F

y

+

×

×

+

×

×

×

-

=

×

+

×

×

-

=

¢

ò

ò

.
Используем второе из названных выше начальных условий и найдем, что значение C1=0. Тогда первая производная от искомой функции имеет вид:
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(2)

Использование третьего начального условия позволяет определить момент сил M:

[image: image175.wmf]I

E

M

I

E

F

×

×

×

+

×

×

×

-

=

2

16

0

2

l

l


Тогда значение момента сил M связано с силой F и длиной балки 
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 формулой
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Теперь проинтегрируем первую производную и найдем функцию y = y (x)
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Подставляем в последнюю формулу найденное выше значение момента сил M и тогда получим:
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Значение постоянной интегрирования С2 находим из первого начального условия и получаем, что С2=0.
Если в последнюю формулу подставить значение х = 
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/2, то получим стрелу прогиба при деформации изгиба в указанной задаче:
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(3)
Выполнение работы.
1.
Провести исследование в соответствии с заданием преподавателя. 

2.
Ha середину жестко закрепленного с обоих концов стержня (рис.24) последовательно подвешивать грузы разной массы. 

3.
Для каждой подвешенной массы измерить стрелу прогиба.
4.
Построить график зависимости стрелы прогиба от силы тяжести груза λ = λ(mg).
5.
По графику определить (по углу наклона α) жесткость балки k = tgα.
или рассчитать по формуле:
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6.
По формуле для определения модуля упругости рассчитать его численное значение:

для стержня прямоугольной формы:
 для стержня цилиндрической формы:
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7.
Свои результаты измерений и вычислений занести в таблицы1,2.
8.
Оценить погрешность измерений по формуле:
для стержня цилиндрической формы:
для стержня прямоугольной формы:
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9.
Записать результат: E = <E> ± (E, где (E = ε·<E>; ε=  α (.
10.
Сравнить полученный результат с табличным значением.

Таблица1 Измерение стрелы прогиба и определение модуля Юга
	№/№
	m,
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Таблица 2  Геометрические размеры стержня прямоугольной формы
	
[image: image191.wmf]l

,см
	(
[image: image192.wmf]l

,см
	a,см
	(a,см
	b,см
	(b,см

	
	
	
	
	
	


Для стержня цилиндрической формы в таблице 2 оставить четыре столбца, а ширину стержня а, заменить диаметром стержня d. 
Лабораторная работа №4
Определение модуля Юнга в случае

одностороннего закрепления балки
Цель работы: Исследование изгибания балки закрепленной с одного конца и определение модуля Юнга материала балки.
Приборы и оборудование: Укрепленные на стене опорные призмы, штангенциркуль, линейка, набор грузов, исследуемые стержни из стали, латуни, дерева или другого материала круглой или прямоугольной формы в их поперечном сечении (выбор по заданию преподавателя), индикатор.

Теория вопроса
В основе данной лабораторной работе лежит решение следующей задачи. 
Определить стрелу прогиба балки, жестко закрепленной одним из своих концов, под действием сосредоточенной силы приложенной к свободному концу балки и определить модуль Юнга материала балки. 
Решение задачи выполним поэтапно. На первом шаге рассмотрим изгиб балки без учета собственного веса стержня (рис.25). 


Рис.25
Поместим начало координат в точку О, в которой нейтральная линия балки пересекается с плоскостью стены. Через произвольную точку В(х) с координатой х = ОВ проведем нормальное сечение. Для равновесия необходимо, чтобы сила F1, действующая на часть BА со стороны части ОB, была направлена вверх и равнялась F. Вместе с силой F она образует пару сил с моментом равным
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где 
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 - длина балки.
Считая, что изгиб мал, момент сил напряжения принимаем приближенно равным величине
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Это приводит к следующему уравнению равновесия:
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(3)
Здесь ось OY направлена в сторону вогнутости, т.е. вниз. При этом условии вторая производная у", будет иметь положительный знак. Тогда обе части последнего соотношения имеют одинаковые знаки.
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(4)

Полученное дифференциальное уравнение решается последовательным интегрированием. Интегрируя это уравнение первый раз, получаем:
.
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Постоянная интегрирования С1 = 0, так как если x = 0, т.е. в точке О, касательная к нейтральной линии горизонтальна. Интегрируя вторично и учитывая, что в точке О (т.е. если х = 0) у = 0, найдем у = у (х):
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Таким образом, зависимость смещения точек при изгибе зависят от расстояния от точки закрепления в соответствии с уравнением:
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(5).
Полагая, что здесь 
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, находим стрелу прогиба (стрелой прогиба называют смещение свободного конца балки под действием сосредоточенной силы F (рис.30):
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(6).

Величина I, называемая моментом инерции поперечного сечения бруса.

Для поперечного сечения бруса, имеющего форму прямоугольника с шириной а и высотой b, момент инерции поперечного сечения вычисляется по формуле (5.20):
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Для цилиндрического бруса радиуса r момент инерции поперечного сечения вычисляется по формуле (5.21):
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тогда 
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Как видно из расчетных формул стрела прогиба балки зависит от модуля упругости материала, расстояния между опорами и профиля поперечного сечения балки.
Исследование зависимости λ = λ(F), а затем и определение модуля Юнга по соответствующей формуле и является целью данной работы.
Выполнение работы.
1. Провести исследование в соответствии с заданием преподавателя. 

2. Ha край жестко закрепленного с одной стороны стержня последовательно подвешивать грузы разной массы (рис.25). 

3. Для каждой подвешенной массы измерить стрелу прогиба.
4. Построить график зависимости стрелы прогиба от силы тяжести груза λ = λ(mg).
5. По графику по углу наклона α определить жесткость балки k = tgα.
или рассчитать по формуле:
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6. По формуле для определения модуля упругости рассчитать его численное значение:

для стержня прямоугольной формы:
 для стержня цилиндрической формы:
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7. Свои результаты измерений и вычислений занести в таблицу 1,2.
8.
Оценить погрешность измерений по формуле:
для стержня цилиндрической формы:
   для стержня прямоугольной формы:
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9.
Записать результат: E = <E> ± (E, где (E = ε·<E>; ε=  α (.
10.
Сравнить полученный результат с табличным значением.

Таблица1 Измерение стрелы прогиба и определение модуля упругости
	№/№
	m,
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Таблица 1  Геометрические размеры стержня прямоугольной формы
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Для стержня цилиндрической формы в таблице 2 оставить только четыре столбца, а ширину стержня а заменить диаметром стержня d.
На следующем этапе рассмотрим изгиб стержня только за счет собственного веса (рис.26). Для равновесия стержня необходимо, чтобы стена действовала на конец балки в точке О с силой, направленной вверх и равной ее весу Р. Проведем нормальное сечение через точку В(х) нейтральной линии с координатой ОВ=х. Ось ОХ направлена горизонтально.
При решении этой задачи мы будем исходить не из условия равновесия части балки ВА, а условием равновесия другой части балки, ОB. Пусть упругая сила F, действует на правый конец рассматриваемой части балки ОВ со стороны части ВА.
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Рис.26.
Вес части ОВ равен 
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Из этого условия найдем упругую силу F в зависимости от координаты х:
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(2)

На выделенный элемент балки dξ; действует сила тяжести 
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(3)
Момент М1 всех вертикальных сил, действующих на часть балки ОB, не зависит от положения оси, относительно которой он берется, так как балка находится в состоянии равновесия. Возьмем в качестве таковой ось, проходящую через точку О, которая совпадает с концом балки. Тогда для момента сил получим выражение:
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(4)

В последней формуле отрицательный знак появляется в связи с заменой силы Р на силу F, которые равны по величине, но противоположны по направлению.
Кроме того, в формулу момента сил надо добавить еще момент горизонтальных сил упругих напряжений, действующих на закрепленный конец О. Обозначая этот момент М2, для полного момента сил, действующих на часть ОВ, можем записать
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(5)
Момент горизонтальных упругих напряжений М2 можно найти из условий равновесия всей балки ОА. На ее свободном конце не действуют никакие силы и упругие напряжения. Поэтому, полагая в последней формуле х = 
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, мы найдем полный момент сил, действующих на всю балку. В состоянии равновесия балки этот момент должен быть равным нулю, т.е.
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Отсюда находим значение М2 : 
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Подставив это значение в формулу для полного момента, получим:
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(7)

Теперь уравнение равновесия части балки ОB принимает вид:
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(8)

Решаем это дифференциальное уравнение при следующих условиях:
1) y = 0, если х = 0, так как эта точка принята за начало отсчета системы координат;
2) у' = 0, если х = 0, так как в этой точке функция принимает экстремальное значение.
Запишем дифференциальное уравнение равновесия балки в удобном для интегрирования виде:
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(9)
Теперь проинтегрируем это выражение и найдем первую производную от искомой функции: 
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Используя начальные условия, найдем, что С1 = 0. Тогда получаем формулу для первой производной от искомой функции:
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Проинтегрируем последнее выражение и получим искомую функцию:
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Из первого начального условия получаем, что значение постоянной интегрирования С2 равно нулю: С2=0. Тогда функция у (х) имеет вид:
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Подставляя в это выражение х = 
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, находим стрелу прогиба свободного конца балки
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     (12)
Во многих практических случаях необходимо учитывать совместное действие внешней силы F и силы тяжести стержня Р. Применение принципа суперпозиции позволяет результирующую стрелу прогиба определить как сумму стрел прогиба получающихся при раздельном и независимом действии сил F и Р:
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     (13)
Этот результат справедлив для любых малых деформаций, а не только для деформации изгиба, так как он непосредственно следует из принципа суперпозиции.
Из последней формулы модуль Юнга можно определить по формуле:
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     (14)
где m и mCT  массы груза и стержня, соответственно.
Порядок выполнения работы в этом случае повторяет порядок выполнения работы на первом этапе, но с учетом силы тяжести самого стержня P = mCT ·g. Результаты измерений и расчетов занести в таблицу 3.
Таблица 3 Измерение стрелы прогиба и определение модуля Юнга
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Погрешность модуля Юнга можно приблизительно определить по формулам:
для стержня цилиндрической формы:
   для стержня прямоугольной формы:
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По величине модуля Юнга можно рассчитать модуль сдвига используя формулу (4.9):
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Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте определение абсолютно твердого тела, идеально упругого тела.

2. Сформулируйте определение упругих напряжений, упругих деформаций.

3. Дайте определение элементарных   деформаций  сжатия – растяжения,  изгиба   и сдвига. .
3. Дайте определение модуля Юнга и модуля сдвига.
4. По диаграмме упругих напряжений поясните характер изменения зависимости σ от ε и назовите предельные значения  σ на характерных участках кривой.
5. Сформулируйте определение момента силы. Что называется плечом силы?

6. Сформулируйте определение момента инерции поперечного сечения балки.

В чем его отличие от момента инерции тела?

7. Сформулируйте определение осевого момента сопротивления. Покажите связь момента силы и осевого момента сопротивления.
8. Покажите, как вычисляются моменты инерции прямоугольного и круглого поперечных сечений балки.
9. Как связаны момент сил напряжения и момент осевого сопротивления для определенного сечения балки?

10. Выведите рабочую формулу для расчета модуля Юнга и формулы погрешностей.
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