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Öåëü ðàáîòû � çàêðåïëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé ïî òåìå ¾Êîìïëåêñíûå
÷èñëà¿ è íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, âûáîðà íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûõ ñïîñîáîâ
èõ ðåøåíèÿ.

Ââåäåíèå
Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ñòóäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ óñëîâèé óñâî-
åíèÿ ìàòåðèàëà. Â öåëÿõ åå èíòåíñèôèêàöèè ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíåíèå ñòó-
äåíòàìè èíäèâèäóàëüíûõ òèïîâûõ ðàñ÷åòíûõ çàäàíèé. Òèïîâûå ðàñ÷åòíûå
çàäàíèÿ ïî òåìå ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà¿ ñîñòîÿò èç òðåõ ÷àñòåé:

� òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû;
� òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ;
� çàäà÷è è ïðèìåðû.
Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû è òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáùèìè

äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ, çàäà÷è äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà ãðóïïû � èíäèâèäóàëüíûå.
Òèïîâîå ðàñ÷åòíîå çàäàíèå âûäàåòñÿ íà ïåðâîì çàíÿòèè ïî òåìå è âûïîë-

íÿåòñÿ ñòóäåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíî â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ. Âûïîë-
íåííîå çàäàíèå äîëæíî áûòü ñäàíî íàêàíóíå òîãî ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ, íà
êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå òèïî-
âîãî ðàñ÷åòíîãî çàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ïîäãîòîâêîé ê ïëàíîâîé
êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

Òèïîâîå ðàñ÷åòíîå çàäàíèå âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå êàæ-
äûé ñòóäåíò äîëæåí ðåøèòü 20 ðàçëè÷íûõ çàäà÷ èç ñâîåãî âàðèàíòà. Ïðà-
âèëüíîñòü ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïðîâåðÿåòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì. Ïðåäëàãàþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðàâèëà îöåíèâàíèÿ çàäà÷: çà ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæäîé èç çà-
äà÷ �� 1-5, 13 íà÷èñëÿåòñÿ 0,5 áàëëîâ, çàäà÷ �� 6-8, 10-12, 14, 20 - 1 áàëë,
çàäà÷ �� 9, 15-19 � 1,5 áàëëà. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íàáðàííûõ áàëëîâ � 20.
Ïðè âûñòàâëåíèè îöåíêè ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ øêàëó:

×èñëî íàáðàííûõ áàëëîâ Îöåíêà
0 � 9,9 ¾íåóäîâëåòâîðèòåëüíî¿
10 � 14,9 ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿
15 � 17,9 ¾õîðîøî¿
18 � 20 ¾îòëè÷íî¿

Íà âòîðîì ýòàïå ñòóäåíòû çàùèùàþò òèïîâîå ðàñ÷åòíîå çàäàíèå. Çàùè-
òà ïðîâîäèòñÿ âî âíåàóäèòîðíîå âðåìÿ â óñòíîé èëè ïèñüìåííîé ôîðìå. Âî
âðåìÿ çàùèòû ñòóäåíò äîëæåí óìåòü ïðàâèëüíî îòâå÷àòü íà òåîðåòè÷åñêèå
âîïðîñû, îáúÿñíÿòü ðåøåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ óïðàæíåíèé è çàäà÷ ñâîåãî âà-
ðèàíòà, ðåøàòü çàäà÷è èç äðóãèõ âàðèàíòîâ.
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Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû
1. Îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ
÷àñòè. Ìíèìàÿ åäèíèöà, ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà.

3. Äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå. Îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà.

4. Ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

5. Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü.

6. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïåðåõîä îò àëãåáðàè-
÷åñêîé ôîðìû ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è íàîáîðîò.

7. Äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ôîðìóëà Ìóàâðà.

8. Ôîðìóëà Ýéëåðà. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ
1. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, åñëè èõ ñóììà è ðàç-

íîñòü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé à) äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; á)
÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà?

2. Ñïðàâåäëèâî ëè óòâåðæäåíèå, åñëè ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, òî ïî êðàé-
íåé ìåðå îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ. Îòâåò îáîñíîâàòü.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ib ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî a = 0, ëèáî b = 0.

4. Ìîæåò ëè ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë áûòü îòðèöàòåëüíîé? Îòâåò îáîñ-
íîâàòü.

5. Ïðè êàêîì óñëîâèè êâàäðàò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì
÷èñëîì? Â êàêîì ñëó÷àå ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè?

6. Äîêàçàòü ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíî-
ñòè äëÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

7. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.
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8. Äîêàçàòü, ÷òî êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ñî-
ïðÿæåííûìè.

9. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû Âèåòà âåðíû äëÿ ëþáûõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé,
à íå òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

10. Ìîãóò ëè ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îäíîâðåìåííî áûòü ÷èñëà r è −r?
Ìîãóò ëè àðãóìåíòîì îäíîâðåìåííî áûòü óãëû α è −α?

11. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
Re z =

z + z

2
, Im z =

z − z

2i
,

z · z = |z|2, z = z, z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2,

åñëè z2 6= 0, òî
(

z1

z2

)
=

z1

z2
.

12. Äîêàæèòå, ÷òî:
|z| = |z|, |z| ·

∣∣∣∣
1

z

∣∣∣∣ = 1, Argz = −Argz, Argz = Arg
1

z
.

13. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî:

(a) ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îêàæåòñÿ ðàâíûì ñóììå
ìîäóëåé ýòèõ ÷èñåë?

(b) ìîäóëü ñóììû äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îêàæåòñÿ ðàâíûì ðàçíîñòè
ìîäóëåé ýòèõ ÷èñåë?

(c) ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îêàæåòñÿ áîëüøèì, ÷åì
ñóììà ìîäóëåé ýòèõ ÷èñåë?

Îòâåòû îáîñíîâàòü. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ïðåäñòàâëÿÿ
÷èñëà âåêòîðàìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

14. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
|z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|, |z1 ± z2| ≥ ||z1| − |z2||.
Äîêàçàòü ýòè æå íåðàâåíñòâà àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì. Âûÿñíèòü â êàæäîì
ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà.

15. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè, äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|√a2 + c2 −√a2 + b2| ≤ |c− b|.

16. Ïóñòü z = a + bi. Âåðíî ëè, ÷òî arg z = arctg b
a?
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17. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ x3 = −4 ðàâíà íóëþ. Äî-
êàçàòü, ÷òî ñóììà âñåõ êîðíåé n-ñòåïåíè èç ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
ðàâíà íóëþ.

18. "Î÷åâèäíî, ÷òî i21 = (i4)
21
4 = 1

21
4 = 1; ñ äðóãîé ñòîðîíû, i21 = (i4)5 · i =

15i = i. Ñëåäîâàòåëüíî, i = 1". Â ÷åì îøèáêà?

19. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ìóàâðà âûðàçèòü cos 2α, sin 2α, cos 3α è sin 3α ÷å-
ðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè àðãóìåíòà α.

20. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíåé 2-4 ñòåïåíè èç åäèíèöû. Ïîëó÷åííûå çíà÷å-
íèÿ êîðíåé èçîáðàçèòü â âèäå òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çàïèñàòü
ôîðìóëó äëÿ êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû.

21. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà r(cosα +
i sin α) ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæàþòñÿ êàê âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëü-
íèêà. Íàéòè ñòîðîíó ýòîãî n-óãîëüíèêà.

22. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìîæíî ðàñ-
ïîëîæèòü òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.
Íàéòè çíàìåíàòåëü ýòîé ïðîãðåññèè.

23. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè Ýéëåðà äîêàçàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà:
cos2 α + sin2 α = 1,
cos(α± β) = cos α cos β ∓ sin α sin β,
sin(α± β) = sin α cos β ± cos α sin β.

24. Òî÷êà ïëîñêîñòè A èçîáðàæàåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + ib. Êàêîå
÷èñëî èçîáðàæàåò òî÷êà B, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî: à) äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè; á) ìíèìîé îñè; â) íà÷àëà êîîðäèíàò?

25. Êàê, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, âû÷èñëèòü óãîë z1Oz2,
ãäå z1 è z2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè? Êàê âû÷èñëèòü
óãîë z1ξz2, ãäå ξ � òðåòüÿ äàííàÿ òî÷êà.

26. Ïóñòü z � äàííàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Êàê ìåíÿåòñÿ ïîëîæåíèå
òî÷êè tz ïðè èçìåíåíèè t (äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð): à) îò 1 äî +∞, á)
îò 1 äî 0, â) îò 0 äî −∞? Êàê ìåíÿåòñÿ ïîëîæåíèå òî÷êè r(cos α+i sin α)
ïðè èçìåíåíèè α (òîæå äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð) îò 0 äî 2π? îò 2π äî
4π? è ò.ä.

27. Ïóñòü z1 è z2 � äâå äàííûå òî÷êè. Ãäå íàõîäèòñÿ òî÷êà z1 + z2

2
?
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Âàðèàíòû ðàñ÷åòíûõ çàäàíèé

1. Íàéòè ñóììó è ðàçíîñòü ÷èñåë z1 è z2.

1.1 z1 = 2 + 7i, z2 = −11 + 6i; 1.2 z1 = −3 + 8i, z2 = −10− 5i;
1.3 z1 = 4− 9i, z2 = −9 + 4i; 1.4 z1 = −5− 11i, z2 = −8− 3i;
1.5 z1 = 6 + 7i, z2 = −7 + 2i; 1.6 z1 = −6 + 8i, z2 = 7− 2i;
1.7 z1 = 5− 9i, z2 = 8 + 3i; 1.8 z1 = −4− 10i, z2 = 9− 4i;
1.9 z1 = 3 + 11i, z2 = 10 + 5i; 1.10 z1 = −2 + 5i, z2 = 11− 6i;
1.11 z1 = 11− 2i, z2 = 6 + i; 1.12 z1 = −10− 3i, z2 = 5− 3i;
1.13 z1 = 9 + 4i, z2 = 4 + 5i; 1.14 z1 = −8− 5i, z2 = 3− 7i;
1.15 z1 = 7− 6i, z2 = 2 + 9i; 1.16 z1 = −7 + 6i, z2 = −2− 11i;
1.17 z1 = 8 + 5i, z2 = −3 + 13i; 1.18 z1 = −9− 4i, z2 = −4− 15i;
1.19 z1 = 10− 3i, z2 = −5 + 17i; 1.20 z1 = −11 + 2i, z2 = −6− 19i.

2. Íàéòè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ê ÷èñëàì z1 è z2 èç ïðèìåðà 1.

3. Íàéòè z1 + z̄1, z2 − z̄2, z1z̄1 è z2z̄2, ãäå z1 è z2 � ÷èñëà èç ïðèìåðà 1.

4. Èçîáðàçèòü ÷èñëà z1, z2, z̄1, z̄2, z1 + z2, z1 − z2, z1 + z̄1 è z2 − z̄2 íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

5. Íàéòè Re z1, Re z2, Im z1, Im z2 è èçîáðàçèòü ëèíèè íà ïëîñêîñòè:

y = (Re z1)x + Im z1,

y = (Re z2)x + Im z2,

x2 − 2(Im z1)x + y2 − 2(Im z2)y = 0.

6. Íàéòè z1z2 è z1

z2
â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, åñëè

6.1 z1 = −2− 3i, z2 = 1 + 2i; 6.2 z1 = 3− 2i, z2 = 2− i;
6.3 z1 = 2 + 4i, z2 = −2− 3i; 6.4 z1 = −3 + 4i, z2 = 1 + 3i;
6.5 z1 = 1− 2i, z2 = 3− 3i; 6.6 z1 = −1− 3i, z2 = −3 + 2i;
6.7 z1 = 4 + i, z2 = 1− 3i; 6.8 z1 = −4 + i, z2 = −1− 3i;
6.9 z1 = 2− 2i, z2 = 4 + 2i; 6.10 z1 = −3− 3i, z2 = 2− 3i;
6.11 z1 = −2 + 3i, z2 = −4− 2i; 6.12 z1 = 3 + 2i, z2 = 2− 4i;
6.13 z1 = −1− 3i, z2 = 3 + i; 6.14 z1 = 1− 2i, z2 = 2− 4i;
6.15 z1 = −4 + 4i, z2 = 1− i; 6.16 z1 = 4 + 4i, z2 = −1 + i;
6.17 z1 = −2− i, z2 = −4 + 3i; 6.18 z1 = 3− i, z2 = −2− 3i;
6.19 z1 = 2 + 3i, z2 = 3− 2i; 6.20 z1 = −3 + 2i, z2 = 3− 4i.
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7. Èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z1 (ïðèìåð 6) â àë-
ãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

8. Âîçâåñòè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z2 (ïðèìåð 6) âî âòîðóþ è ÷åòâåðòóþ ñòå-
ïåíü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

9. Íàéòè ìíèìóþ ÷àñòü z, åñëè

z = z3
1 −

z2

z1
.

×èñëà z1 è z2 âçÿòü èç ïðèìåðà 6.

10. Íàéòè

10.1 i14 + i15 + i16; 10.2 i15 + i16 − i17; 10.3 i16 − i17 − i18;
10.4 i17 + i18 − i19; 10.5 i18 − i19 + i20; 10.6 i14 − i15 + i16;
10.7 i14 + i15 − i16; 10.8 i15 − i16 − i17; 10.9 i15 − i16 + i17;
10.10 i16 + i17 + i18; 10.11 i16 − i17 + i18; 10.12 i16 + i17 − i18;
10.13 i17 − i18 + i19; 10.14 i17 − i18 − i19; 10.15 i18 + i19 − i20;
10.16 i18 − i19 − i20; 10.17 i15 + i16 + i17; 10.18 i14 − i15 − i16;
10.19 i17 + i18 + i19; 10.20 i18 + i19 + i20.

11. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ

(a + ib)3 + (a− ib)3

(a + ib)2 + (a− ib)2 ,

ãäå â êà÷åñòâå ÷èñëà a âçÿòü ïåðâóþ öèôðó äíÿ ñâîåãî ðîæäåíèÿ, b � ïåðâóþ
öèôðó ìåñÿöà ñâîåãî ðîæäåíèÿ, (a, b 6= 0).

12. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x è y êîìïëåêñíûå
÷èñëà z1 è z2 à) ðàâíû; á) ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè.
12.1 z1 = y2 + 10y + xi, z2 = 1− i + x2i;
12.2 z1 = y2 − 10y + 2xi, z2 = 1− 2i + x2i;
12.3 z1 = y2 + 9y − 2xi, z2 = 2− 3i + x2i;
12.4 z1 = y2 − 9y − xi, z2 = 2− 4i + x2i;
12.5 z1 = y2 + 8y + 3xi, z2 = 3− 5i + x2i;
12.6 z1 = y2 − 8y + 4xi, z2 = 3− 6i + x2i;
12.7 z1 = y2 + 7y − 4xi, z2 = 4− 7i + x2i;
12.8 z1 = y2 − 7y − 3xi, z2 = 4− 8i + x2i;
12.9 z1 = y2 + 6y + 5xi, z2 = 5− 9i + x2i;
12.10 z1 = y2 − 6y + 6xi, z2 = 5− 10i + x2i;
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12.11 z1 = y2 + 5y − 6xi, z2 = 6− 10i + x2i;
12.12 z1 = y2 − 5y − 5xi, z2 = 6− 9i + x2i;
12.13 z1 = y2 + 4y + 7xi, z2 = 7− 8i + x2i;
12.14 z1 = y2 − 4y + 8xi, z2 = 7− 7i + x2i;
12.15 z1 = y2 + 3y − 8xi, z2 = 8− 6i + x2i;
12.16 z1 = y2 − 3y − 7xi, z2 = 8− 5i + x2i;
12.17 z1 = y2 + 2y + 9xi, z2 = 9− 4i + x2i;
12.18 z1 = y2 − 2y + 10xi, z2 = 9− 3i + x2i;
12.19 z1 = y2 + y − 10xi, z2 = 10− 2i + x2i;
12.20 z1 = y2 − y − 9xi, z2 = 10− i + x2i.

13. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò ÷èñëà z è ïðåäñòàâèòü z â òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.

13.1 z =
√

3 + i; 13.2 z = 1 +
√

3i; 13.3 z = 2 + 2i;
13.4 z = −2

√
3 + 2i; 13.5 z = −2 + 2

√
3i; 13.6 z = 3− 3i;

13.7 z = 3
√

3− 3i; 13.8 z = 3− 3
√

3i; 13.9 z = −4− 4i;
13.10 z = −4

√
3− 4i; 13.11 z = −4− 4

√
3i; 13.12 z = −5 + 5i;

13.13 z = 5
√

3 + 5i; 13.14 z = 5 + 5
√

3i; 13.15 z = 6 + 6i;
13.16 z = −6

√
3 + 6i; 13.17 z = −6 + 6

√
3i; 13.18 z = −6 + 6i;

13.19 z = 7
√

3 + 7i; 13.20 z = 7− 7
√

3i.

14. Âû÷èñëèòü z6 â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå. ×èñëî z

âçÿòü èç ïðèìåðà 13. Ðåçóëüòàò çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

15. Âû÷èñëèòü √z, 3
√

z, 4
√

z è 6
√

z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé
ôîðìå. ×èñëî z âçÿòü èç ïðèìåðà 13. Ðåøåíèå èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè è ïî âîçìîæíîñòè çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.

16. Ïðåäñòàâèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z.

16.1 z =
i
(
cos 5π

3 + i sin 5π
3

)

cos π
6 + i sin π

6
; 16.2 z =

1

cos 4π
3 − i sin 4π

3

;

16.3 z =
i

(1 + i)2 ; 16.4 z =
− cos 5π

12 + i sin 5π
12

cos 13π
12 − i sin 13π

12

;

16.5 z =

(
cos π

3 − i sin π
3

) (
1
2 + i

√
3

2

)

i
; 16.6 z =

5i (cos 100◦ + i sin 100◦)
3 (cos 40◦ − i sin 40◦)

;

16.7 z =
sin 2π

5 + i
(
1− cos 2π

5

)

i− 1
; 16.8 z =

√
2
(
cos 11π

4 + i sin 11π
4

)
√

8
(
cos 3π

8 + i sin 3π
8

) ;

9



16.9 z =

(
cos π

3 − i sin π
3

) (√
3 + i

)

i− 1
; 16.10 z =

2
(
cos 7π

3 − i sin 7π
3

)

cos 5π
6 + i sin 5π

6

;

16.11 z =
3i

cos 5π
3 − i sin 5π

3

; 16.12 z =
− cos 5π

6 − i sin 5π
6

cos 7π
6 − i sin 7π

6

;

16.13 z =

(
cos 2π

3 + i sin 2π
3

) (
1 + i

√
3
)

2i
; 16.14 z =

7 (cos 70◦ + i sin 70◦)
4i (cos 40◦ − i sin 40◦)

;

16.15 z =
sin 3π

5 + i
(
1− cos 3π

5

)

i + 1
; 16.16 z =

3
(
cos 7π

4 + i sin 7π
4

)

5i
(
cos 3π

8 − i sin 3π
8

) ;

16.17 z =

(
cos π

6 − i sin π
6

) (
2 + 2i

√
3
)

1− i
;

16.18 z =

(
cos π

4 + i sin π
4

) (− cos π
3 + i sin π

3

)

i
;

16.19 z =
−1− i

− cos 7π
3 + i sin 7π

3

; 16.20 z =
i
(
cos 11π

3 − i sin 11π
3

)

− cos 4π
3 + i sin 4π

3

.

17. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé
ôîðìå.

17.1 z = 5e
πi
4 (
√

3− i)100; 17.2 z = 0.2e
πi
6

(
i
√

3 + 1

i− 1

)6

;

17.3 z = 2e
πi
2
(1 + i)2n+1

(1− i)2n−1 , n ∈ N ; 17.4 z = (tg 2− i)4e−
πi
2 ;

17.5 z = eπi

(
sin

6π

5
+ i

(
1 + cos

6π

5

))5

;

17.6 z = 5e
πi
4 · 0.2e

πi
6

(
cos

5π

12
− i sin

5π

12

)
;

17.7 z =

(
1

2
e

πi
12

)−3 (
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
; 17.8 z = (

√
3− i)6;

17.9 z =
e2πi

cos 12◦ + i sin 12◦
; 17.10 z =

e−
πi
3 (1 + i

√
3)7

i
;

17.11 z =

(√
3

8
− 1

8
i

)60

; 17.12 z =
(−√3 + i)e−

πi
12

1− i
;

17.13 z = (−1 + i)200; 17.14 z = 6ie
πi
3 (1− i

√
3)50;

17.15 z =
1

2
e−

πi
12

(√
3

2 + 1
2i

)2

i + 1
;

17.16 z = e−
πi
2

(
sin

3π

4
+ i

(
1 + cos

3π

4

))4

;

17.17 z = 2e
πi
3 e

πi
6

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
; 17.18 z = (1− i

√
3)7e−

πi
3 e

πi
6 i;
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17.19 z =
(2 + 2i)3e

πi
12

3i +
√

3
;

17.20 z =

(
1

3
e

πi
6

)−2 (
− cos

π

4
+ i sin

π

4

)
.

18. Ðåøèòü óðàâíåíèå
18.1 zn = z̄, n ∈ N ; 18.2 z2 = z̄3;
18.3 z6 + 64 = 0; 18.4 z5 = 1 +

√
3;

18.5 z4 + 1 = 0; 18.6 z3 = 1 + i;
18.7 z4 − 144 = 0; 18.8 z6 =

√
3− i;

18.9 z4 =
1

2
+

1

2
i; 18.10 z5 = −3− 3

√
3i;

18.11 z3 = −√3− 3i; 18.12 z6 + 2− 2i = 0;
18.13 z6 + 6i = 6; 18.14 z5 +

√
3 = 0;

18.15 z4 + 16 = 0; 18.16 z6 − 64i = 0;
18.17 z4 = 4 + 4i; 18.18 z3 = z̄2;
18.19 z̄ = z4; 18.20 z4 − 16i = 0.

19. Ðåøèòü óðàâíåíèå
19.1 |z|+ z = 2 + i; 19.2 z − |z| = 4 + 3i; 19.3 z2 + |z| = 0;
19.4 |z|+ 2z = 1− i; 19.5 3z − |z| = 3 + i; 19.6 z2 + 4|z| = 0;
19.7 |z| − 4z = 1 + i; 19.8 4z2 − |z| = 0; 19.9 |z|+ z = 2− 2i;
19.10 2|z| − z = 2 + i; 19.11 z − |z| = 4− 3i; 19.12 z2 − |z| = 0;
19.13 4z − 3|z| = 4− 3i; 19.14 |z|+ z = 1− 3i; 19.15 z2 − 3|z| = 0;
19.16 |z|+ 2z = 1− 2i; 19.17 |z| − z = 2− i; 19.18 z − 2|z| = 2− 3i;
19.19 2z2 + |z| = 0; 19.20 |z|+ z = 2 + 2i.

20. Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
20.1 |z − 4| < 4; 20.2 1 ≤ |z + 3− i| ≤ 3; 20.3 −2 < Re z < 2;
20.4 0 < Im z ≤ 3; 20.5 −π

6
≤ arg z <

π

4
; 20.6

∣∣∣∣
z + 3

z − 3

∣∣∣∣ ≤ 1;
20.7 |z + i− 1| = 5; 20.8 |z2 + 1| ≤ 1; 20.9 0 < |z + z̄ + i| < 1;
20.10 Re

(
1

z

)
=

1

4
; 20.11 −1 ≤ Re

1

z
≤ 1; 20.12 0 ≤ Im

1

z
< 5;

20.13 −π

3
< arg

1

z
≤ π

6
; 20.14

∣∣∣∣
z + 3

z̄ + 3

∣∣∣∣ ≤ 1; 20.15 |zz̄ − 2− 2i| = 4;

20.16 Re z = Im z̄; 20.17 Im zz̄ = 4; 20.18 0 < arg z2 <
π

3
;

20.19 Im z2 ≥ 5; 20.20 0 < |z2 − 4| ≤ 4.
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Äîïîëíèòåëüíûå çàäàíèÿ
1. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

z3 + 3z2 + 3z + 3 = 0.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
z4 − 4z3 + 6z2 − 4z − 15 = 0.

3. Íàéòè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, èçîáðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà îò-
ðåçêà z1z2, îòñòîÿùàÿ îò z2 âäâîå äàëüøå, ÷åì îò z1.

4. Â êàêîé âåêòîð ïåðåéäåò âåêòîð a + ib ïðè çåðêàëüíîì îòîáðàæåíèè åãî
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîé ÷åòâåðòè?

5. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ìóàâðà âûðàçèòü cos 50α, sin 100α, cos nα è sin nα
(n � íàòóðàëüíîå) ÷åðåç cos α è sin α.

6. Îáîáùèòü ôîðìóëû Âèåòà íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ n-ñòåïåíè.

7. Íàéòè öåëîå ÷èñëî n, åñëè (1 + i)n = (1− i)n.

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
(x + i)n − (x− i)n = 0, (x � äåéñòâèòåëüíîå).

9. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
cos x + i sin x = sin x + i cos x.

10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí
(cos α + x sin α)n − cos nα− x sin nα

äåëèòñÿ íà x2 + 1.

11. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí
xn sin α− λn−1x sin nα + λn sin(n− 1)α
äåëèòñÿ íà x2 − 2λx cos α + λ2.

12. Äîêàçàòü, ÷òî(
1 + i tg α

1− i tg α

)n

=
1 + i tg nα

1− i tg nα
.

13. Äîêàæèòå äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ôîðìóëû ðàçíîñòè n-ûõ ñòåïåíåé è
áèíîìà Íüþòîíà:
an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + . . . + bn−1);
(a + b)n =

n∑
m=0

Cm
n ambn−m.

14. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, äîêàçàòü íåðàâåíñòâà:∣∣∣∣
z

|z| − 1

∣∣∣∣ ≤ | arg z|, |z − 1| ≤ | |z| − 1|+ |z| | arg z|.
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15. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2|2.
Êàêóþ èçâåñòíóþ èç ãåîìåòðèè òåîðåìó î äèàãîíàëÿõ ïàðàëëåëîãðàììà
âûðàæàåò ýòî ñîîòíîøåíèå?

16. Äîêàçàòü òîæäåñòâî
|1− z1z2|2 − |z1 − z2|2 = (1− |z1|2)(1− |z2|2).

17. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
|z1 + z2| ≥ 1

2
(|z1|+ |z2|)

∣∣∣∣
z1

|z1| +
z2

|z2|

∣∣∣∣.

18. Ñóùåñòâóþò ëè äâà íåðàâíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ðàâíî êâàäðàòó äðóãîãî? Êóáó äðóãîãî? Ñêîëüêî òàêèõ ïàð ÷èñåë èìå-
åòñÿ?

19. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x1, x2 è x3 � êîðíè óðàâíåíèÿ x3− 1 = 0, òî ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
x1 + x2 + x3 = 0; x1x2x3 = 1.
Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîìó óòâåðæäåíèþ.

20. x1, x2 è x3 � êîðíè óðàâíåíèÿ x3 − 1 = 0. ×åìó ðàâíî âûðàæåíèå
1

xn
1x

n
2

+
1

xn
2x

n
3

+
1

xn
3x

n
1
?

21. Íàïèñàòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå óðàâíåíèå ïðÿìîé Ax + By + C = 0.

22. Íàïèñàòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèõ ëèíèé:

(a) ðàâíîáî÷íîé ãèïåðáîëû x2 − y2 = a2,
(b) îêðóæíîñòè x2 + y2 + 2x = 0.

23. Íà ïëîñêîñòè èçâåñòíî ïîëîæåíèå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïëåêñíî-
ìó ÷èñëó z. Êàê ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îòûñêàòü íà òîé æå
ïëîñêîñòè òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïëåêñíîìó ÷èñëó 1

z
?

24. Âû÷èñëèòü ñóììû:

(a) cos α− cos 2α + cos 3α− . . . + cos 99α,
(b) sin α− sin 2α + sin 3α− . . . + sin 99α,
(c) 1 + cos α + cos 2α + . . . + cos nα,
(d) cos 2α + cos 4α + cos 6α + . . . + cos 100α,
(e) sin α + sin 2α + sin 3α . . . + sin nα,
(f) 1 + C1

n cos α + C2
n cos 2α + . . . + Cn

n cos nα.
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