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Разработан способ моделирования нового класса вероятностных распределений на основе базового нормального 
распределения. Приведены формулы расчета функции распределения, характеристической функции и числовых 
характеристик. 
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The method of modeling of a density distribution new class is formulated based on a standard normal distribution. The formulae 
of calculating of the distribution function, the characteristic function and the numerical characteristics are given. 
Keywords: normal distribution, density function, distribution function, characteristic function, truncated distribution 

 
Введение 

Многие классические вероятностные распреде-
ления предполагают распределение вероятностей по 
бесконечным интервалам значений случайных величин. 
Использование таких распределений для реальных за-
дач, в которых данные рассредоточены на конечных 
интервалах, всегда сопряжено с проблемой «хвостов 
распределений»: либо игнорированием малых значений 
вероятностей, либо их учетом тем или иным образом. В 
частности, принято строить усеченные распределения. 
В классическом случае при усечении распределения на 
интервал ],[ ba  плотность распределения вероятностей 

)(xf  корректируется умножением ее на соответст-
вующий нормирующий множитель: 
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Разумеется, усечение распределений может быть и 
односторонним. 

Б.Ф.Кирьяновым [1] предложена следующая 
модификация: смещение оси абсцисс при классиче-
ском усечении распределения так, чтобы кривая 
плотности в одной из границ, a или b (при симмет-
ричном распределении и симметричном усечении — 
в обеих), совпала с точкой на этой оси. Такое распре-
деление вероятностей при 0)(ус =af  или 0)(ус =bf  
более удобно для исследования и интерпретации. 

Можно использовать и другие методики. На-
пример, при усечении на ],[ ba  сдвиг относительно 
оси ординат кривой плотности )(xf  на величину 
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=  где 21, SS  — площади усекаемых криво-

линейных трапеций («хвостов распределения»). Это 
преобразование увеличивает значение функции )(xf  
в каждой точке на одну и ту же величину h и тем са-
мым сохраняет форму усеченной кривой. 

Очевидно, что существуют и иные способы 
обеспечения справедливости условия нормировки для 
полученного усеченного распределения [2]. В пред-

ставленной работе рассмотрена методика моделиро-
вания новых усеченных вероятностных распределе-
ний на основе исходного теоретического распределе-
ния. В заданных интервалах производится умножение 
функции плотности )(xf  на линейные множители. 
Введенная операция позволяет подбирать нестан-
дартные теоретические распределения в соответствии 
с реальными данными. Для базового нормального 
распределения выведены формулы расчета парамет-
ров и числовых характеристик моделируемых рас-
пределений, найдены их функции распределения и 
характеристические функции.  

Основные результаты 

Пусть задана случайная величина X с плотно-
стью распределения вероятностей )(xf . Область 
значений случайной величины X включает в себя ин-
тервал ],[ ba . Разобьем ],[ ba  на два интервала 

],[ 0xa , ],[ 0 bx , в каждом из которых умножим функ-
цию плотности исходного распределения на свой ли-
нейный множитель. Тогда функция плотности нового 
распределения имеет вид 
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Чтобы функция )(xg  вида (1) являлась плотностью 
некоторого распределения, достаточно, чтобы она 
была неотрицательна и удовлетворяла условию нор-

мировки 1)( =∫
b

a

dxxg .  

Для однозначного определения коэффициентов 
2211 ,,, ckck  рассмотрим систему четырех уравнений 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=+

=+

=+

∫

∫

).()()(
),()()(

β,)()(

α,)()(

00202

00101

22

11

0

0

xgxfcxk
xgxfcxk

dxxfcxk

dxxfcxk

b

x

x

a

 (2) 



2010  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №55 
 

 35 
 

Значения )(β,α, 0xg  выбираются исследователем, 
причем 0)( 0 ≥xg  (в частности, ))()( 00 xfxg = , веро-
ятности α и β связаны соотношением 1βα =+  (в ча-
стности, значения вероятностей α и β можно взять 
соответственно пропорциональными площадям кри-

волинейных трапеций ,)(
0

∫
x

a

dxxf  ∫
b

x

dxxf
0

)(  в исход-

ном распределении). Последние два уравнения в сис-
теме (2) следуют из непрерывности функции )(xg  в 
точке 0x . Варьирование значениями α),(, 00 xgx  по-
зволяет подбирать подходящее распределение в соот-
ветствии с реальными данными. Таким образом, чис-
ла α),(,,, 00 xgxba  — параметры моделируемого 
усеченного распределения при ограничениях 

],[0 bax ∈ , 0)( 0 ≥xg , 1α0 << . Для обеспечения 
неотрицательности функции )(xg  — в противном 
случае она не может быть плотностью никакого рас-
пределения — достаточно ограничений ,0)( ≥ag  

0)( ≥bg . 
Безусловно, решение системы (2) зависит от 

типа исходного (базового) распределения с функцией 
плотности )(xf , которая явно присутствует в каж-
дом из уравнений системы.  

Теорема 1. Пусть )(xf  — плотность гауссов-
ской случайной величины X : )σ;(~ mNX  и выпол-
нены условия на параметры: ],[0 bax ∈ , 0)( 0 ≥xg , 

1α0 << , α1β −= . Тогда коэффициенты функции 
плотности )(xg  моделируемого распределения вида 
(1) удовлетворяют соотношениям 
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функция Лапласа. 
В частности, из теоремы 1 при )1;0(~ NX  и 

)()( 00 xfxg = , ,0<a  ,0>b  00 =x  следуют более 
простые выражения для коэффициентов :)(xg  
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На рис. представлены графики функции )(xg  

при усечении на одном и том же интервале, как в 
классическом случае, так и в случаях соотношения 
(1), при различных значениях параметров.  

 

 
Графики функции )(xg  при различном усечении нормально-
го распределения 2)(0;N  на интервал [–2, 3]: a) классиче-

ское усечение; b) 0;0 =x  ;00 )()( xfxg =  0,4;α =  c) 1;0 −=x  

;2 00 )()( xfxg =  0,4.α =  

 
Как легко заметить, график плотности в модельном 
распределении может иметь не единственную верши-
ну (кривая b); вершину, смещенную по сравнению с 
вершиной базового распределения, что определяет 
концентрацию вероятности на отдельных участках 
значений (кривая c), и т.д. 

Представим и другие характеристики усечен-
ных распределений с функцией плотности типа (1). 

Теорема 2. Пусть )(xf  — плотность гауссов-
ской случайной величины X : )1;0(~ NX . Плотность 
усеченного распределения )(xg  удовлетворяет соот-
ношению (1). Тогда функция распределения имеет вид 
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Теорема 3. Пусть )(xf  — плотность гауссов-
ской случайной величины X : ),1;0(~ NX  плотность 
усеченного распределения )(xg  удовлетворяет соот-
ношению (1). Тогда характеристическая функция это-
го усеченного распределения имеет вид 
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Зная характеристическую функцию распреде-

ления, по формуле ),()0(χ )( nnn XMi=  связывающей 
производные характеристической функции с соответ-
ствующими начальными моментами, можно вычис-
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лить, в частности, математическое ожидание и дис-
персию. 

Теорема 4. Пусть )(xf  — плотность гауссов-
ской случайной величины X : ),1;0(~ NX  плотность 
усеченного распределения )(xg  удовлетворяет соот-
ношению (1). Тогда математическое ожидание и дис-
персия усеченного распределения подчиняются соот-
ношениям 
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Аналогично, путем дальнейшего дифференци-
рования характеристической функции (третья и чет-
вертая производные в нуле), можно рассчитать коэф-
фициенты асимметрии и эксцесса.  

Использование в качестве базовой функции 
)(xf  плотности именно стандартного нормального 

закона не принципиально. Для произвольных m и σ  
расчетные формулы в модельном распределении от-
личаются лишь большей громоздкостью. Также )(xf  
может иметь и другой тип распределения, который 
технически влияет только на сложность вычисления 

интегралов при использовании )(xg  вида (1) и рас-
ширяет множество модельных распределений. 

Заключение 

Представленный способ моделирования опре-
деляет широкий класс вероятностных распределений, в 
основу формирования которого положены следующие 
шаги: выбор базового распределения (функция ))(xf , 
усечение (выбор параметров a и b), разбиение на ин-
тервалы (выбор параметра 0x ), изменение вероятно-
стей на полученных интервалах (выбор параметров 

)( 0xg  и α ), расчет коэффициентов в соотношении (1).  
Варьирование тремя параметрами группировки 

(a, b, 0x ) и двумя параметрами концентрации ( )( 0xg  
и α ) приводит к большому разнообразию распределе-
ний, в том числе бимодальных с заданными координа-
тами вершин, что весьма важно для практических ис-
следований. Компьютерная реализация методики по-
зволяет легко строить распределения указанного типа 
при различных базовой функции и параметрах, а также 
находить численные характеристики распределений и 
осуществлять подгонку модели по реальным данным. 
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