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Представлены численные исследования скорости сходимости однородного марковского монотонного алгоритма 
случайного поиска экстремума. 
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Numerical investigations of the convergence rate of the homogeneous Markov monotone random search optimization method 
are given. 
Keywords: random search, global optimization, stochastic optimization 

 

1. Введение 

Пусть целевая функция RaXf :  (где, на-

пример, dX R= ) принимает минимальное значение в 
единственной точке *x . Рассмотрим задачу поиска 
точки глобального минимума *x  с заданной точно-
стью ε . Один из способов решения этой задачи со-
стоит в применении алгоритмов случайного поиска 
экстремума функции (см. [1-14]). Такие методы давно 
и успешно используются при решении сложных задач 
оптимизации. Тем не менее, существует мало теоре-
тических результатов о скорости сходимости этих 
алгоритмов (см. [3,4,5]). Теоретическое исследование 
скорости сходимости некоторых алгоритмов марков-
ского монотонного поиска экстремума выполнено в 
работах [7-14]. Данная работа является их продолже-
нием и посвящена численному исследованию скоро-
сти сходимости однородного марковского монотон-
ного случайного поиска.  

В качестве пространства оптимизации будем 
рассматривать пространства dX R=  и dbaX ],[=  с 
d-мерной мерой Лебега µ  и метрикой  

|,|max),(ρ
1

nn
dn

yxyx −=
≤≤

∞  

где ),...,( 1 dxxx =  и ),...,( 1 dyyy = . Замкнутый шар 
радиуса r с центром в точке x обозначим как 

}),(ρ:{)( ryxXyxBr ≤∈= ∞ . Метрика ∞ρ  выбрана 
по соображениям простоты моделирования рассмат-
риваемого случайного поиска. 

Для поиска точки минимума *x  воспользуемся 
однородным марковским монотонным случайным 
поиском (см. [3, 7-14]), описанным далее с помощью 
алгоритма моделирования. Обозначение « )(ζ ⋅← P » 
читается так: «получить реализацию случайного век-
тора ζ  с распределением P». 

Алгоритм 1 
Шаг 1. x←0ξ , 1←k . 
Шаг 2. ),ξ(ζ 1 ⋅← −kk P . 
Шаг 3. Если )ξ()ζ( 1−≤ kk ff , то kk ζξ ← , ина-

че 1ξξ −← kk . 
Шаг 4. 1+← kk  и перейти к шагу 2. 
Здесь x — начальная точка поиска, а ),( ⋅xP  — 

марковские переходные функции (см. [3]), называе-
мые пробными переходными функциями. Отметим, 
что введенный случайный поиск является монотон-
ным, в том смысле, что неравенства )ξ()ξ( 1−≤ kk ff  
выполняются при всех 1≥k .  
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Отметим два уровня теоретических результа-
тов, касающихся глобального случайного поиска. 
Наиболее простыми являются утверждения о сходи-
мости случайного поиска. Это результаты типа 

*ξ xk →  почти всюду (по вероятности). Доказатель-
ство подобных утверждений, как правило, не вызыва-
ет затруднений (см. [3,4]), но сами результаты не 
имеют большого смысла с практической точки зре-
ния. Такие результаты естественно назвать результа-
тами первого уровня. Следующий уровень результа-
тов составляют утверждения, касающиеся скорости 
сходимости случайного поиска. Теоретическое ис-
следование скорости сходимости случайного поиска 
оказалось сложной задачей (см. [3,4,5]). В теории 
стохастической глобальной оптимизации точные 
оценки скорости сходимости получены, как правило, 
только для очень простых методов вроде «чистого 
случайного поиска» (т.е. простейшего алгоритма слу-
чайного бросания точек в множество оптимизации — 
(см. [3, с.38] или [4, с.37]). В частности в [4] отмече-
но, что точные результаты, полученные для «чистого 
случайного поиска», практически неслыханны при 
анализе других стохастических алгоритмов. Оценки 
скорости сходимости методов стохастической гло-
бальной оптимизации часто или отсутствуют вообще, 
или носят асимптотический характер, или являются 
очень неточными, или показывают медленную ско-
рость сходимости (см. [3,4,5]). В работах [7-14] полу-
чены теоретические оценки скорости сходимости 
марковского монотонного случайного поиска, пока-
зывающие (при оптимизации невырожденных целе-
вых функций) высокую скорость сходимости. Тем не 
менее, эти оценки менее точны, чем оценки для «чис-
того случайного поиска». Поэтому большое значение 
имеет численное исследование скорости сходимости. 
В этой работе выполнено численное сравнение одно-
го из полученных алгоритмов марковского монотон-
ного случайного поиска с результатами книги [4].  

2. Моделирование случайного поиска  

Воспользуемся однородным марковским моно-
тонным случайным поиском, обладающим двумя дос-
тоинствами. С одной стороны, этот поиск (для невы-
рожденных целевых функций) обеспечивает хороший 
порядок зависимости полученных оценок скорости 
сходимости от ε  (см. [3,7-14]). С другой стороны, 
этот поиск легко моделируются. 

Рассмотрим случайный поиск алгоритма 1, 
пробные переходные функции ),( ⋅xP  которого об-
ладают симметричными плотностями вида 

)),(g(ρ),( yxyxp ∞= , где ∞ρ  — метрика, а g — не-
возрастающая неотрицательная функция, определен-
ная на полуоси ),0( +∞ . Функцию g назовем формой 
поиска. Пусть при Θθ0 ≤<ν<  ( ν , θ , Θ  — пара-
метры поиска) форма поиска g задается следующей 
формулой: 
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где ddd θ/)/θ( lnλ Θ+ν=  — нормирующая констан-
та (обеспечивающая необходимое для плотности ус-
ловие нормировки).  

Через ),( ⋅xU r  обозначим равномерное рас-
пределение в шаре )(xBr , т.е. положим =⋅ ),(xUr  

))((µ/))((µ xBxB rr∩⋅= . Пусть α  — равномерно 
распределенная на отрезке ]1,0[  случайная величи-
на. Используя результаты [15], получим следующий 
алгоритм моделирования случайного вектора ζ , 
имеющего распределение ),( ⋅xP  с формой (1). 

Алгоритм моделирования 1 
Шаг 1. Получить α . 
Шаг 2. Если ν)/λ/ln(α θ≥ d , то Θ←r , иначе 

)/λαexp(ν dr ← . 
Шаг 3. ),(ζ ⋅← xUr , завершить работу алго-

ритма. 
Поскольку в случае метрики ∞ρ  моделировать 

распределение ),( ⋅xU r  очень просто, то и в целом 
алгоритм моделирования 1 очень легко программи-
руются. 

3. Числовые примеры  

В книге [4] приведены три числовых примера 
использования трех видов марковских монотонных 
поисков (алгоритмы A, B и C) при оптимизации це-
левых функций, вычисляемых без случайной ошиб-
ки. Рассмотрим эти примеры. Алгоритм A является 
«чистым случайным поиском». Алгоритм B соответ-
ствует поиску алгоритма 1 при использовании нор-
мального распределения вероятностей в качестве 
пробной переходной функции. Алгоритм C пред-
ставляет собой более сложный вариант поиска, в 
котором при построении новой точки поиска учиты-
вается перемещение, выполненное на предыдущем 
шаге алгоритма. 

В нижеследующих таблицах приведены оценки 
минимального значения целевых функций, получен-
ные после применения N  шагов исследуемых поис-
ков. Точнее, в таблицах даны средние значения целе-
вых функций, полученные при M  повторениях рас-
сматриваемых алгоритмов. В [4] использовалось зна-
чение 40=M . В данной работе используется значе-
ние 500=M  (значение M  увеличено для повыше-
ния точности оценок). 

Пример 1. Здесь пространство 2]8,8[−=X , 
),( 21 xxx = , 

( ),)516()516(
2
1),()( 2

2
2

4
21

2
1

4
121 xxxxxxxxfxf +−++−==  

Функция f  имеет четыре локальных миниму-
ма, один из которых является глобальным, 

)9035,2 ,9035,2(* −−=x  и 33,78)( * −=xf . Начальной 
точкой поиска выбрана )4,6 ,0,4(=x  и 18,537)( =xf . 
Число шагов поиска (число вычислений целевой 
функции) 500=N . Для наглядности в таблице при-
ведены оценки разности )()ξ( *1 xff N −− .  
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Таблица 1 
Оценки )()ξ( *1 xff N −−  для алгоритмов A, B, C и 1 

A B C 1 
2,51 0,78 0,49 0,47 

 
Пример 2. Здесь пространство 10]4,4[−=X , 

),,,( 1021 xxxx K= , 

( ).)1()(100),,,()(
5

1

2
12

22
1221021 ∑

=
−− −+−==

n
nnn xxxxxxfxf K  

Функция f  является известной тестовой функцией 
Розенброка, используемой для методов локальной 
оптимизации. Функция f  принимает минимальное 
значение 0)( * =xf  в точке )1,,1,1(* K=x . Начальной 
точкой поиска выбрана )1,,1 ,2,1 ,1 ,2,1( K−−=x  и 

121)( =xf . Число шагов поиска (число вычислений 
целевой функции) 1000=N .  
 

Таблица 2 
Оценки )ξ( 1−Nf  для алгоритмов A, B, C и 1 

A B C 1 
121 20,07 19,80 19,80 

 
Пример 3. Здесь пространство 2R=X , 

),( 21 xxx = , 
2
221

2
1

4
121 ),()( xxxxxxxfxf +++== . 

Функция f  принимает минимальное значение в един-
ственной точке )0,0(* =x  и 0)( * =xf . Начальной точ-
кой поиска выбрана )1,1(=x  и 4)( =xf . Число шагов 
поиска (число вычислений целевой функции) N  здесь 
принимает три значения 100, 1000 и 10000.  

 
Таблица 3 

Оценки )ξ( 1−Nf  для алгоритмов B, C и 1 

N B C 1 
100 0,00053 0,328 0,00022 
1000 5108,2 −×  5101,1 −×  14109,3 −×  

10000 6107,2 −×  7105,2 −×  49109,9 −×  
 
В качестве параметров формы поиска алгоритма 

1 в примере 3 были выбраны значения 0,7Θ =  и 

2/Θ=θ  (соотношение 2/Θ=θ  получено в [10] 
при оптимизации оценки скорости сходимости). 
Значение ν  выбиралось близким к ожидаемой точности 
поиска при аппроксимации по аргументу. В данном 
примере при трех значениях N  использовались 
значения 02,0ν1 = , 7

2 10ν −= , 24
3 102ν −×= . 

В примерах 1 и 2 поиск алгоритма A оказался 
хуже всех остальных вариантов поиска, а поиски алго-
ритмов B, C и 1 показали примерно одинаковые ре-

зультаты. Выбранное в [4] число шагов поиска оказа-
лось явно недостаточным для получения высокой точ-
ности решения задач этих примеров. А для получения 
грубого приближения особенности выбора параметров 
алгоритмов B, C и 1 оказались несущественны. 

Выбранные в примере 3 числа шагов поиска 
достаточны для получения высокой точности решения 
задачи. Хорошо видно, что поиск алгоритма 1 с 
формой (∗) оказался значительно точнее алгоритмов B 
и C работы [4]. Причем при больших значениях N  
преимущество становиться огромным. При 10000=N  
алгоритм 1 с полученными параметрами в 4110  раз 
точнее алгоритма C работы [4] и в 4210  раз точнее 
алгоритма B.  

Представленные примеры показывают, что 
выбор параметров поиска очень важен для получения 
высокой точности решения задачи, а пример 3 демон-
стрирует существенное превосходство поиска алго-
ритма 1 с предложенными параметрами над поисками 
с параметрами работы [4]. 

Отметим в заключение, что процедура 
моделирования поиска алгоритма 1 с формой (∗) очень 
проста. Эта процедура проще процедур моделирования 
поисков алгоритмов B и C работы [4], основанных на 
моделировании многомерного нормального распреде-
ления, и лишь немного сложнее процедуры 
моделирования «чистого случайного поиска». 
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