


Глава III. Бесконечные цепные дроби.

§ 1. Иррациональные числа.


Определение 1. Действительное число 
[image: image1.wmf]a

 называется иррациональным числом, если оно отлично от всех рациональных чисел, то есть если 
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 при всех целых 
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Существование иррациональных чисел было доказано еще греческими математиками. Иррациональность числа 
[image: image5.wmf]2

 была известна еще в V веке до нашей эры математикам школы Пифагора, а доказательство этого часто приписывается Пифагору. Поскольку множество всех рациональных чисел счетное, то основную массу действительных чисел составляют иррациональные числа.

В этом параграфе рассмотрим простейшие методы, позволяющие устанавливать иррациональность некоторых классов чисел, а также докажем иррациональность нескольких величин, часто встречающихся в математике. На первый взгляд кажется неоправданным то, что задача доказательства иррациональности какого-либо действительного числа 
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 относится к теории чисел, однако включение такой проблематики в теорию чисел становится ясным, если поставить этот вопрос в следующей форме: доказать, что не существует целых чисел 
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 и  
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, таких, что 
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Сначала докажем одну теорему, устанавливающую иррациональность довольно широкого класса действительных чисел, встречающихся особенно часто в школьных курсах алгебры и геометрии.


Теорема 1. Пусть 
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 ─ многочлен с целыми коэффициентами, действительное число 
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 ─ корень 
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 либо целое, либо иррациональное число.

Доказательство. Предположим , что 
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 не является иррациональным числом, то есть что 
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 ─ рациональное число, 
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 и умножая обе части его на 
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. Из этого соотношения непосредственно видно, что 
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 может быть только при 
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 ─ целое число.

Пример 1. Если натуральное число 
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отлично от всех 
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-ых степеней целых чисел, то 
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 ─ иррациональное число.

Действительно, 
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 есть корень уравнения 
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 не является ценным, то согласно теореме оно иррациональное.


Иррациональность некоторых действительных чисел можно установить с помощью критериев, сформулированных в следующих двух теоремах.


Теорема 2. Если 
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 ─ рациональное число, то существует 
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[image: image38.wmf]a

¹

b

a

 будет справедливо неравенство:
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Доказательство. Пусть 
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Теорема 3. Если для любого положительного числа 
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 существует хотя бы одна пара целых чисел 
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 и  
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 то 
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 ─ иррациональное число.


Доказательство. Если бы 
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 было рациональным, то по теореме 2 нашлось бы 
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 такое, что для любой дроби 
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 выполнялось бы неравенство (1), а это противоречит тому, что согласно нашим условиям для этого 
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 существует 
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 такое, что имеет место неравенство (2). Предположение, что 
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─ рациональное число, привело нас к противоречию, значит, 
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─ иррационально.

Пример 2. Доказать иррациональность числа 
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:
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Возьмем произвольное 
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 и выберем 
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 настолько большим, чтобы было 
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, где 
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 ─ целые числа. При таких 
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, так что 
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 иррационально.

Теорема 4. Если при некотором 
[image: image73.wmf]1

>

g

 разложение 
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 в систематическую дробь с основанием системы счисления, равным 
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, содержит сколь угодно длинные конечные цепочки, состоящие из одной и той же цифры, то 
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 ─ иррациональное число.

Иначе говоря, если в разложении 
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 найдутся 
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 иррационально.

Доказательство. Если бы 
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 было бы рациональным, то разложение 
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 в систематическую дробь с основанием 
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 было бы периодическим. Такое разложение не может иметь одной цифры в периоде, так как для бесконечного множества 
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. Предположение же, что период состоит из нескольких цифр, также противоречит условиям теоремы, так как в этом случае не могли бы существовать цепочки из одной цифры длиной больше, чем число цифр в периоде.

Пример 3. Число 
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, записываемое в десятичной системе счисления в виде 
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Теорема 5. Число 
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 иррационально.

Доказательство. Предположим, что 
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 ─ натуральные числа. Известно, что 
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Получаем отсюда 
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, то есть между 0 и 1 лежит целое число. Предположение, что 
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 рационально, привело нас к противоречию, значит, 
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 иррационально.


Теорема 6. Число 
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 иррационально.

Доказательство. Предположим, что 
[image: image102.wmf]p

 рационально, то есть 
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 ─ натуральные числа. При увеличении 
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 величина 
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Рассмотрим для такого 
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 функцию 
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Заменяя 
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 через 
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так что 
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 раз, где 
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Биномиальный коэффициент 
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 ─ целое число, так что 
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 ─ целые числа.

Из равенства (4) видно, что 
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Интегрируя 
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так как следующая производная 
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 тождественно равна нулю.


Из равенства (6) получаем: 
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где 
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 ─  целое число. Поскольку в интервале 
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. Предположение, что 
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 рационально, привело к противоречию, следовательно, 
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 ─ иррациональное число.


Теорема 1 принадлежит Гауссу. Иррациональность числа 
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 была доказана впервые в 1761 году французским математиком Ламбертом. Доказательство Ламберта основано на применении цепных дробей. Доказательство, приведенное здесь, было дано Нивеном в 1947 году.
§ 2. Разложение действительных чисел в цепную дробь.
Определение 2. Бесконечной цепной дробью называется выражение
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Определение 3. Подходящей дробью 
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Все те свойства, что мы рассматривали для подходящих дробей конечных цепных дробей, имеют место и для подходящих дробей бесконечных цепных дробей.

Определение 4. Бесконечная дробь (1) называется сходящейся цепной дробью, если существует предел ее подходящих дробей, то есть 
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Теорема 7. Любая бесконечная цепная дробь сходится.

Доказательство проводится с применением свойств подходящих дробей и леммы о вложенных промежутках.


Определение 5. Пусть  
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 будем называть величины 
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Теорема 8. Пусть 
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 - полное частное в разложении 
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Рассмотрим теперь разложение действительного числа в цепную дробь.


Определение 6. Разложением действительного числа 
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 в цепную дробь называется представление 
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 в виде 
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[image: image172.wmf]1

³

k

 все 
[image: image173.wmf]1

³

k

a

, в случае конечного разложения последний элемент 
[image: image174.wmf]1

>

k

a

.


Теорема 9.  Для любого действительного числа существует разложение в цепную дробь, причем такое разложение единственное.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда 
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 - иррациональное число, так как для рационального числа у нас уже было доказано. Обозначим через 
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где при 
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 образуют бесконечную последовательность целых чисел и, поскольку при 
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, мы можем взяв эти числа в качестве элементов, составить бесконечную цепную дробь 
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Докажем, что величина этой цепной дроби равна нашему исходному числу 
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. Действительно, из равенств (4) получаем  
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 Поскольку 
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Доказательство единственности разложения проводится методом от противного.


Мы видим, таки образом, что для заданного иррационального числа 
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 имеется алгоритм, позволяющий строить цепную дробь, равную 
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Пример 1. Разложить в цепную дробь 
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Решение. Находим: a0
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Пример 2. Найти значение цепной дроби 
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Решение. 
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§ 3. Разложение числа 
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 в цепную дробь.
 
Теорема 10.   
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Доказательство. Определим 
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Этот ряд сходится при любых значениях 
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; однако мы будем рассматривать только значения 
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, лежащие в интервале 
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Легко проверить, что имеет место тождество
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Действительно, коэффициент при 
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, а в правой части равенства (6) он равен 
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так что (6) верно.

 
Обозначим  
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Из равенства (6) при 
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Поскольку 
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дает разложение 
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в цепную дробь. Что и требовалось доказать.


Теорема 11.        
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то есть элементы 
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 разложения 
[image: image247.wmf]e

 в цепную дробь имеют вид:
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Доказательство. Обозначим подходящие дроби к правой части (8) через 
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Принимая во внимание значение элементов цепной дроби (8), имеем: 
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откуда находим: 
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Аналогичное соотношение имеем и для 
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Докажем индукцией по 
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Из (5) и (8) непосредственно вычисляем 
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так что соотношение  (10) верно при 
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тогда, используя равенства (9), получаем: 
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Согласно принципу математической индукции равенство (10) верно для всех n.

Совершенно аналогично доказывается, что
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Рассматривая теперь предел отношения величин Rn и Sn, находим: 
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, то есть 
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 Поскольку цепная дробь в правой части (8) сходится, мы будем иметь также, что вообще 
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, а это доказывает теорему.

§ 4. Квадратические иррациональности.
1. Разложение квадратических иррациональностей в цепные дроби.
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Во множестве иррациональных чисел наиболее простыми являются  те иррациональности, которые являются корнями квадратных уравнений с целыми коэффициентами.
Определение 7. Число 
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 называется квадратической иррациональ-

ностью, если 
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 - иррациональный корень некоторого уравнения  
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с целыми коэффициентами, не равными одновременно нулю.


При таком 
[image: image274.wmf]a

, очевидно, будет 
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Примеры. а) 
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 - квадратическая иррациональность, так как 
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в) 
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 не является квадратической иррациональностью.


Определение 8. Цепная дробь 
[image: image293.wmf][

]

,...

,

;

2

1

0

a

a

a

=

a

 называется периодической, если периодической является последовательность элементов 
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 . Если последовательность элементов чисто периодическая, то и соответствующая цепная дробь называется чисто периодической.

Длину периода последовательности элементов будем называть также длиной периода цепной дроби.


Теорема 12. Цепная дробь 
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 тогда и только тогда, когда при некотором 
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 имеет место равенство неполных частных 
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Рассматривая величины периодических цепных дробей, мы получаем некоторую часть действительных чисел. Оказывается, и это на первый взгляд кажется неожиданным, что множество таких чисел совпадает с множеством квадратических иррациональностей. Этот замечательны результат был получен впервые в 1770 г. Лагранжем. Тот факт, что величина любой периодической цепной дроби является квадратической иррациональностью, доказывается совсем просто. Более сложно доказывается то, что любая квадратическая иррациональность разлагается в периодическую цепную дробь; этот факт и называют обычно теоремой Лагранжа.

Теорема 13. Величина любой периодической цепной дроби представляет собой квадратическую иррациональность.
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следовательно,
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Равенство (12) после приведения к общему знаменателю дает квадратное уравнение с целыми коэффициентами: 
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где 
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. Доказательство того, что 
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любые два соседних знаменателя взаимно просты. Если предположить, что A=0 при некотором 
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Из равенства этих двух несократимых дробей следует 
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А это противоречит тому, что при 
[image: image319.wmf]1

,

1

³

³

k

s

 в последовательности (14) имеются самое большее два равных знаменателя. Иррациональность 
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следует из того, что разложение 
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 в цепную дробь бесконечно.

Примеры. Найти значение следующих цепных дробей:
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Решение. а) 
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Прежде чем перейти к теореме Лагранжа , докажем следующую вспомогательную теорему.


Теорема 14. Если квадратическая иррациональность представлена в виде 
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 также квадратическая иррациональность и с тем же дискриминантом, как у 
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Доказательство. Пусть 
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 - корень квадратного уравнения 
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то есть 
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 представляет собой корень уравнения 
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причем 
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Заменяя в предыдущем квадратном уравнении 
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, аналогично получаем, что 
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- корень квадратного уравнения с целыми коэффициентами и с таким же дискриминантом.


Продолжая таким же образом дальше, получим утверждение теоремы.


Теорема 15. (Лагранж). Любая квадратическая иррациональность разлагается в периодическую цепную дробь.


Доказательство. Пусть 
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 - квадратическая иррациональность, то есть 
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 - иррациональное число, представляющее собой корень многочлена 
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и приводя к общему знаменателю, получаем:
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то есть выражение вида 
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где 
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─ целые числа.

Согласно предыдущей теореме дискриминант уравнения (15) 
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и, таким образом не меняется при увеличении 
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Докажем сначала, что 
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 имеют противоположные знаки, а затем, пользуясь тождеством (16), докажем, что эти величины 
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 EMBED Equation.3  [image: image369.wmf]a

, причем при достаточно большом 
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 сколь угодно мало отличаются от 
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Таким образом, 
[image: image375.wmf]a

 - простой корень уравнения 
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 Известно, что в достаточно малой окрестности слева и справа от простого корня значения непрерывной функции, в данном случае многочлена 
[image: image377.wmf]C

Bx

Ax

x

f

+

+

=

2

)

(

, имеют разные знаки, то есть 

[image: image378.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

-

-

-

-

-

2

2

2

2

1

1

2

1

,

n

n

n

n

n

n

n

n

Q

P

f

Q

C

Q

P

f

Q

A


при достаточно большом 
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 противоположны по знаку, причем 
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то есть величины 
[image: image388.wmf]2

n

B

 и 
[image: image389.wmf])

4

(

n

n

C

A

-

 ограничены. Из ограниченности этих величин следует ограниченность 
[image: image390.wmf]n

n

n

C

B

A

,

,

. А поскольку они целые, то среди уравнений (15) при неограниченном увеличении 
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 существует только конечное число различных уравнений. Каждое квадратное уравнение имеет только два корня, поэтому среди корней уравнений (15) существует конечное число различных, а значит и среди величин: 
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 в цепную дробь периодическое. Что и требовалось доказать.

Пример. Разложить в цепную дробь 
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Решение. Находим последовательно: 
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2. Чисто периодические разложения.

Поскольку мы теперь знаем, что любая квадратическая иррациональность разлагается в периодическую цепную дробь, естественно выяснить, для каких квадратических иррациональностей такое разложение будет чисто периодическим. Следующая теорема дает исчерпывающий ответ на этот вопрос.


Теорема 16. Квадратическая иррациональность 
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 целые, разлагается в чисто периодическую цепную дробь тогда и только тогда, когда 
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 разлагается в смешанную периодическую цепную дробь, так как сопряженное ему число больше нуля.


Теорема 17. Пусть 
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 - неквадратное число, 
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Доказательство. Если 
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, отсюда следует утверждение теоремы.

Примеры. 1) 
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     § 5. Приближение действительных чисел рациональными числами.

Рациональные числа, как известно, образуют счетное множество, в то время как множество иррациональных чисел несчетно. В это смысле можно сказать, что основную массу всех действительных чисел составляют иррациональные числа. Применение иррациональных чисел в практике обычно осуществляется заменой данного иррационального числа некоторым числом, мало отличающимся в пределах требуемой точности о  этого иррационального числа. При этом обычно стараются выбрать рациональное число возможно простым, то есть в виде десятичной дроби  с небольшим числом знаков после запятой или в виде обыкновенной дроби со  сравнительно небольшим знаменателем. Для громоздких рациональных чисел, то есть чисел с большим знаменателями, также иногда возникают задачи, связанные с необходимостью отыскания хороших рациональных приближений, понимая под этим отыскание рациональных чисел со сравнительно небольшими знаменателями, мало отличающихся от данных чисел.

Цепные дроби дают очень удобны аппарат для решения задач такого рода. С помощью цепных дробей удается заменять действительные числа рациональными дробями так, что ошибка от такой замены мала по сравнению со знаменателями этих рациональных чисел.

Теорема 18. Для любых двух соседних подходящих дробей 
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действительному числу 
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 имеет место неравенство: 
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Мы видим, что, вообще говоря, подходящие дроби дают лучшие приближения к действительным числам, чем конечные десятичные дроби, получающиеся в процессе разложения этого числа по степеням 
[image: image432.wmf]10
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Следующая теорема показывает, что рациональная дробь, в некотором смысле достаточно хорошо аппроксимирующая действительное число, должна обязательно совпадать с одной из его подходящих дробей.
Теорема 19. Если для целых a и b 
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Теорема 20. (Дирихле) Для любого действительного числа 
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 и произвольного 
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Теорема 21. (Обобщение теоремы Дирихле) Пусть 
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Теорема 18 показывает, что для любого действительного числа 
[image: image448.wmf]a

 существует бесконечное множество рациональных чисел 
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, таких, что 
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причем в качестве 
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 можно взять любую подходящую дробь к 
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. Оказывается, в этом неравенстве можно заменить постоянную 1, стоящую в числителе, другой более маленькой величиной, то есть на постоянную с=
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 и она наилучшая. Так как для меньших значений с неравенство 
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 осуществляется уже для конечного числа дробей 
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Теорема 22. (Гурвиц) Для любого действительного числа 
[image: image456.wmf]a

 существует бесконечное множество рациональных дробей 
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Существенные обобщения теоремы 22 были даны в работах А.А. Маркова.





Упражнения.
№ 1. Разложите в цепную дробь и замените подходящей дробью с точностью

         до 0,001 следующие числа:
1) 
[image: image459.wmf]3

,  2) 
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,  3)
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№ 2. Найдите действительные числа, которые обращаются в данные цепные 
         дроби:
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