
 
 
 
 
 

2004  ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №28 
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Данг Хань Хой 

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ЭВОЛЮЦИОННЫХ СИСТЕМ ЕСТЕСТВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ НА МНОГОМЕРНОМ ТОРЕ 

In the paper periodic solutions of some nonlinear evolutionary equations over multidimensional torus are 
stadied. The obtained results would be fruitful for simulation of time–periodic processes in various technical 
control systems. 

В работе рассматривается задача о периодических решениях уравнений  
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)δ( += diA  — так называемый естественный дифференциальный оператор на Х, 
 — оператор на Х, удовлетворяющий условию Липшица с константой h. Рас-

смотрены случаи, когда Х есть n-мерный тор  Полученные результаты полезны для 
моделирования периодических процессов в различных управляемых технических системах.  
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Настоящая статья продолжает работу [1].  
Обозначим через X n-мерное риманово многообразие класса , которое всегда 

предполагается ориентированным и замкнутым. Пусть  — 

комплексифицированное кокасательное расслоение многообразия X, ,  — про-
странство гладких дифференциальных форм и пространство Соболева дифференциальных 
форм над 
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X  соответственно (см. [2]),  — внешний дифференциальный оператор, а 
 — его формально сопряженный оператор относительно скалярного произведения в 
, индуцированного римановой структурой на X. Известно что 

d
*δ d=
)ξ(∞C )δ( +d  — эллиптиче-

ский дифференциальный оператор первого порядка. 
Рассмотрим случай, когда nnn ZR )2(=Π=Χ  является n-мерным тором. В этом слу-

чае значения 
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где ,  — вещественные числа, являются собственными числами оператора 1η ±= λ,0≠a

aA
t
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=  на пространстве  Причем, эти собственные числа имеют 

конечную кратность, и им соответствует ортонормированный базис собственных векторов 
(см.[3]). Спектр  оператора L есть замыкание  которое лежит на мнимой оси и 
совпадает с  (т.е. множество чисел  всюду плотно на мнимой оси). Предположим, 

что   тогда определен обратный оператор  но этот опе-

ратор не ограничен, так как ряд Фурье для элемента  содержит малые 
знаменатели . 
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Пусть числа  фиксированы. Все величины, зависящие от этих чисел, будем счи-
тать постоянными. Для положительных чисел  и  через  обозначим множество 

таких положительных чисел b, для которых при всех  и  выполнено нера-
венство 
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Через  обозначим объединение по  множеств  Если неравенство (2) 
выполнено для некоторого b при всех  и k, то оно выполнено и при  откуда по-

лучаем необходимое условие непустоты множества :  
Обозначим наименьшее значение величины 
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дует, что . Будем считать, что число  удовлетворяет условию 
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Теорема 1. Пусть оператор L  задан выражением (1),  для всех целых  и 
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Следствие 1. Если для некоторого значения b  выполнены условия теоремы 1, то при 

всех ,  удовлетворяющих неравенству 0ε > ,
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AMh  существует единствен-

ное периодическое решение уравнения (1) с периодом .  b
Следствие 2. Если  то для почти всех  существует  такое, что при ус-

ловии  существует и притом единственное периодическое решение уравнения (1), 

при этом 
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Обозначим через  множество, состоящее из чисел  для которых выполнено 

неравенство 
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место утверждение о существовании и единственности периодического решения при всех 
. Изучим сначала свойства множества  
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Теорема 2. Множество  принадлежит отрезку  где )(σ CA ],,0[ 1p
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замкнутым нигде не плотным множеством, инвариантным относительно отображений 
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n
bb →  для всех натуральных  Для заданного отрезка .n ],[ lpp +  длины  и  мера 

Лебега множества  положительна при условии 
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Следствие 3. Множество  является множеством полной меры, т.е. его дополнение 

на полупрямой  является множеством нулевой меры. 
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Если  то множество  представляет собой объединение полуинтервалов |,λ| 3 ≤K )(1 KB
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Из теоремы 2 (при AMhC 2ε0= ) и леммы 1 вытекает следующая 
Теорема 3. Если  достаточно малое положительное число, то множество  яв-

ляется замкнутым, ограниченным и нигде не плотным множеством положительной меры. 
0ε )ε( 0B

В частном случае рассмотрим уравнение вида 
 ),(ε)λ)(1( uHuiL =−+Δ−  ,λ R∈   (4) 
где L  и H  описаны выше, а  — оператор Лапласа. Очевидно, у Δ )1( +Δ−  существует об-

ратный оператор  который является интегральным оператором вида 

 Поэтому уравнение (4) может быть сведено к общему уравнению 

вида (1).  
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