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The paper investigates the question formulated by O.V.Belegradek: “Whether the expressive power of the first-order logic language changes if the database is considered over the universum, which is non-ordered random graph?” For ordered random graphs the expressive power growth takes place independently of the database signature. It is shown that for the databases, which signature contains more than one-place predicates, the expressive power growth also takes place: one can assume =-generic query which can be recorded using the universum relations and can’t be recorded without them.
Введение

Типичной моделью базы данных со времен Кодда является реляционная модель, в которой база данных мыслится как собрание конечного числа конечных таблиц [1,2]. Эта модель реализуется в большинстве существующих средств управлениями базами данных и в предлагаемых ими языках запросов.

Итак, база данных — конечная совокупность конечных таблиц. Таблицы можно считать конечными отношениями, названия которых образуют конечную сигнатуру 
[image: image1.wmf]X

 — схему базы данных, а элементы таблиц берутся из какого-либо фиксированного множества A. Хотя количество таблиц и количество элементов в каждой из них конечно, но эти количества могут быть сколь угодно большими, поэтому множество A следует считать бесконечным. Таким образом, базу данных можно считать алгебраической системой 
[image: image2.wmf]D

 сигнатуры 
[image: image3.wmf]X

, носитель которой — конечное подмножество A.

Для извлечения информации из базы данных, как правило, используются языки первого порядка. И используются они для построения запросов. Эта традиция тоже восходит к Кодду, который в качестве языка запросов предложил использовать язык реляционных выражений, практически эквивалентный языку логики предикатов первого порядка.

В простейшем случае запросы являются замкнутыми формулами первого порядка, а информация, которую можно извлечь с помощью таких запросов: обладает база данных каким-то свойством или нет. Хорошо известно, что не всякое свойство алгебраических систем может быть записано такими формулами, более того, нельзя записать многие простейшие вещи. Например, если сигнатура базы данных содержит только один одноместный предикатный символ P, то невозможно записать в этой сигнатуре формулу первого порядка, выделяющую в точности те базы данных, в которых количество элементов отношения P является четным (см., напр., [3]).

Один из путей, который помог бы преодолеть это ограничение, состоит в следующем [4]. Обычно над множеством A, элементы которого используются для построения базы данных 
[image: image4.wmf]D

, определены какие-либо стандартные отношения, образующие сигнатуру 
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. Например, если 
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, то над множеством натуральных чисел 
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 в качестве таких отношений можно использовать операции сложения и умножения. Таким образом, элементы, составляющие 
[image: image8.wmf]D

, являются элементами некой алгебраической системы 
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 сигнатуры 
[image: image10.wmf]S

, называемой универсумом. Возможно, что если в языке запросов использовать не только отношения сигнатуры базы данных 
[image: image11.wmf]X

, но и отношения универсума 
[image: image12.wmf]S

, то тогда можно будет записать какие-то свойства, которые нельзя записать запросами в сигнатуре 
[image: image13.wmf]X

. Разумеется, речь должна идти не о связи отношений из 
[image: image14.wmf]X

 и 
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, а только о свойствах отношений из 
[image: image16.wmf]X

. 

Возникает вопрос, расширяет ли использование знаний универсума выразительные возможности языка запросов. С этой точки зрения различные теории рассмотрены в работах [4-6].
Примером универсума, в котором линейный порядок не выразим, является случайный граф. Как известно, если в качестве универсума используется упорядоченный случайный граф, то выразительная сила языка логики первого порядка возрастает по сравнению с просто линейно упорядоченным универсумом. В частности, вопрос о четности мощностей конечных множеств можно записать в виде формулы [7]. 
О.В.Белеградек поставил вопрос о том, возрастает ли выразительная сила языка первого порядка, если в качестве универсума используется неупорядоченный случайный граф. Данная статья посвящена детальному изучению этого вопроса.
1. Определения
Пусть ( — теория сигнатуры (. Пусть ( — конечная предикатная сигнатура, не имеющая общих символов с (. Будем называть ( сигнатурой базы данных. Запрос (формулу первого порядка) в сигнатуре 
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 мы называем расширенным, в сигнатуре ( — ограниченным. Если C — модель T, 
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 — интерпретация символов из сигнатуры ( над системой C, то 
[image: image19.wmf]B

 называется состоянием в 
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. Состояние 
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 называется конечным, если интерпретации всех символов из ( конечны. Запрос называется =-генерическим относительно конечных состояний (или просто =-генерическим), если для любого конечного состояния 
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 из истинности запроса в 
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 следует его истинность в 
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 для любого изоморфного 
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 состояния A. 
Определение 1 [5,8]. Если каждый =-генерический расширенный запрос эквивалентен на конечных состояниях некоторому ограниченному запросу, то это свойство теории называется трансляционным результатом (collapse result), иначе говоря, в теории выполняется трансляционная теорема (collapse theorem).
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Рассмотрим бесконечный граф 
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, где V — множество вершин графа, E — двухместное отношение на V — множество ребер.

Определение 2. Граф 
[image: image28.wmf]G

 называется случайным (random graph), если для любых конечных множеств вершин A, B, C, D, 
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, существует вершина x такая, что
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Очевидно, что любой случайный граф бесконечен. Любые два счетных случайных графа без петель изоморфны, следовательно, теория случайных графов 
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 полна. Также известно, что эта теория допускает эффективную элиминацию кванторов и, значит, разрешима.

Будем изучать трансляционную теорему для теории 
[image: image35.wmf](
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2. Диадические сигнатуры
Покажем, что если сигнатура базы данных не является монадической (т.е. содержит хотя бы один предикатный символ местности 2 или больше), то трансляционная теорема места не имеет.

Теорема 1. Теория 
[image: image36.wmf](
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 не обладает трансляционным результатом, если сигнатура базы данных содержит хотя бы один двухместный предикатный символ.

Доказательство. Пусть сигнатура ( состоит из одного двухместного предикатного символа 
[image: image37.wmf])
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. Напомним, что активной областью предиката 
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 называется множество, составленное из элементов, которые участвуют в отношении 
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. Понятно, что существует формула 
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 сигнатуры 
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, выделяющая активную область 
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.

Покажем, например, что существует расширенный запрос, выражающий следующее свойство: «
[image: image43.wmf]P

 является нестрогим линейным порядком, и активная область 
[image: image44.wmf]P

 содержит четное количество элементов».
Действительно, этот запрос задается формулой
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где 
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 обозначает конъюнкцию аксиом нестрого линейного порядка (их конечно много).
Как известно, если P — линейный порядок, то никакой ограниченный запрос четность числа элементов 
[image: image48.wmf]P
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 выразить не может. Следовательно, уже для сигнатуры, состоящей из одного двухместного предикатного символа, трансляционная теорема места не имеет.
3. Монадические сигнатуры
Теперь докажем, что если база данных обладает монадической сигнатурой (т.е. все ее отношения являются одноместными), то использование случайного графа не увеличивает выразительной силы языка первого порядка. В частности, нельзя ответить на вопрос о четности мощности какого-либо множества.

Если сигнатура ( базы данных состоит из n унарных предикатных символов, то в любой алгебраической системе сигнатуры ( значения разбивают носитель в общем случае на 
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 непересекающихся частей. Поэтому всегда можно считать, что вместо монадической сигнатуры базы данных 
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 мы оперируем с монадической сигнатурой 
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 такой, что предикаты, означаемые символами 
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 не пересекаются. Предикат 
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 соответствующий ложности всех 
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 очевидно, не нужен.
Легко показать, что любой запрос в сигнатуре 
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 эффективно транслируется в запрос сигнатуры 
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. Действительно, для этого достаточно каждую атомную формулу вида 
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 заменить на дизъюнкцию формул 
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 где дизъюнкция берется по тем j, для которых 
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 Обратное преобразование так же легко осуществимо: если есть формула сигнатуры 
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 то она преобразуется в формулу сигнатуры ( с помощью замены каждой атомной формулы вида 
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 на конъюнкцию формул вида 
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 и 
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. Таким образом, мы можем ограничиться рассмотрением только формул сигнатуры 
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Рассмотрим произвольное свойство (  баз данных, которое не выразимо ограниченными формулами. Пару алгебраических систем 
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 и 
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 сигнатуры 
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 будем называть 
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 обладает свойством (, 
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 — не обладает, а мощности 
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 и 
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 равны, если 
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, и отличаются на 1, если 
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. Мощность предиката 
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 в 
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 будем называть различающей мощностью пары.
Теорема 2. Для любого свойства (, не выразимого ограниченными формулами, существует 
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, для которого существуют 
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-пары сколь угодно большой различающей мощности.

Доказательство. Допустим, что это не так, и для некоторого свойства (  такого 
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 не существует. Это означает, что для каждого j различающая мощность 
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-пар ограничена некоторым числом 
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. Так как различных j конечно много, то существует наибольшее из этих 
[image: image83.wmf]j

M

. Обозначим его M.  
Очевидно, что количество (неизоморфных) алгебраических систем сигнатуры 
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Ω'

 в которых каждый из предикатов имеет мощность, не превышающую 
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, конечно. Следовательно, существует запрос 
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, который распознает свойство ( для таких систем.
Рассмотрим произвольную алгебраическую систему сигнатуры 
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 в которой есть предикаты с мощностью, большей 
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Пусть, например, 
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 отбрасыванием произвольного элемента и 
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Пара систем 
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[image: image96.wmf]1

+

M

, что невозможно. Значит, система 
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 обладает или не обладает свойством ( одновременно с 
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Указанную процедуру можно продолжать до тех пор, пока 
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 В конце концов получим 
[image: image106.wmf],

1

R

¢

 для которого 
[image: image107.wmf].

1

1

+

=

¢

M

R

 Аналогично можно сократить и количество элементов во всех 
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 В этом случае получим систему 
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 тогда и только тогда, когда этим свойством обладает 
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Рассмотрим формулу 
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 заменой каждой атомной формулы вида 
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 Здесь длина набора 
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 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]
Пусть формула 
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Рассмотрим, наконец, формулу ( :
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Такая формула будет определять свойство 
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 для любых конечных алгебраических систем сигнатуры 
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. Но согласно условию теоремы это невозможно. 

Таким образом, исходное предположение неверно, и искомый номер 
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 всегда существует. Теорема доказана.

Теперь мы можем доказать трансляционный результат для теории случайного графа, когда сигнатура базы данных является монадической.
Теорема 3. Если свойство ( алгебраических систем сигнатуры 
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, то оно не может быть выражено и формулами сигнатуры 
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 с m кванторами. Согласно предыдущей теореме для свойства ( существует номер 
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 повторитель всегда может выиграть.
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Каждый элемент, выбранный из одного из множеств 
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 показывают, как соотносятся элементы части с элементами 
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По индукционному предположению считаем, что для всех отношений 
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, мощность которой в системах различается на 1. Считаем также, что мощность неравной части в обеих системах превышает 
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Предположим, что разрушитель делает очередной ход 
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Осуществим в системе 
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 разобьем так, чтобы три меньшие части имели такой же размер, как и в 
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Теперь остается только в системе 
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Согласно определению случайного графа такой элемент 
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 существует. Для этого элемента выполняются оба условия, использованные в качестве индукционного предположения.

Очевидно, сделав таким образом m ходов, повторитель выиграет. Следовательно, системы 
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 не могут различаться формулами первого порядка с m кванторами в сигнатуре 
[image: image224.wmf]Σ

Ω

È

¢

. Значит, наше предположение неверно.
Заключение
Итак, нами установлено, что выразительная сила языков запросов первого порядка для баз данных в упорядоченных и неупорядоченных случайных графах имеет отличия. Если для упорядоченных случайных графов увеличение выразительной силы при переходе от ограниченных запросов к расширенным имеет место даже для баз данных, содержащих одно одноместное отношение [7], то для неупорядоченных графов необходимым условием этого является наличие в базе данных как минимум одного двухместного символа. Для монадических баз данных в неупорядоченных случайных графах трансляционная теорема выполняется.
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