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In this paper we study periodic solutions of some linear  evolution second–order equations over a sphere. The set of 
parameters, under which there exists a unique periodic solution of this problem, is shown to be a measurable set of full Lebesgue 
measure. The obtained results could be used for investigation of  wave propagations on a spherical surface. 
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Итак, задача (1), (2) сводится к задаче о перио-
дических решениях для уравнения 
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Считаем, что дифференциальный оператор 
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),1(λ −+−= nkkk  ,  и им соответствует 
ортонормированный базис собственных функций 

 (см., напр., [1]). 
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Заметим, что оператор Лапласа  является 
формально самосопряженным относительно скаляр-
ного произведения 
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. Поэтому в дальнейшем для получения утвержде-
ний о непустоте такого множества или его части воз-
никает требование, чтобы  было достаточно ма-
лым, а  — достаточно большим. Через  обозна-
чим объединение по  множеств .  

)(σ CA

σ

C
σ σA

0>C )(σ CA
Теорема 1. Множества  — борелев-

ские. При этом  является множеством полной ме-

ры, т.е. его дополнение на полупрямой  имеет ну-
левую меру. 

σσ ),( ACA

σA
+R

Теорема 2. Пусть функция  задана на 

 и такова, что функция  непрерывна 

на , 

),( yxg
nn SS × ),(Δ2 yxgx

nn SS × )(  1,σ0 σ CAb∈<< . Тогда определен 

обратный оператор 1−L  и  есть компактный 
оператор. 

GL o1−

Доказательство. Так как  то ),(σ CAb∈
Zmkkmkm ∈≥∀≠′≠ ,0  λλλ,λ  и определен обрат-

ный оператор 1−L , его выражение имеет вид (3). За-
метим, что  

0
)1)1((

)1(lim 222

4σ4
=

+−+
+ +

∞→ nkk
k

k . 

Поэтому для заданного положительного числа  
существует  такое, что для всех  

0ε >
00 >k 0kk >

.
)2(

ε
)1)1((

)1(
2

42

222

4σ4

M
C

nkk
k

<
+−+

+ +
 

Обозначим  . ν,ν),(ν 21
1

00 kk QQtxL +=− uG=ν
Здесь  

,
)λλ)(λλ(

ν
ν

0

01 ∑
≤ −′−

=
kk

kjm
kmkm

kjm
k eQ  

.
)λλ)(λλ(

ν
ν

0

0 2 ∑
> −′−

=
kk

kjm
kmkm

kjm
k eQ  

Заметим, что при 0kk ≤  

.0
λ)1(π2

1lim 2 =
−−+±

∞→

nkka
b
m

m  

Поэтому существует положительное целое  такое, 
что для любого 

0m

0, mmm >  для всех 00, kkk ≤≤ , 

,ε
λλ

1
2 Mkm

<
−

 .ε
λλ

1
2 Mkm

<
−′

 

Рассмотрим оператор . Здесь ννν ''
0

'
00 111 kkk QQQ +=

,
)λλ)(λ(

ν
ν

00

'
0

,
1 ∑

≤≤ −′λ−
=

mmkk
kjm

kmkm

kjm
k eQ  

.
)λλ)(λλ(

ν
ν

00

''
0

,
1 ∑

>≤ −′−
=

mmkk
kjm

kmkm

kjm
k eQ  



2008 ВЕСТНИК НОВГОРОДСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  №46 
 

 35 
 

Мы имеем 
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Это значит, что ε20
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Так как  произвольно, оператор  есть 
предел последовательности компактных операторов, 

и поэтому этот оператор компактен. Теорема дока-
зана. 
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Исследуем вопрос о разрешимости задачи (1), 
(2) при фиксированном значении параметра ν . Для 
этого нам будет нужно изучить структуру плоского 
множества , состоящего из пар  та-

ких, что 
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Теорема 4. Множество E  – измеримое множе-
ство полной меры на . +×RC

Из теоремы 4 вытекает следующее важное 
Следствие. Для почти всех  задача (1), 

(2) имеет единственное периодическое решение для 
почти всех значений периода . 
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Доказательство теорем 3, 4 и следствия прово-

дится так же, как в работе [2].  
Пользуясь случаем, автор выражает свою ис-

креннюю благодарность проф. Е.Ю.Панову за внима-
ние к работе. 
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