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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, ПОРОЖДЕННЫЕ СВЕРТКОЙ КОСИНУС-
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Институт электронных и информационных систем НовГУ 

In this paper a class of integral convolution transforms and their applications to solve of the linear integral equations is 
considered. 

 
Введение 

Уравнения типа свертки являются одним из 
важнейших математических средств решения разно-
образных прикладных задач. Они применяются в раз-
личных областях математической физики и приклад-
ной математики, техники и экономики.  

Решение интегральных и интегро-дифференци-
альных уравнений типа свертки основывается на при-
менении интегральных преобразований, которыми 
простые уравнения непосредственно сводятся к ли-
нейным алгебраическим уравнениям, а более сложные 

— к линейным краевым задачам аналитических функ-
ций [1]. 

Данная работа посвящена рассмотрению инте-
гральных преобразований, в основе которых лежит 
свертка косинус-преобразования Фурье, определяе-
мая посредством равенства 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) τ,τττ*
0

dftktktkf ccc ∫
∞

−++= .+  ∈Rt   (1) 

Она обладает факторизационным свойством 
( )[ ]( ) ( )( )( )( ).VV*V ccc xfxkxkf ccc =  
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Свертка косинус-преобразования Фурье была 
впервые введена в работе [2]. 

Если одну из функций в равенстве (1) зафикси-
ровать, например ( )tk , то мы получим интегральное 
преобразование сверточного типа  

,)(: ccc kffAL ∗ℑ→  
где  — некоторый оператор (чаще всего дифферен-
циальный). Функция 

ℑ
( )tk  будет при этом называться 

ядром этого интегрального преобразования. 
Впервые преобразования, порожденные сверт-

кой (1), были рассмотрены Ву Ким Туаном [3]. В ра-
боте [4] автором были получены результаты с диффе-
ренциальными операторами более общего вида. 

Результаты 

В [3] была доказана 
Лемма 1. Пусть ( ) ( ) ( )+∈ R2, Ltktf , тогда 

справедлива формула Парсеваля 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,  cosVV
π
4ττττ c

0
c

0

xtdxfkdftktk ∫∫
∞∞

=−++  .+∈Rt  

На основе этой леммы в [4] автором представ-
лена 

Теорема 1. Если  и ( ) ( ) ( )+∈ R2, Ltktf
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то формула 
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определяет почти всюду функцию ( ) ( )+∈ R2Ltg  та-
кую, что 

( ) ( ) .22 ++
= RR LL gf  

Кроме того почти всюду справедлива формула обра-
щения 
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По аналогии с работой [3] функцию ( )tk , 

удовлетворяющую равенству (2), назовем симмет-
ричным косинус-ядром Фурье с характеристическим 
полиномом . Очевидно, что при рассмотрении 
ядер данного вида подразумевается, что косинус-

преобразование Фурье функции 

( )yrn

( )yrn
2
1  существует. 

На основе леммы 1 и теоремы 1 нетрудно дока-
зать следующее свойство симметричных косинус-
ядер Фурье [4]. 

Теорема 2. Пусть ( )tk1  и  — симметрич-
ные косинус-ядра Фурье с характеристическими по-

линомами  и  со-

ответственно. Тогда 
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является симметричным косинус-ядром Фурье с ха-
рактеристическим полиномом , . ( )ylρ 1, ≥nl

С точки зрения приложений более интересным 
классом интегральных преобразований, порождаемых 
сверткой косинус-преобразования Фурье, являются 
преобразования с несимметричными ядрами, условия 
существования которых представлены в следующих 
теоремах. 

Теорема 3. Пусть ( )xk~  и ( )xh~  — ограничен-

ные функции на  такие, что +R ( ) ( ) .
π
4~~
2=xhxk  Функ-

ции ( )tk1  и ( )th1  являются косинус-преобразованиями 
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ограниченны в ( )+R2L  и взаимно обратны друг другу. 

Теорема 4. Пусть ( )xk~  и ( )xh~  — ограниченные 

функции на  такие, что +R ( ) ( ) .
π
4~~
2=xhxk  Функции 
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ограниченны в ( )+R2L  и взаимно обратны друг другу. 
Доказательства теорем 3 и 4 абсолютно анало-

гичны доказательству теоремы 1. Сходимость инте-
гралов в теореме 4 достигается вследствие равенства 
порядков полиномов  и . ( )xrn ( )xnρ

Примеры 

Пусть ( ) ( )
π
2~~ ≡≡ xhxk  и . Пользуясь 

справочником интегралов и рядов [5], получаем сле-
дующие приложения полученных результатов к ре-
шению линейных интегральных уравнений.  

+∈Rba,

Рассмотрим пару ядер 
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Интегральные преобразования с данными ядрами 
имеют вид 

здесь ba ≠ . 

Выводы 
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Результаты, представленные в данной работе, 
позволяют находить аналитические решения ряда 
линейных интегральных уравнений сверточного типа, 
встречающихся, например, при математическом мо-
делировании различных процессов.  
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