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МЕТОДИКА ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ В ШКОЛЕ

Часть II. МЕТОДИКА ОБУЧЕНИЯ МАТЕРИАЛУ 
СОДЕРЖАТЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ 
«ЧИСЛА И ВЫЧИСЛЕНИЯ», 
«ВЫРАЖЕНИЯ И ИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Содержательные линии школьного курса математики
Основными содержательными линиями школьного курса математики являются:

· числа и вычисления;

· выражения и их преобразование;

· функции;

· уравнения и неравенства;

· вероятность и статистика;

· начала математического анализа;

· геометрические фигуры и их свойства;

· измерение геометрических величин;

· координаты и векторы.

Эти линии являются сквозными (то есть пронизывают весь школьный курс), взаимосвязанными (без изучения чисел невозможно изучать понятие числовой функции, свойства функций помогают решать уравнения и неравенства и т. д.), взаимозависимыми (непонимание вопроса в какой-нибудь линии ведет к формальному усвоению материала других линий), взаимопроникающими (зачастую не совсем ясно, к какой из линий следует отнести конкретный материал). Изучение ведущих понятий каждой линии идет по восходящей спирали. Сначала осуществляется пропедевтика понятия: учащиеся знакомятся с ведущим понятием и некоторыми сопутствующими ему понятиями на наглядно-интуитивном уровне через решение простейших задач. Затем выстраивается пропедевтический курс, в котором дается определение ведущего понятия линии исторически более раннее (например, функция определяется как зависимость значений одной переменной величины от другой) и, безусловно, адаптированное на определенную возрастную группу; определяются некоторые сопутствующие понятия и решаются простейшие задачи основных видов. И, наконец, как правило в старшей школе, даются строгие формальные определения ведущего и сопутствующих понятий, формулируется и доказывается ряд свойств, строго обосновываются решения задач основных видов. В последующем происходит расширение каждого класса задач за счет повышения уровня сложности и включения элементов новых знаний. Профессиональные умения учителя выстраивать обоснованную сквозную систему упражнений по каждому из проблемных вопросов содержательной линии и методически грамотно осуществлять работу над задачным материалом способствуют формированию у учащихся системы знаний и осознанных умений по их применению. Интерес представляют также комплексные упражнения, при решении которых учащиеся начинают осознавать взаимосвязь и взаимопроникновение материала различных содержательных линий и общие подходы к решению ряда математических задач.
Начнем с рассмотрения линий «Числа и вычисления», «Выражения и их преобразования».
§ 1. ПОНЯТИЕ «ВЫРАЖЕНИЕ» В МАТЕМАТИКЕ
Язык школьной математики

Алфавит школьного математического языка состоит из цифр десятичной системы счисления, букв родного, латинского и греческого алфавитов, знаков арифметических  и алгебраических операций, знаков отношений, специальных обозначений вида 
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Язык школьного предмета математики должен удовлетворять ряду требований. При построении слов и предложений языка должны использоваться определенные правила. К этим правилам относят правила логического вывода, законы действий, свойства математических понятий и т. д. Когда эти правила нарушаются, то говорят, что не соблюдаются требования синтаксиса. Так, например, следующие слова и предложения математики «
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» построены с нарушением требований синтаксиса.

Соблюдение требований семантики сводится к соблюдению правил, на основе которых приписываются значения и смысл выражениям математического языка. Например, выражение 
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 может рассматриваться на каком-либо числовом множестве, на множестве геометрических фигур оно смысла не имеет, выражение 
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 не имеет смысла на множестве действительных чисел.
Учитывая семантические требования, можно оценивать предложения. Например, оценкой высказывания может быть «верно», «неверно», оценкой определения – «корректно», «некорректно». 

Важнейшими элементами математического языка являются имена и переменные. «Число», «угол», «функция» и т. д. – это имена объектов, «параллельно», «равно», «больше» – это имена отношений между объектами.
Необходимо в каждом конкретном случае различать, относится ли термин к сущности объекта или только к его названию. Так, выражения 
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 имеют значение 
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 и каждое из этих выражений есть имя числа 
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. Такие выражения называют константами, а то, что они означают, – их значениями. Константы могут быть разные, а значение иметь одно и то же. Значит, имя имеет форму (константу) и содержание (значение константы). Подход, требующий различения формы и содержания понятий, прослеживается на протяжении всех лет обучения в школе. Когда выполняются арифметические и алгебраические операции над числами и выражениями, надо помнить, что они выполняются над значениями чисел и выражений.
Переменная в математике – это любой символ, чаще буква, вместо которой логично что-то подставлять. Это «что-то» выбирается из множества, с которым мы работаем (числа – в арифметике и алгебре, фигуры в геометрии и т. д.). Если рассматривается выражение 
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 могут быть переменными. Учитывая условия задачи, необходимо в каждом конкретном случае оговаривать, какая или какие буквы являются переменными. В выражении это те буквы, вместо которых будут подставлять значения. Выражение после подстановки значений переменной должно иметь смысл.
Итак, понятие переменной заключает в себе обязательное соблюдение следующего условия: объявляя букву переменной, надо указывать то множество значений, которое эта переменная пробегает.
Понятие «выражение» в математике 

и в школьном курсе математики

В математике под выражением понимается любая конечная совокупность символов алфавита. Это и просто числа или буквы, и действия над числами, и формулы, и уравнения, и неравенства. Выражения должны удовлетворять синтаксическим требованиям, то есть они должны быть правильно записаны и иметь смысл. Для арифметическо-алгебраического выражения последнее означает, что оно должно иметь значение. Различные выражения в зависимости от определенных условий получили специальные названия. Соподчиненность выражений можно представить в виде схемы:

В приведенной схеме справа рассматриваются выражения с одной переменной. Аналогично можно рассматривать выражения с двумя переменными. Тогда речь пойдет о функции двух переменных и двуместном предикате. И так далее.

В школьном курсе математики термином «числовое выражение» обозначают по приведенной выше схеме выражение без переменной и без знака отношения. Термином «буквенное выражение» обозначают выражение с переменной или переменными без знака отношения. Когда хотят подчеркнуть, что исследованию подлежит зависимость значения выражения от значения входящих в него переменных, то используют термин «функция» и специальную форму записи в виде формулы (например, 
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). Чтобы учащиеся не считали формулу, задающую функцию одной переменной, уравнением с двумя переменными, в текстах задач делаются специальные оговорки. Однако лучше все-таки для функций использовать обозначение 
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Поскольку в курсах алгебры и алгебры и начал анализа мы имеем дело с разными видами выражений, то в изучаемом по каждой линии материале есть принципиально важные общие моменты, которым следует уделять особое внимание. Перечислим их.
1. Нахождение числового множества, на котором выражение данного вида имеет смысл: область допустимых значений выражения, область определения функции, область определения уравнения, область определения неравенства.

2. Преобразование выражений на основе соответствующих законов, свойств. Если преобразуется выражение без знака отношения, то говорим о тождественных преобразованиях, если со знаком отношения – то о равносильных преобразованиях. В тех случаях, когда производятся тождественные преобразования одной из частей уравнения или неравенства, то соответствующий предикат считается неизменным. Например, уравнения 
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 считаются не просто равносильными, а одинаковыми.

3. Выделение преобразований, которые не являются тождественными или равносильными. Применение таких преобразований может привести к изменению области определения выражения и к появлению посторонних решений, либо потере решений (в уравнениях и неравенствах). Разработка положений, которых надо придерживаться, если такие преобразования пришлось выполнять.
4. Демонстрация взаимосвязи между различными видами выражений и ее использование при решении задач. Например, использование свойств функций при решении уравнений и неравенств и, в свою очередь, решение неравенств при нахождении области определения некоторых функций и уравнений при нахождении нулей функции.

Скрупулезное прослеживание указанных моментов при изучении различных видов выражений поможет учащимся осознать единство изучаемого материала и получить представление о системе математических знаний.
§ 2. ИЗУЧЕНИЕ ЧИСЛОВЫХ СИСТЕМ 
В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ МАТЕМАТИКИ
Схемы развития понятия «число» 
в математике и в школьном курсе математики
Понятие «число» относится к основным понятиям математики. В математической науке существуют различные теории построения каждого числового множества. Так, для построения арифметики натуральных чисел используются аксиоматический или теоретико-множественный подход. При построении теории дробей наиболее распространенной является теория пар, в которой дробные числа определяются как числовые пары 
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, состоящие из двух целых чисел 
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, взятых в неизменном порядке, причем второй компонент пары не может равняться нулю. Действительное число может быть определено либо через представление его в виде бесконечной десятичной дроби (школа Вейерштрассе), либо через построение фундаментальной последовательности рациональных чисел (школа Кантора), либо через построение сечения на множестве рациональных чисел (школа Дедекинда). В школьном курсе математики формально-логическое построение числовых множеств невозможно в силу ряда причин (возрастные особенности учащихся, уровень развития их мышления, запас имеющихся знаний, недостаток времени и т. д.). Построение арифметики натуральных чисел основано прежде всего на наглядности, построение арифметики целых и рациональных чисел, а также введение иррационального числа осуществляется путем расширения уже построенных числовых множеств. Принцип расширения множества 
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 до множества 
[image: image24.wmf]B

 определяется следующими условиями:
1) множество 
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 должно быть подмножеством множества 
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;

2) все операции, которые выполняются в 
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, определяются и в 
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, причем если применить эти определения к элементам А, то получим те же результаты, что и при выполнении операций по правилам, имевшим место в 
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; свойства операций, имевшие место в 
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, сохраняются и в 
[image: image31.wmf]B

;

3) в множестве 
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 выполняется операция, которая была невыполнима в А;

4) расширение 
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 должно быть минимальным из всех расширений множества 
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 и определяться однозначно с точностью до изоморфизма (напомним, что два множества называются изоморфными относительно какой-либо операции, если между ними можно установить взаимно однозначное соответствие таким образом, что это соответствие распространяется и на результаты операции).
Множество 
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 можно построить разными способами. Это может быть новое множество, которое строится независимо от множества 
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, но в котором затем выделяется подмножество, изоморфное множеству 
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 и отождествляемое с 
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. Ввиду большой абстрактности этот способ неприемлем для массовой школы. Второй способ состоит в том, что известное множество 
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 дополняется новыми элементами, в результате чего получается новое множество 
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. В дидактическом отношении этот способ более приемлем для школы, и именно он реализуется во всех действующих в настоящее время учебниках.
Объяснение вопросов, связанных с развитием понятия о числе, необходимо строить таким образом, чтобы учащимся была ясна связь понятий равенства, суммы, произведения, с одной стороны, и понятия числа – с другой. Нет понятия равенства, суммы, произведения без числа, нет также понятия числа без понятия равенства, суммы, произведения. Об этих четырех понятиях нельзя в школе говорить порознь. Они имеют смысл лишь в отношениях друг к другу.
Таким образом, для того чтобы новые числа были узаконены, необходимо введение определений:

I. 1) Понятия равенства.

2) Понятий «больше», «меньше», т. е. установление критерия сравнения новых чисел между собой и с ранее известными числами.

II. Понятия суммы.

III. Понятия произведения.

Надо показать также, что новые числа подчиняются всем законам арифметических действий, установленным для изученных раньше чисел.

В теоретических курсах понятия I, II, III вводятся путем определений, в школьном курсе математики надо показать целесообразность вводимых определений путем рассмотрения конкретных примеров.
Исторически вначале появились натуральные числа, нуль, затем положительные дроби, отрицательные числа и множество рациональных чисел и, наконец, иррациональные числа и множество действительных чисел: 
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 (историческая схема развития понятия «число»). В современной математике принята другая последовательность развития понятия числа: натуральные, целые, рациональные, действительные: 
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 (логическая схема). В подавляющем большинстве школьных учебников математики просматривается приверженность авторов исторической схеме развития понятия числа, объяснимая тем, что понятие дроби доступнее для детей, чем понятие отрицательного числа. Однако последовательность изучения чисел в школе сложнее, чем приведенные выше историческая и логическая схемы развития понятия числа. Это связано с тем, что для осознанного усвоения учащимися фундаментальных понятий математики развитие этих понятий должно происходить по восходящей спирали, одной из характеристик которой является многоэтапность. Основной в школе является следующая схема изучения чисел: 
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Многоэтапность изучения чисел связана также с тем, что для некоторых из них рассматриваются различные содержательные трактовки. Например, рациональное число представляется и как дробное 
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) и как бесконечная периодическая дробь, не имеющая 
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 периодом. Если последнее не оговорить, то для каждого целого числа и каждой конечной десятичной дроби будут существовать две различные записи в виде бесконечной периодической дроби. В подобных случаях в учебниках говорится о различных формах записи. Учащиеся знакомятся с тем, как осуществить переход от одной записи к другой и наоборот. 
Понятие «дробь» и «дробное число» отличаются друг от друга как элемент множества и множество, так как в математике дробное число представляется как класс эквивалентных дробей. Каждая из дробей, входящих в определенный класс эквивалентности, является представителем этого класса. В учебнике Виленкина Н. Я. это важное различие поясняется через понятие равенства, а именно подчеркивается, что две равные дроби есть различные обозначения одного и того же дробного числа.
Каждый этап развития понятия числа в школе состоит из двух частей: 1) мотивировка; 2) подтверждение.
Мотивировать необходимость изучения новых чисел можно либо опираясь на жизненный опыт учащихся, практические задачи, либо исходя из потребностей развития самой математики. Достигается это с помощью целесообразно подобранных задач. 

Подтверждение факта расширения связано прежде всего с соответствующими задачами. Например. Будет ли разность 
[image: image48.wmf]8
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 натуральным числом? Можно ли утверждать, что разность двух натуральных чисел есть всегда число натуральное? Можно ли утверждать, что разность двух натуральных чисел всегда есть число целое?

Большое значение в изучении чисел имеет использование координатной прямой. С помощью координатной прямой можно проиллюстрировать ряд свойств новых чисел, в частности, что одно и то же дробное число может быть записано равными дробями. После изучения действительных чисел говорится уже о числовой прямой, поскольку между действительными числами и точками координатной прямой устанавливается взаимно однозначное соответствие.
В 5–6 классах числовая линия превалирует над остальными содержательными линиями школьного курса математики. В этих классах формируются фундаментальные умения сравнивать, складывать, вычитать, умножать, делить целые числа и рациональные дроби, записанные в двух формах (обыкновенной и десятичной). Умения формируются не только на примерах, где требуется вычислить значение выражения, но и при решении уравнений, задач.
Порядок изучения целых чисел и обыкновенных дробей может быть в учебных пособиях различным. Авторы одних учебников придерживаются исторической схемы развития понятия числа, авторы других – логической. Кроме того, нет единого мнения о порядке изучения обыкновенных и десятичных дробей. Одни считают, что вначале следует изучать обыкновенные (традиционный подход), другие – вначале десятичные, потом обыкновенные, третьи придерживаются смешанного варианта, при котором изучение обыкновенных и десятичных дробей чередуется. Выбирая учебник, учитель выбирает тот вариант, по которому он будет работать. Сделать изучение чисел в 5–6 классах более понятным для учащихся помогают различные средства обучения.
Изучение материала числовой линии продолжается в 8 классе, когда вводится понятие «иррациональное число». В дальнейшем к этой линии специально не обращаются. Однако необходимо учитывать, что без качественных знаний материала числовой линии и соответствующих сформированных умений изучение остальных линий носит формальный характер. Кроме того, возрастные особенности 10–12-летних детей не позволяют им глубоко осмыслить и осознанно использовать законы действий над числами, правила, облегчающие вычисления и т. д. Поэтому к материалу числовой линии необходимо постоянно обращаться при изучении других линий, тем самым расширяя и углубляя знания учащихся по материалу числовой линии и в то же время раскрывая взаимосвязь ранее изученного и нового.
Для успешного формирования вычислительных умений, основа которых закладывается в 5–6 классах, а развитие – в 7–11 классах, следует запретить учащимся пользоваться калькулятором для вычислений на уроках математики. Использование его возможно только при изучении тем «Приближенные вычисления», «Решение треугольников» и в старших классах в тех случаях, когда громоздкие вычисления в задаче носят второстепенный характер.
Методические аспекты развития числовой линии в школе

Анализ работ учащихся, в частности, ЕГЭ, беседы с ними, наблюдения за их работой на уроках позволяют сделать следующие выводы.
1. Вычислительная культура у подавляющего большинства учащихся очень низка:
а) допускают ошибки при письменных вычислениях (в том числе на порядок действий);
б) не умеют и не желают считать устно;

в) не используют изученную теорию для рациональных вычислений.

2. Подавляющее большинство учащихся не видит разницы между иррациональным и рациональным числом, заменяя действия над иррациональным числом действиями над его приближениями.
3. Учащиеся не понимают, что все задачи алгебры и алгебры и начал анализа решаются над множеством действительных чисел. Отсюда проблемы с областью допустимых значений выражения, с решением уравнений и неравенств, нахождением области определения функции и другие. 
Непонимание ряда существенных моментов проявляется в том, что многие учащиеся считают правильным замену, допустим, числа 
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 на 
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 и т. д. Особенно заметны пробелы, связанные с числовой линией, в задачах на сравнение иррациональных чисел, записанных в различной форме (как с помощью знака радикала, так и с помощью знаков логарифма и тригонометрических функций).

Материал числовой линии, как впрочем, и других, позволяет учителю решать многие глобальные задачи обучения математике, связанные с развитием психических качеств личности. Увлекаясь самим содержанием материала, изучаемого в данный конкретный момент, зачастую забывают о необходимости осуществления: преемственности между изучаемыми вопросами; повторения ранее изученного материала на более высоком уровне и в связи с изучением нового; тесной взаимосвязи и взаимопроникновения основных математических понятий; систематичности изложения; методически грамотной подборки и обработки задачного материала; организации такой работы над теоретическим и задачным материалов, которая способствует более эффективному развитию внимания, мышления, памяти и других психических и нравственных качеств личности ребенка. 
Поскольку числовые выражения – это первый вид выражений, с которыми знакомятся учащиеся, то именно на числовых выражениях впервые обыгрываются все вышеперечисленные положения, а также те моменты, которые указаны в п. «Понятие «выражение» в математике и в школьном курсе математики». Такое «обыгрывание» можно эффективно осуществлять через задачный материал при изучении тем: «Выражения и их преобразования», «Многочлены», «Формулы сокращенного умножения», «Рациональные дроби», «Квадратные корни», «Прогрессии», «Корень 
[image: image55.wmf]n

-й степени».
Остановимся на тех вопросах, которым следует уделить больше внимания при изучении числовой линии, и приведем примеры основных видов заданий.

5–6 классы

1. Делить на нуль нельзя.

Необходимо пояснить учащимся, почему нельзя. Для любого натурального числа 
[image: image56.wmf]a

 не существует такого числа 
[image: image57.wmf]c

, чтобы выполнялось равенство 
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. При делении 
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 на 
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 можно было бы считать, что 
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, потому что 
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, но в этом случае частным могло быть любое число 
[image: image64.wmf]c

. Поэтому считают, что и 
[image: image65.wmf]0

 нельзя делить на 
[image: image66.wmf]0

.
Про числовые выражения, которые содержат деление на нуль, говорят, что они не имеют смысла, например, 
[image: image67.wmf])
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[image: image68.wmf]0
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. Аналогичные пояснения надо давать, переходя к рассмотрению действия деления для целых чисел, рациональных чисел. Вопрос «Имеет ли смысл выражение?» надо ставить перед учащимися уже в 5–6 классах.
Задание. Имеют ли смысл выражения:

а) 
[image: image69.wmf])
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б) 
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в) 
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г) 
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2. Порядок выполнения действий, применение законов действий к выполнению вычислений, основного свойства дроби, правила раскрытия скобок (то есть преобразование числовых выражений на основе соответствующих законов, свойств, правил).
Задания 
1) Укажите порядок действий в примерах и вычислите:

а) 
[image: image74.wmf]3
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б) 
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в) 
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г) 
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(В примерах, где присутствует запись дроби как в виде обыкновенной, так и в виде десятичной, обсудить вопрос, в каких дробях лучше выполнять вычисления и почему иногда возможно некоторые действия выполнять в десятичных дробях, а некоторые – в обыкновенных).
2) Поставьте вместо звездочек такие знаки действий, чтобы выполнялся порядок действий, указанный римскими цифрами. Можно пользоваться скобками.

а) 
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3) Не выполняя вычислений, ответьте, значение какого числового выражения больше:
а) 
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б) 
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4) Сократите дробь:
а) 
[image: image88.wmf]13
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г) 
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5) Вычислите устно, заменив действие деления чертой дроби и использовав основное свойство дроби:

а) 
[image: image94.wmf]5
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б) 
[image: image96.wmf]50
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6) Вычислите, раскрывая скобки только в тех случаях, когда это облегчает вычисления:

а) 
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7) Вычислите устно:

а) 
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3. Формирование грамотной речи.

Задания 
1) Прочитайте выражения, используя названия «сумма», «разность», «произведение», «частное», «квадрат» (числа, суммы, разности и т. д.):
а) 
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2) Запишите и вычислите:

а) сумму чисел 
[image: image125.wmf]49

 и 
[image: image126.wmf]54

;

б) квадрат суммы чисел 
[image: image127.wmf]5

 и 
[image: image128.wmf]4
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в) разность квадратов чисел 
[image: image129.wmf]5

 и 
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г) квадрат разности чисел 
[image: image131.wmf]5

 и 
[image: image132.wmf]3
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4. Понятие модуля числа.

Задания 

1) Вычислите:

а) 
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2) Сравните

а) 
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б) 
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3) Заполните пропуски:

а) 
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 – положительно;

б) 
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в) 
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4) Решите уравнение 
[image: image151.wmf]2
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7 класс

1. Преобразование числовых выражений с использованием законов действий и основного свойства дроби (повторение).
Задания

1) Вычислите устно:
а) 
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ж) 
[image: image157.wmf]25

484

×

     
[image: image158.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

12100

4

48400

:

Решение

;

2) Вычислите (в заданиях требуется найти значение числового выражения, в записи которого присутствуют все изученные числа в различных формах записи):


[image: image159.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

7

5

1

3

2

:

75

,

1

125

,

1

:

4

3

1

.

2. Применение изученного материала при вычислениях.

1) Сократите дробь:

а) 
[image: image160.wmf]24

21

21

21

21

21

5

5

5

5

5

5

+

+

+

+

;

б) 
[image: image161.wmf]15

15

14

13

12

11

11

2

2

2

2

2

2

2

+

+

+

+

+

;
в) 
[image: image162.wmf]2

2

3

3

68

68

73

73

68

73

+

×

+

-

.

2) Вычислите:

а) 
[image: image163.wmf]202

100

102

2

2

-

; 


г) 
[image: image164.wmf]2

1001

;
б) 
[image: image165.wmf]2

2

15

85

2

85

+

×

+

;

д) 
[image: image166.wmf]2

999

;
в) 
[image: image167.wmf]11

59

48

11

59

3

3

×

+

-

;

е) 
[image: image168.wmf]2

995

.
8 класс
В 8 классе завершается построение множества действительных чисел. Необходимо сформировать представление об иррациональных числах, показать различные формы записи иррациональных чисел, ввести правила сравнения и действий над иррациональными  числами, указать на наличие взаимно однозначного соответствия между точками числовой прямой и множеством действительных чисел.
1. Различные формы записи иррациональных чисел.

Задания
1) Запишите 
[image: image169.wmf]3

2

, 
[image: image170.wmf]7

3

 в виде бесконечной десятичной периодической дроби. Верно ли, что 
[image: image171.wmf]66

,

0

3

2

=

, 
[image: image172.wmf]67

,

0

3

2

=

, 
[image: image173.wmf]666666

,

0

3

2

=

? Приведите примеры бесконечных десятичных дробей, не являющихся периодическими.

2) Докажите, что 
[image: image174.wmf]2

 (
[image: image175.wmf]3

;
[image: image176.wmf]5

 и т. д.) иррациональное число (учитель может показать образец доказательства).

3) Имеет ли смысл выражение 
[image: image177.wmf]5

2

-

; 
[image: image178.wmf]2

3

-

; 
[image: image179.wmf]21

2

9

-

?

4) Верно ли равенство? Если неверно, то почему.

а) 
[image: image180.wmf]12

3

2

=

-

;
б) 
[image: image181.wmf](

)

(

)

2

2

1

5

5

2

1

-

=

-

;

в) 
[image: image182.wmf](

)

(

)

7

5

2

7

5

2

2

×

-

=

×

-


(при выполнении задания № 4 акцентируется внимание учащихся на том факте, что вносить под знак «
[image: image183.wmf]» и выносить из-под знака «
[image: image184.wmf]» можно только неотрицательный множитель).
2. Сравнение действительных чисел.
Операция сравнения действительных чисел часто является элементом решения задач. Затруднения у учащихся появляются при сравнении иррациональных чисел. Выделим основные приёмы сравнения положительных чисел, не отмеченных на числовой прямой.

Чтобы сравнить два положительных действительных числа, надо:
1. Сравнить цифры, стоящие в соответствующих разрядах в десятичной записи данных чисел.

2. Сравнить соответствующие десятичные приближения данных чисел.

3. Записать числа в виде дробей с одинаковыми знаменателями.

4. Сравнить дополнения данных чисел до единицы.

5. Определить знак разности данных чисел.

6. Указать числовой промежуток, которому принадлежит одно число, и числовой промежуток, которому принадлежит второе число.
7. Представить числа в виде дробей с одинаковыми числителями и сравнить знаменатели.

8. Сравнить частное чисел с единицей.

9. Последовательно выполнить одинаковые обратимые операции над числами и сравнить результаты.

10. Комбинировать различные приемы в особо сложных случаях.

Примеры на некоторые из этих приёмов

1) Сравните 
[image: image185.wmf]14

37

-

 и 
[image: image186.wmf]15

6

-

.

Рассмотрим разность 
[image: image187.wmf]=

+

-

-

15

6

14

37


[image: image188.wmf](

)

+

-

36

37



 EMBED Equation.3  [image: image189.wmf](

)

14

15

-

. Оба слагаемых в скобках положительные, значит, и их сумма положительна, то есть 
[image: image190.wmf]15

6

14

37

-

>

-

.

2) Сравните 
[image: image191.wmf]19

 и 
[image: image192.wmf]3

7

+

.
Числа положительные, поэтому сравним 

[image: image193.wmf]19

 и 
[image: image194.wmf]21

2

10

+

; 

[image: image195.wmf]9

 и  
[image: image196.wmf]21

2

; 

[image: image197.wmf]81

 и 
[image: image198.wmf]84

.

[image: image199.wmf]84

81

<

, 
все операции обратимы, значит, 
[image: image200.wmf]3

7

+

 > 
[image: image201.wmf]19

.

3) Сравните 
[image: image202.wmf]15

17

-

 и 
[image: image203.wmf]5

7

-

.


[image: image204.wmf]15

17

2

15

17

+

=

-

; 
[image: image205.wmf]5

7

2

5

7

+

=

-

.

[image: image206.wmf]5

7

15

17

+

>

+

. 
Значит, 
[image: image207.wmf]5

7

2

15

17

2

+

<

+

, то есть 
[image: image208.wmf]5

7

15

17

-

<

-

.
4) Сравните 
[image: image209.wmf]10

11

-

 и 
[image: image210.wmf]5

6

-

.
Числа положительные. Рассмотрим их частное 

[image: image211.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

10

11

5

6

5

6

10

11

5

6

5

6

10

11

10

11

5

6

10

11

<

+

+

=

+

+

-

+

+

-

=

-

-

, значит, 
[image: image212.wmf]5

6

10

11

-

<

-

.
5) Сравните 
[image: image213.wmf]1992

1990

+

 и 
[image: image214.wmf]1991

2

.

[image: image215.wmf](

)

(

)

=

-

-

-

=

-

+

1990

1991

1991

1992

1991

2

1992

1990


[image: image216.wmf]0

1990

1991

1

1991

1992

1

<

+

-

+

=

, так как 
[image: image217.wmf]1990

1991

1991

1992

+

>

+

, то есть 

[image: image218.wmf]1990

1991

1

1991

1992

1

+

<

+

. 

Значит, 
[image: image219.wmf]1991

2

1992

1990

<

+

.
3. Применение тождества 
[image: image220.wmf]x

x

=

2

.

Задания

1) Вычислите:

а) 
[image: image221.wmf](

)

2

2

1

-

;

б) 
[image: image222.wmf]3

2

4

-

;
в) 
[image: image223.wmf]5

4

9

5

4

9

+

-

-

.

2) Проверьте равенство:

а) 
[image: image224.wmf]1

5

6

14

5

4

9

=

-

+

-

;
б) 
[image: image225.wmf]2

3

4

7

3

8

19

=

-

-

-

.
4. Выполнение действий над иррациональными числами.

Задания

1) Выполните действия (вычислите):

а) 
[image: image226.wmf]3

2

2

3

4

8

3

5

3

2

2

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

×

-

×

;

б) 
[image: image227.wmf](

)

(

)

3

2

2

3

6

2

-

+

;
в) 
[image: image228.wmf]35

10

56

28

×

×

×

;

г) 
[image: image229.wmf]6

2

5

2

6

2

5

2

-

+

+

;

д) 
[image: image230.wmf](

)

(

)

6

2

3

2

3

3

3

+

-

-

.

2) Докажите, что числа 
[image: image231.wmf]3

2

+

 и 
[image: image232.wmf]3

2

-

 являются взаимно обратными.

3) Разложите на множители:

а) 
[image: image233.wmf]7

21

-

;
б) 
[image: image234.wmf]7

14

7

-

+


(Представление о том, что любое положительное число 
[image: image235.wmf]а

 можно представить в виде 
[image: image236.wmf](

)

2

a

, должно быть сформировано).

4) Сократите дробь:

а) 
[image: image237.wmf]2

2

1

2

+

+

;

б) 
[image: image238.wmf](

)

4

7

7

1

2

-

-

.
5) Привести к рациональному виду знаменатель дроби:

а) 
[image: image239.wmf]6

2

3

, 
[image: image240.wmf]18

6

;

б) 
[image: image241.wmf]1

2

1

-

, 
[image: image242.wmf]1

3

1

3

+

-

.
5. Выделение преобразований, не являющихся тождественными.

Задание 

Найдите ошибку в решениях:

1) 
[image: image243.wmf](

)

(

)

2

2

4

2

3

2

1

2

3

2

1

2

2

-

=

-

+

-

=

-

+

-

;
2) 
[image: image244.wmf]22

3

5

25

3

25

15

3

3

3

2

10

3

5

3

5

3

2

-

=

-

+

-

-

=

-

-

+

.

9 класс

При изучении темы «Прогрессии» появляется возможность показать, как от записи рационального числа в виде бесконечной десятичной периодической дроби перейти к записи в виде 
[image: image245.wmf]n

m

, где 
[image: image246.wmf]N

n

Z

m

Î

Î

,

. Этот переход необходим при выполнении вычислений и осуществляется с помощью понятия «бесконечно убывающая геометрическая прогрессия» и формулы для вычислений суммы ее членов. Например,

[image: image247.wmf](

)
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=
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=

+

+

+

=
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,

0
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,

0

5

1
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,

0

1
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,

0

2

,

0
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,

0
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,

0

2

,

0

)
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(

2

,

0


[image: image248.wmf]990

251

990

53

198

990

53

5

1

99

,

0
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,

0

5

1

=

+

=

+

=

+

=

.
Задания

1) Запишите в виде 
[image: image249.wmf]n

m

, 
[image: image250.wmf]N

n

Z

m

Î

Î

,

:

а) 
[image: image251.wmf](

)

6

3

,

0

;

в) 
[image: image252.wmf](

)

61

2

,

5

;
б) 
[image: image253.wmf](

)

15

11

,

0

;

г) 
[image: image254.wmf](

)

25

1

,

3

-

.
2) Вычислите:

а) 
[image: image255.wmf](

)

(

)

(

)

53

50

:

8

5

,

0

3

1

2

1

2

1

2

2

6

,

0

3

4

,

0

+

-

×

+

;

б) 
[image: image256.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

×

5

42

:

11

5

2

4

,

2

49

4

2

1

3

.

3) Верно ли, что 
[image: image257.wmf](

)

100000

53232

32

5

,

0

=

?

4) Доказать, что 
[image: image258.wmf])

9

(

1

,

0

2

,

0

=

. Какая из этих форм записи принята в математике? 

(Решение: 
[image: image259.wmf]=

-
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1
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1
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0
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,
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0



[image: image260.wmf]2

,

0

1

,

0

1

,

0

9

,

0

09

,

0

1

,

0

=

+

=

+

=

).

При изучении корня 
[image: image261.wmf]n

-й степени особое внимание необходимо обратить на тождества 
[image: image262.wmf]x

x

n

n

=

2

2

, 
[image: image263.wmf]x

x

n

n

=

+

+

1

2

1

2

, где 
[image: image264.wmf]N

n

Î

.

Основные моменты, на которые надо обратить внимание при изучении этих тождеств, и виды заданий те же, что приводились выше (см. 8 класс).

10–11 классы

Как уже говорилось, любое выражение в курсе алгебры и алгебры и начал анализа рассматривается над некоторым числовым множеством. Поэтому работа над материалом числовой линии не должна прекращаться после введения понятий «иррациональное число» и «действительное число» в основной школе. В 10–11 классах появляется возможность познакомить учащихся с самыми разнообразными формами записи действительных чисел, и эту возможность предоставляет учителю материал функциональной линии. Учащиеся часто теряются, когда их просят отметить на числовой прямой точки с координатами 
[image: image265.wmf]1

sin

, 
[image: image266.wmf]3

sin

, 
[image: image267.wmf]3

sin

p

 или указать, между какими натуральными числами заключены 
[image: image268.wmf]3

log

2

, 
[image: image269.wmf]5

log

3

, 
[image: image270.wmf]15

lg

. Это свидетельствует о том, что учащиеся не воспринимают приведенные выше записи как записи чисел и не видят возможности использования графиков соответствующих функций для решения поставленных задач. Запись числа в виде обыкновенной или десятичной дроби представляется многим единственно верным способом показать, что речь идет именно о числе. Причем десятичная дробь подразумевается конечной. Вот почему в работах учащихся часто встречаются следующие «равенства»: 
[image: image271.wmf]4

,

1

2

=

, 
[image: image272.wmf]14

,

3

=

p

. Производится замена иррационального числа его десятичным приближением без осознания учащимися факта такой замены.
Поэтому в 10 классе перед тем, как давать определение числовой функции, следует повторить, что понимается под действительным числом; какие формы записи для рациональных и иррациональных чисел уже известны учащимся; какие приёмы сравнения чисел использовались в основной школе; как производить операции сложения, вычитания, умножения и деления над числами, записанными в виде обыкновенной, десятичной дроби, с помощью знака радикала. Полезно сообщить, что действительные числа подразделяются также на алгебраические и трансцендентные. Алгебраическими называют числа, которые являются корнями алгебраических многочленов с целыми коэффициентами. Например, 
[image: image273.wmf]7

, 
[image: image274.wmf]11

, 
[image: image275.wmf]4

4

12

6

5

-

. Трансцендентными называют неалгебраические числа. Так как каждое рациональное число 
[image: image276.wmf]n

m

, где 
[image: image277.wmf]N

n

Z

m

Î

Î

,

, является корнем соответствующего многочлена первой степени с целыми коэффициентами 
[image: image278.wmf]m

nx

-

, то все трансцендентные числа иррациональные. Примерами трансцендентных чисел являются 
[image: image279.wmf]p

, 
[image: image280.wmf]3

sin

, 
[image: image281.wmf]3

cos

, 
[image: image282.wmf]2

1

tg

. Иррациональные числа могут быть записаны как с помощью специальных обозначений (
[image: image283.wmf]p

), так и с помощью знаков тригонометрических функций. Однако не каждое число, записанное с помощью знаков тригонометрических функций, является иррациональным. Например, 
[image: image284.wmf]0

0

sin

=

, 
[image: image285.wmf]1

2

sin

=

p

, 
[image: image286.wmf]1

4

tg

=

p

, 
[image: image287.wmf]2

1

3

cos

=

p

 и т. д. В дальнейшем необходимо показать учащимся, что, например, 
[image: image288.wmf]3

log

2

, 
[image: image289.wmf]29

log

7

, 
[image: image290.wmf]2

lg

 и т. д. – это также записи иррациональных чисел.
При изучении каждой функции в 10–11 классах полезно предлагать учащимся задачи на сравнение чисел с использованием свойств функции, задачи на вычисление значения выражения, в записи которого используется рассматриваемая функция.
Приведем примеры задач указанных видов.
1) Между какими натуральными числами располагаются на числовой прямой числа 
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2) Используя графики соответствующих функций, укажите на числовой прямой точки с координатами:

а) 
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3) Определите знак выражения:
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4) Раскройте знак модуля:
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5) Сравните:
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6) Вычислите:
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7) Найдите значение выражения:

а) 
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Подобные задачи можно предлагать и при проведении заключительного повторения.

§ 3. ВЫРАЖЕНИЯ И ИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В КУРСАХ АЛГЕБРЫ, АЛГЕБРЫ И НАЧАЛ
Этапы изучения линии «Выражения и их преобразования»

С выражениями и их преобразованиями учащиеся знакомятся с первого класса. В 5 и 6 классах вводятся на интуитивном уровне сами термины «числовое выражение», «буквенное выражение», формулируются законы действий над числами и дается их буквенная запись, формулируется ряд правил и свойств, позволяющих преобразовать как выражения без знака отношения, так и выражения со знаком отношения. Таким образом, в 5 и 6 классах осуществляется подготовка учащихся к овладению основным материалом рассматриваемой содержательной линии.

Цель пропедевтического этапа в изучении выражений и их преобразований – сформировать у учащихся умения: рационально производить вычисления с использованием свойств действий, ряда правил; упрощать выражения, задающие функции; решать простейшие уравнения, сводимые к линейным. Та система приемов и правил, с которой учащиеся знакомятся на этом этапе, используется в изучении всего курса математики, однако в ней не могут быть учтены специфические особенности структуры преобразуемых выражений и свойства вновь вводимых операций и функций, которые учащиеся изучают в последующих классах. Поэтому следующий этап – это освоение типов преобразований, имеющих определенную специфику. Начинается он с изучения формул сокращенного умножения. В последующем рассматриваются преобразования, связанные с операцией возведения в степень, с различными классами элементарных функций – тригонометрических, степенных, показательных, логарифмических. При изучении каждого из этих типов преобразований сначала рассматриваются их характерные особенности, а затем, с учетом особенностей, осуществляются преобразования. В курсе алгебры и начал анализа рассматривается также специфический тип преобразований, основанных на правилах дифференцирования и интегрирования. Основное отличие этих преобразований от всех других, изучаемых в школе, состоит в характере множества, которое пробегают переменные в тождествах. В формулах, задающих правила дифференцирования и интегрирования, переменные пробегают определенные множества функций. В частности, в формуле 
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, переменные 
[image: image326.wmf]f
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 пробегают множество дифференцируемых функций с общей областью определения.
Ближе к завершению изучения материала линии «Выражения и их преобразования» появляется возможность выделить общие черты всех рассматриваемых преобразований, а также перейти к завершающему этапу изучения – использованию всех изученных преобразований в комплексе. На этом этапе осуществляется синтез всех полученных учащимися знаний и умений. Основная цель – формирование математического аппарата, пригодного для решения самых разнообразных задач. Переход к третьему этапу осуществляется при итоговом и заключительном повторении, в ходе обобщения, систематизации и углубления уже изученного материала, усвоенного по частям.
Особенности методики изучения материала 

содержательной линии «Выражения и их преобразования»
Для качественного усвоения учащимися материала любой содержательной линии важнейшее значение имеет построение системы упражнений. Предъявление заданий в системе идет от простого к сложному с учетом необходимости преодоления учащимися посильных трудностей. Как правило, система заданий разбивается на циклы упражнений, которые характеризуются тем, что в каждом из них соединяются в последовательности упражнений несколько аспектов изучения и приёмов расположения материала. Пусть, например, на уроках изучается некоторое тождество. Учащиеся ознакомились со словесной формулировкой тождества, записью тождества в виде формулы, доказательством. Учитель разобрал все непонятные им моменты, показал образцы использования этого тождества при проведении преобразований. Далее предлагается цикл упражнений на данное тождество, вокруг которого группируются другие, непосредственно с ним связанные. В состав цикла входят как задания на непосредственное использование тождества, так и требующие распознавания его применимости при вычислениях, решении уравнений на различных числовых множествах. Учитывается специфика тождества, в частности, множество, на котором оно рассматривается, и связанные с тождеством обороты речи. Задания в каждом цикле, направленном на формирование умений применять тождество, разбиты на две группы:
к первой группе относятся задания, выполняемые в течение нескольких подряд идущих уроков при первоначальном знакомстве с тождеством;

во вторую группу входят упражнения, связывающие рассматриваемое тождество с различными приложениями, причем эти упражнения «разбросаны» по разным темам.

На заключительном этапе циклы видоизменяются, а именно объединяются обе группы заданий. Из первой группы исключаются наиболее простые задания. Кроме того, сливаются циклы, относящиеся к различным тождествам, что повышает роль действий по распознаванию применимости того или иного тождества.

Приведем конкретный пример цикла, направленного на формирование умения применять конкретный вид преобразований, и цикла, предлагаемого на заключительном этапе – этапе синтеза.

Цикл заданий для тождества 
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Первая группа заданий:

1. Представьте логарифм в виде суммы логарифмов по данном основанию:

а) 
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2. Представьте сумму логарифмов в виде логарифма произведения по данному основанию и, если это возможно, запишите полученные числа в рациональном виде:
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3. Верно ли равенство:
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Ответ объясните. В неверных равенствах исправьте ошибку, если это возможно.

3. Найдите значение выражения:
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Вторая группа заданий:

1. При каких значениях  х  верно равенство:
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2. Найдите область определения функции:
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3. Решите уравнение:

а) 
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4. Решите неравенство:
а) 
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Цикл заданий для итогового и заключительного повторения.

1. Вычислите без использования таблиц и микрокалькулятора:
а) 
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2. Пусть 
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3. Найдите ординаты точек пересечения графиков функций 
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4. Найдите абсциссы тех точек графика функции 
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5. При каких значениях 
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6. Найдите производную функции 
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7. Дана функция 
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. Решите уравнение 
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8. Найдите наименьшее значение функции:

а) 
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9. Укажите число решений уравнения в зависимости от параметра  а 
а) 
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В первом из предложенных циклов есть упражнения на выделение числового множества, на котором рассматриваемое тождество имеет смысл; на преобразование выражений с помощью данного тождества, причем преобразуется как сумма логарифмов по данному основанию, так и логарифм произведения; на предупреждение возможных ошибок при использовании тождества; на применение тождества к решению уравнений и неравенств. Таким образом, все общие моменты в изучении выражений различных типов учтены.
В заключительном цикле приведены примеры упражнений по различным темам, в которых использование данного тождества является одним из этапов решения, причем не всегда обязательным. При решении задач этого цикла учащиеся должны продемонстрировать умение применять знания из различных разделов школьного курса математики. Цикл упражнений на этапе итогового или заключительного повторения отличается от комплексных упражнений. В последнем случае рассматривается цепочка задач, связанных общей идеей или методом, в которой решение последующей задачи опирается на решение предыдущей.

Приведем пример системы комплексных заданий.

1. Найдите область допустимых значений выражения 
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 и упростите его. Найдите область допустимых значений полученного выражения. Совпадает ли это множество с найденным ранее? Почему?
2. Даны функции 
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. Можно ли утверждать, что этими формулами задается одна функция? Почему?
3. Решите уравнение:

а) 
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4. Решите уравнение 
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 в зависимости от параметра 
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5. Решите неравенство:
а) 
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д) 
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6. Решите неравенство 
[image: image409.wmf]a
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Комплексные задания позволяют учащимся осознать общие моменты в изучаемом материале различных тем; отработать основные методы и приемы решения задач определенного вида; понять, какие этапы решения требуют пристального внимания и почему. 
Предъявлять комплексные задания можно как отдельным учащимся с учетом их индивидуальных особенностей, так и группе (или группам) учащихся. После решения таких заданий важно сделать общие выводы, еще раз выделив: моменты, на которые следует обратить особое внимание; план решения задач, знакомых учащимся; идею решения более сложных задач (в данном случае уравнений и неравенств с параметрами). Уровень сложности комплексных заданий может быть различным, он зависит от подготовленности класса. Основная дидактическая цель таких заданий: способствовать формированию представлений о системе математических знаний.
Существуют различные точки зрения о необходимости нахождения в школе области допустимых значений выражения без знака отношения, которое преобразуется. В настоящее время преобладает следующая: раз выражение, которое требуется преобразовать, записано, то оно рассматривается только на его области допустимых значений. Другими словами, в заданиях, где требуется упростить выражение, не надо находить  его область допустимых значений. Задания, в которых требуется найти область допустимых значений, выделяют в отдельный блок.
Другая точка зрения заключается в требовании перед тем, как упрощать выражение, всегда находить его область допустимых значений (либо просто фиксировать ее в более сложных случаях). При таком подходе учащимся легче заметить, что при преобразованиях иногда получается выражение с областью допустимых значений, отличной от той, которая была найдена первоначально. Вывод о том, что какое-то из выполненных преобразований не является тождественным, очевиден. Соответствующее преобразование выделяется как преобразование, которое мы можем использовать с определенными оговорками.
При первом подходе у учащихся не формируется представление о необходимости наблюдать за изменениями, происходящими с областью допустимых значений выражения в ходе преобразований, что приводит в дальнейшем к появлению грубых ошибок при решении уравнений и неравенств, при нахождении области определения функции, заданной формулой, правая часть которой может быть  преобразована, и построении ее графика. Учащимся, чтобы предупредить возникновение ошибок, связанных с нахождением области определения уравнения, неравенства, функции, лучше требование в заданиях на упрощение выражений формулировать следующим образом: «Упростить выражение на области его допустимых значений». В простых случаях следует предлагать найти эту область, а также область допустимых значений полученного выражения, сопоставить эти области и сделать  вывод о том, все ли выполненные преобразования были тождественными. Если не все, то попросить выделить преобразование, не являющееся тождественным, и объяснить, почему оно не является таковым (какие из известных законов, правил, свойств применены неверно или без соответствующих оговорок). Задать вопрос: на каком числовом множестве все преобразования будут тождественными? Такая работа должна проводиться постоянно при изучении выражений с того момента, как появилось понятие «область допустимых значений».
Важным элементом методики обучения тождествам и тождественным преобразованиям является осознание учащимися целей изучения соответствующего материала. Мотивировками необходимости изучения тождеств и выполнения тождественных преобразований могут служить положения, перечисленные ниже.
I. Применение законов, свойств и тождеств позволяет упростить нахождение числового значения выражения либо найти это значение устно.
Примеры
1. Вычислить устно:
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2. Найдите значение выражения:

а) 
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II. Применение законов, свойств и тождеств иногда помогает решить уравнения высших степеней.

Примеры
1. Решить уравнение:
а) 
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III. Анализ применённых преобразований позволяет судить о появлении посторонних корней или потере корней.

Примеры
1. Верно ли решено уравнение:
а) 
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Если нет, то объясните, в чем ошибка, и приведите правильное решение.

Среди приёмов, способствующих сознательному усвоению учащимися тождественных преобразований, можно выделить приведенные ниже:
1. Теоретическое объяснение тождеств (насколько это возможно) в 5–6 классах и строгое их доказательство в 7–11 классах. Раскрытие взаимосвязи с ранее изученным материалом.

В качестве примера рассмотрим свойство 
[image: image454.wmf]b
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, с которым учащиеся знакомятся в 6 классе (учебник Н. Я. Виленкина и др. [1]). Свойство записывается в общем виде после рассмотрения нескольких числовых примеров. Дается словесная формулировка: Чтобы записать сумму, противоположную сумме нескольких слагаемых, надо изменить знаки данных слагаемых. Словесная формулировка сложна для восприятия учащимися 6-го класса, и не совсем понятно, как получено тождество, ведь рассуждения, в основе которых лежит неполная индукция, не являются достоверными. Есть еще одно обстоятельство, затрудняющее применение свойства учащимися: они на момент рассмотрения тождества не привыкли работать с отрицательными числами и знак «минус» перед буквой воспринимают как указание на то, что рассматривается отрицательное число, буквой же, по их мнению, обозначаются положительные числа. Учитель может доказать свойство, используя тот факт, что знак «минус» перед выражением трактуется как множитель 
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 как множитель не меняет значение числа, 
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 как множитель меняет значение числа на противоположное. Доказательство будет следующим:
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Это доказательство убеждает учащихся в том, что изучаемое свойство есть лишь частный случай распределительного свойства умножения относительно сложения 
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[image: image460.wmf]1
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, которое рассматривалось ранее. Если свойства действий уже изучены, то ими надо пользоваться как при вычислениях, так и для получения новых свойств.
2. Требование знания и понимания учащимися, прежде всего, словесной формулировки свойства, тождества. В символической записи некоторые важные моменты затушевываются. Сравните формулировку «Квадрат суммы двух выражений равен сумме квадратов этих выражений и их удвоенного произведения» и запись «
[image: image461.wmf]2
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». Учащиеся, как правило, стараются запомнить символическую запись, которую они не всегда могут грамотно прочитать, и тот факт, что под 
[image: image462.wmf]a

 и 
[image: image463.wmf]b

 подразумеваются любые выражения без знака отношения, от них ускользает.
3. Формирование грамотной математической речи, умения по-разному истолковывать изучаемые свойства и тождества, давать различные словесные интерпретации выполняемому заданию. 

Например, тождество 
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, если использовать его слева направо, можно трактовать как 
а) представление разности квадратов двух выражений в виде произведения;

б) разложение многочлена, являющегося разностью двух неотрицательных выражений, на множители;

в) представление разности двух неотрицательных выражений в виде произведения делителя и частного.

Трактовки б) и в) расширяют круг задач на использование данного тождества. Трактовка б) позволяет раскладывать на множители выражения вида 
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. Трактовка в) подсказывает, что тождество можно использовать для сокращения дробей: 
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4. Варьирование примеров на применение тождеств. Здесь имеется в виду решение упражнений, в которых тождество используется как слева направо, так и справа налево, а также упражнений, в которых учтены все возможные случаи чередования знаков, виды выражений, изученных на данном этапе, которые могут быть подставлены вместо букв. 
Например, одним из вариантов тождества 
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. Смысл этих двух записей различен. В первом тождестве речь идет о раскрытии скобок, перед которыми стоит знак «минус», или о внесении множителя 
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 в скобки. Во втором случае – о заключении в скобки, перед которыми ставится знак «минус», или о вынесении множителя 
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 за скобки. Есть и другие варианты данного тождества: 
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При разложении разности квадратов двух выражений в произведение в 7 классе могут быть предложены для преобразования выражения следующих видов:

а) 
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д) 
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Задание а) имеет целью фиксировать структуру изучаемого тождества, что достигается заменой букв, используемых в записи тождества (
[image: image489.wmf]a

 и 
[image: image490.wmf]b

), другими буквами. Задания б), г) ориентированы на установление связи данного тождества с числовой системой. В заданиях в), д), е) предложенные выражения не имеют вида разности квадратов. Прежде чем использовать тождество, учащийся должен представить каждое из выражений 
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 в виде полного квадрата. Задания ж), з), и) позволяют учащимся понять, что тождество может быть использовано и в том случае, когда рассматривается разность квадратов двучлена и одночлена, двух двучленов. К заданиям такого вида можно вернуться после изучения формул для квадрата суммы и квадрата разности и, решив их двумя способами, попросить выбрать более рациональный. В задании к) тождество используется дважды.
5. Демонстрация образцов решения заданий на применение тождества, свойства, правила с подробными записями и обоснованиями и требование выполнения учащимися заданий по данному образцу на начальном этапе изучения. Длительность этапа подробной записи и обоснования решаемых упражнений зависит от индивидуальных особенностей учащихся и уровня их математической подготовки. Если быстро переходить к краткой записи и не требовать обоснований, то в процессе свертывания алгоритма решения упражнений может произойти потеря некоторых, несущественных на взгляд учащегося, этапов. Именно использование учащимися таких неполных и неосознанных алгоритмов решения задач данного вида является причиной появления ошибок. В 5 и 6 классах алгоритм решения или порядок выполнения действий при решении задач данного вида фиксируется в правиле. В последующих классах правила в материале учебников встречаются очень редко. В основном формулируются свойства, теоремы, на основании которых происходит решение задач. Однако чтобы у учащихся было сформировано умение решать задачи данного вида, необходимо чётко выделять последовательность действий и скрупулезно следить за ее выполнением. Например, последовательность действий при сложении дробных рациональных выражений с разными знаменателями следующая:
1. Разложить числитель и знаменатель каждой дроби на множители.
2. Сократить каждую из дробей, если это возможно.

3. Выделить наиболее простой общий знаменатель. Для чего составить произведение из всех различных множителей, присутствующих в разложении знаменателей складываемых дробей. Если в знаменателях дробей есть одинаковые множители, то в произведение записывается множитель, показатель степени у которого больше.
4. Найти дополнительный множитель для каждой дроби. Для чего составить произведение из множителей, входящих в запись общего знаменателя, но не входящих в разложение знаменателя рассматриваемой дроби.

5. Числитель и знаменатель каждой дроби умножить на соответствующие дополнительные множители.
6. Сложить дроби с одинаковыми знаменателями.
7. В числителе суммы раскрыть скобки и привести подобные слагаемые.

8. Числитель суммы разложить на множители.

9. Сократить полученную дробь, если это возможно.

10. Записать ответ.

Этот алгоритм аналогичен алгоритму сложения дробей с разными знаменателями. Как видим, он очень длинный и потому сложен для восприятия учащихся. Однако пропуск какого-то из шагов при решении задач приводит к усложнению решения или к ошибке. Типичная ошибка заключается в том, что учащиеся опускают шаги 1, 2, 8, а общий знаменатель находят, перемножая знаменатели слагаемых дробей. Безусловно, заучивать этот алгоритм учащимся не надо, возможно, его в таком виде не надо и сообщать им. Задача учителя – сформировать у учащихся умение складывать дробные выражения, а, значит, действовать в указанном порядке. Это достигается путем неоднократной демонстрации образцов решения, предъявления специальной подборки упражнений, направленной как на отработку каждого элемента алгоритма, так и на осознание всего сложного действия в целом и учитывающей индивидуальные особенности учащихся, уровень их математической подготовки.
6. Использование различных средств наглядности: таблиц, схем, условных обозначений и т. д.
7. Проведение аналогии между тождествами и числовыми равенствами. Любое тождество можно рассматривать как обобщение соответствующих числовых равенств. Следует использовать этот факт для осуществления контроля за выполнением тождественных преобразований. 
Например, типичной ошибкой, допускаемой учащимися, является следующая: 
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 единицу, а вместо 
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[image: image499.wmf](

)

2

2

2

2

1

2

1

+

=

+

 или 
[image: image500.wmf]5

9

=

, что неверно.
8. Внимательное изучение выражения, его анализ, поиск различных путей преобразования, анализ выполненных преобразований.

Например, рассматривая выражение 
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, кто-то из учащихся увидит его части – квадрат суммы и квадрат разности двух выражений, а кто-то охватит выражение в целом и увидит разность квадратов двух выражений. Полезно упростить выражение двумя способами и выбрать наиболее рациональный.
Другой пример. Решать уравнение 
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Ответ: 
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Полезно проанализировать оба решения, предварительно убедившись с помощью проверки, что второе решение верно, и выяснить причину потери корня в первом решении.
9. Осуществление контроля за выполнением преобразований как со стороны учителя, так и со стороны учащихся. Важно, чтобы учащиеся приучались сами контролировать свою деятельность. Поэтому при совершении учеником ошибки не стоит торопиться указывать на нее. Можно попросить ученика выполнить одно из следующих заданий:

а) перечитать текст задачи (возможно, он не правильно его понял);

б) сверить записанное в тетради с записью на доске или в учебнике (возможно, неправильно написал условие);

в) сформулировать правило, свойство, назвать формулу и проверить, правильно ли их использовал;

г) сделать подробную запись решения;

д) проверить правильность выполнения преобразования, подставив вместо букв числа;

е) провести преобразования в обратном порядке;

ж) объяснить сущность допущенной ошибки, когда она найдена, или учитель убедил в том, что она есть, приведя контрпример.

Задания, указанные выше, способствуют появлению у учащихся привычки контролировать свою деятельность и должны предлагаться при работе над любой темой школьного курса математики.

§ 4. ОСОБЕННОСТИ ИЗУЧЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ

ВЫРАЖЕНИЙ БЕЗ ЗНАКА ОТНОШЕНИЯ

В КУРСАХ АЛГЕБРЫ, АЛГЕБРЫ И НАЧАЛ АНАЛИЗА
В предыдущем пункте рассмотрены общие методические рекомендации, которых следует придерживаться при изучении выражений. В данном пункте выделим те моменты, помимо указанных ранее, на которые следует обратить внимание при изучении некоторых видов выражений.
Целые выражения

Целые выражения – это первый вид выражений, с которыми учащиеся знакомятся в основной школе. Теория, изучаемая в темах «Выражения», «Степень с натуральным показателем», «Многочлены», будет в дальнейшем использоваться при изучении всех видов выражений. Ввиду важности указанных тем, подготовка к их изучению начинается в 5–6 классах. Эта подготовка заключается в том, что дается представление о буквенных выражениях, вычисляются значения буквенных выражений при различных значениях букв, рассматриваются некоторые важные свойства и правила, формируются умения правильно читать и записывать буквенные выражения. Формированию умений, связанных с использованием свойств и правил, уделяется должное внимание. Задачи на их использование широко представлены в учебниках математики для 5 и 6 классов, в дидактических материалах, в вариантах самостоятельных и контрольных работ. Это касается и материала, изучаемого в 7–11 классах. А вот достижение более глобальных целей: формирование приемов мыслительной деятельности (общих, частных, специальных) и развитие речи у учащихся — целиком зависит от мастерства учителя. Приучать учащихся говорить математически правильно следует с 1 класса. В 5 и 6 классах учитель имеет возможность, опираясь на изучаемый материал, не только исправить неверные речевые обороты, но и не допустить появления новых ошибок при чтении выражений и их записи на основе словесной формулировки. Неверное понимание учащимися той или иной математической фразы проявляется чаще всего в неверной расстановке скобок в соответствующей символической записи либо полном их отсутствии. Упражнения в чтении выражений и символической записи словесно сформулированных математических выражений должны стать неотъемлемой частью уроков.
Примеры упражнений
1. Прочитать выражение:
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2. Записать в символическом виде:

а) квадрат 
[image: image530.wmf]a

;

б) квадрат числа, противоположного 
[image: image531.wmf]a

;

в) число, противоположное квадрату 
[image: image532.wmf]b

;

г) разность квадратов выражений 
[image: image533.wmf]x
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 и 
[image: image534.wmf]y

;
д) выражение, противоположное квадрату суммы а  и  b.

Аналогичную работу следует проводить и в 7–9 классах.

При изучении целых выражений должное внимание следует уделить выделению выражений, принимающих при различных значениях переменных значения одного знака, и пониманию терминов «положительно», «неотрицательно», «отрицательно», «неположительно». Важно, чтобы учащиеся умели распознавать такие выражения среди других.
Примеры упражнений
1. Напишите выражение, противоположное данному:
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2. Докажите, что указанные ниже выражения принимают неположительные значения при любых значениях входящих в них переменных:
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3. Укажите наибольшее или наименьшее значение выражения:
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Некоторые учащиеся не понимают, что 
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. Можно предложить доказать эти тождества в общем виде (
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) и рассмотреть серию задач на их использование. Например, упростить выражение 
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Выделить типичные ошибки при проведении учащимися преобразований можно на основе анализа выполняемых ими самостоятельно упражнений. Эти ошибки можно положить в основу заданий, в которых требуется найти ошибку или проверить, верно ли равенство.

Примеры заданий
1. Верно ли равенство:
а) 
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Если неверно, то почему?

2. Найдите ошибки в преобразованиях:

[image: image570.wmf]=

-

+

+

-

-

+

-

-

+

=

-

-

+

)

)

(

)

)(

(

)

)((

(

)

(

)

(

2

2

3

3

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a



[image: image571.wmf]0

)

)

(

)

((

0

2

2

2

2

=

-

+

-

-

+

×

=

b

a

b

a

b

a

.
Целые выражения изучаются в курсе алгебры в тот момент, когда множество действительных чисел еще не построено. Поэтому никаких оговорок по поводу числового множества, на котором рассматриваются эти выражения, не делается. После введения понятий «иррациональное число», «действительное число», «область допустимых значений выражения» следует рассмотреть ряд примеров на нахождение области допустимых значений целых выражений и сделать вывод о том, что такой областью является множество действительных чисел.
Дробные алгебраические выражения

При введении понятия «алгебраическая дробь» особо оговаривается, что в том случае, когда знаменатель дроби обращается в ноль, дробь не имеет числового значения. Задания на указание значений переменной, при которых дробь имеет числовое значение, фактически являются заданиями на нахождение области допустимых значений дроби. В учебниках выделена группа задач, в которых требуется указать, при каком или каких значениях переменной алгебраическая дробь с одной переменной не имеет смысла. Полезно дополнить их задачами, в которых требуется указать условие, при котором дробь (например, 
[image: image572.wmf])
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Важными для дальнейшего изучения курса алгебры являются тождества 
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), а также понятие «противоположные выражения». Поэтому учащимся полезно предлагать задания следующих видов:

1. Какими числами (равными, противоположными, обратными) являются соответствующие значения выражений:
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2. Напишите выражение, противоположное данному:
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3. Докажите тождество:
а) 
[image: image599.wmf]1
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Среди действий над алгебраическими дробями особые затруднения у учащихся вызывает сложение дробей с разными знаменателями, алгоритм выполнения которого приведен в предыдущем пункте. Для освоения алгоритма учащимися необходимо, чтобы они умели раскладывать многочлен на множители, знали основное свойство дроби (
[image: image602.wmf]bc
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) и применяли его, могли находить наиболее простой общий знаменатель данных дробей и дополнительный множитель для каждой дроби. Формированию этих умений будут способствовать упражнения, приведённые ниже, помимо тех, которых много в учебниках («разложить на множители», «сократить дробь», «привести дроби к общему знаменателю» и т. д.).
1. Проверьте справедливость или ложность равенства 
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Является ли данное равенство тождеством?

2. Сократите дробь: 
а) 
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В каждом случае укажите, при каких значениях переменных это сокращение возможно.

3. При каких значениях переменных верны равенства:

а) 
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4. Докажите, что дроби не являются тождественно равными:

а) 
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(в случае а) приводят контрпример, то есть находят значение каждой дроби, например, при 
[image: image625.wmf]2
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; в случае б) отмечают, что указанные дроби имеют смысл при разных условиях).

5. Приведите дробь 
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 к знаменателю: а) 
[image: image627.wmf]y

5

; б) 
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6. Укажите различные общие знаменатели дробей:

а) 
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Укажите знаменатель, имеющий наименьшую степень. Как он получен? Укажите дополнительные множители для каждой из дробей в том случае, когда в качестве общего берется знаменатель, имеющий наименьшую степень.

7. Приведите к одному знаменателю дроби:

а) 
[image: image637.wmf]2
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б) 
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При изучении преобразований дробных алгебраических выражений следует продолжить работу по формированию привычки анализировать приведенное решение. Материал для составления упражнений предоставляют учащиеся, допускающие ошибки в преобразованиях.

Примеры заданий
Есть ли ошибки в приведенных ниже преобразованиях? Если есть, то убедите в этом одноклассников, укажите, в чем состоит ошибка, и проведите преобразование так, чтобы полученное выражение было тождественно равным исходному при всех допустимых значениях переменных.
1) 
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Иррациональные выражения

При изучении иррациональных выражений следует учитывать ряд тонкостей теоретического плана. Эти тонкости связаны с определением корня 
[image: image649.wmf]n

-й степени из числа 
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: корнем 
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-й степени из числа а называется такое число 
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-я степень которого равна 
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). Рассматривая корни 
[image: image657.wmf]n

-й степени в множестве действительных чисел, получим, что:
1) корень четной степени из положительного числа имеет два действительных значения, которые равны по модулю и противоположны по знаку;

2) корень четной степени из отрицательного числа во множестве действительных чисел не существует;

3) корень нечетной степени из положительного числа имеет только одно действительное значение, которое положительно;

4) корень нечетной степени из отрицательного числа имеет только одно действительное значение, которое отрицательно;

5) корень любой натуральной степени из нуля равен нулю.

Таким образом, действие извлечения корня четной степени во множестве действительных чисел незамкнуто, а результат неоднозначен. Так как корни четной степени из положительных чисел имеют по два значения, то результаты действий над такими корнями многозначны. Например, при выполнении действий в выражении 
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 в результате получим четыре различных числа.
Чтобы избежать многозначности результатов действий над корнями в множестве действительных чисел, вводят понятие арифметического корня 
[image: image659.wmf]n

-й степени из числа 
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: арифметическим корнем 
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-й степени из числа 
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 называется неотрицательное число 
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). В школьном курсе математики знак «
[image: image668.wmf]n

» используется только для обозначения арифметических корней. Так как 
[image: image669.wmf]n

-я степень неотрицательного числа есть также число неотрицательное, то извлечение арифметического корня в множестве действительных чисел замкнуто, а результат однозначен. Это значит, для любого неотрицательного числа а и натурального 
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 всегда найдется и притом только одно такое неотрицательное число 
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. Корень нечетной степени из отрицательного числа не является арифметическим. Например, 
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 это не арифметический корень, так как 
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. Для того чтобы работать в школе только с арифметическими корнями, вводится тождество 
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. В некоторых учебниках это тождество доказывается, в некоторых – просто поясняется на конкретных примерах. Используя указанное тождество, получаем 
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Корень четной степени из отрицательного числа не имеет значения. Это значит, что выражение 
[image: image681.wmf]n
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 или, другими словами, область допустимых значений данного выражения – множество неотрицательных чисел.
Выполняя преобразования иррациональных выражений, чаще всего допускают ошибки на:
1) использование тождества 
[image: image684.wmf]x

x

n

n

=

2

2

, 
[image: image685.wmf]N

n

Î

 (например, 
[image: image686.wmf](

)

5

2

5

2

2

-

=

-

);
2) внесение под знак арифметического корня четной степени отрицательного множителя (например, 
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3) использование свойств арифметического корня 
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Все указанные ошибки связаны с тем, что учащиеся не следят за областью допустимых значений преобразуемых и полученных в результате преобразований выражений и забывают о том, что арифметический корень 
[image: image692.wmf]n

-й степени принимает только неотрицательные значения. Поэтому учащимся следует чаще предлагать упражнения следующих видов:
1. Проверьте равенство:

а) 
[image: image693.wmf]3

81

3

=

; 
[image: image694.wmf]3

27

3

-

=

-

; 
[image: image695.wmf](

)

3

1

3

1

2

-

=

-

; 
[image: image696.wmf](

)

2

5

5

2

3

3

-

=

-

;
б) 
[image: image697.wmf]2

4

8

a

a

=

; 
[image: image698.wmf]a

a

5

25

2

=

; 
[image: image699.wmf]a

a

5

25

2

-

=

; 
[image: image700.wmf]2

3

6

x

x

-

=

-

; 
[image: image701.wmf](

)

1

1

2

6

6

2

+

=

+

x

x

; 
[image: image702.wmf](

)

1

1

2

4

4

2

-

-

=

-

-

x

x

; 
[image: image703.wmf](

)

3

3

5

5

-

=

-

a

a

.

Если равенство неверно, то объясните почему.
2. Найдите:
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3. Внесите множитель под знак корня:
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4. Найдите область допустимых значений выражения:
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5. Найдите ошибку:
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6. При каких значениях переменной верны равенства:
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Для успешного выполнения преобразований иррациональных выражений, в частности, сокращения дробей, важно, чтобы учащиеся понимали, что любое неотрицательное число 
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 может быть представлено в виде 
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Например, 
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Знание указанного факта поможет учащимся увидеть, как могут быть использованы формулы сокращенного умножения при решении задач на сокращение дробей, содержащих корни n-й степени. Например, 

[image: image744.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

4

2

2

-

=

+

+

-

=

+

-

=

+

-

a

a

a

a

a

a

a

a

.
В более сложных случаях помогают следующие свойства:
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Например. Сократите дробь 
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Тригонометрические выражения

Необходимость изучения понятий «синус», «косинус», «тангенс» и «котангенс» в школьном курсе математики вызвана тем, что они: 1) широко применяются при решении самых разнообразных математических (в частности, геометрических) задач; 2) являются составной частью математического аппарата, необходимого для решения прикладных задач (в частности, задач, возникающих в физике, астрономии); 3) используются для развития математической теории; 4) позволяют перейти к изучению тригонометрических функций, с помощью которых легко и убедительно демонстрируются свойства функций вообще.
В школе для введения понятий «синус», «косинус», «тангенс» и «котангенс» используется геометрический путь, который совершенствуется в методическом отношении более ста лет. Имеется большое количество разновидностей геометрического пути введения указанных понятий. Например, через рассмотрение отношений сторон в прямоугольном треугольнике; через тригонометрические линии в круге с центром в начале координат и радиусом, равным единице; через отношение координат радиус-вектора; через проекции единичного вектора на оси координат; через координаты точек окружности единичного радиуса с центром в начале координат и т. д. В разных учебных пособиях и на различных этапах обучения могут предлагаться разные варианты введения понятий «синус», «косинус», «тангенс» и «котангенс». Для того, чтобы учащиеся хорошо овладели рассматриваемыми понятиями, к их изучению возвращаются неоднократно как в курсе геометрии, так и в курсах алгебры и алгебры и начал анализа, причем происходит постепенное расширение области применимости данных понятий. Так, первоначально синус, косинус, тангенс и котангенс определяются в курсе геометрии через отношение сторон в прямоугольном треугольнике. Угол 
[image: image767.wmf]a

 в прямоугольном треугольнике может принимать значение от 
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). Затем в курсе геометрии вводится понятие единичной полуокружности и синус, косинус определяются как ордината и абсцисса точки этой полуокружности, полученной при повороте начального радиуса на угол 
[image: image771.wmf]a

. Таким образом, понятия «синус» и «косинус» распространяются на угол 
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. В дальнейшем, в курсах алгебры и алгебры и начал анализа, определения синуса и косинуса распространяются на случай произвольного угла 
[image: image774.wmf]a

 и осуществляется переход к радианной мере угла. Понимание соответствующих определений – необходимое условие для правильного выполнения преобразований тригонометрических выражений, а также для понимания и грамотного использования свойств тригонометрических функций. Поэтому следует обратить особое внимание на отработку определений синуса и косинуса угла 
[image: image775.wmf]a

, где 
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. Второй момент, требующий особого внимания, – это вывод формул тригонометрии и их запоминание учащимися, для чего используются различные мнемонические правила и схемы. В частности,  правило для запоминания формул приведения есть в любом учебнике. Например, в учебнике «Алгебра и начала анализа. 10–11 классы» под редакцией А. Н. Колмогорова [4] это правило формулируется для преобразования выражений вида 
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, следующим образом:

а) перед приведенной функцией ставится тот знак, который имеет исходная функция, если 
[image: image782.wmf]2
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б) функция меняется на «кофункцию», если  n  нечетно; функция не меняется, если 
[image: image783.wmf]n

 четно (С. 7).

Часто рассматривается следующая формулировка правила:
1) Если угол 
[image: image784.wmf]a

 откладывается от горизонтальной оси, то название функции не меняется.

2) Если угол 
[image: image785.wmf]a

 откладывается от вертикальной оси, то название функции меняется на кофункцию.

3) Перед приведенной функцией ставится знак, который имеет приводимая функция, если считать, что 
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При использовании данного правила у учащихся возникают затруднения при определении знака исходного выражения при больших значениях 
[image: image787.wmf]n

.

В некоторых учебных пособиях формулы приведения рассматриваются для преобразования выражений 
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. Это связано с тем, что при других натуральных значениях 
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 выражения указанных видов могут быть сведены к одному из выражений, получаемых при 
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. Для выполнения такого преобразования надо в выражении 
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 выделить целую часть и от этой целой части отделить период рассматриваемого тригонометрического выражения. Затем преобразовать выражение, используя свойства периодичности и четности. Например, 
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В том случае, когда тригонометрическое выражение преобразуется к тригонометрическому выражению наименьшего положительного аргумента или аргумента, находящегося в определенном промежутке, поступают аналогичным образом. Например, если требуется привести выражение 
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 к тригонометрическому выражению положительного аргумента, меньшего 
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, то возможны следующие решения:
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Если аргумент преобразуемого тригонометрического выражения записан в градусной мере и нет необходимости переходить к радианной, то сначала выделяется целое число полных оборотов или полуоборотов. Для этого аргумент делят с остатком на 
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 или на 
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Например, пусть требуется привести 
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 к тригонометрическому выражению положительного аргумента, меньшего 
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Самостоятельное решение учащимися большого количества упражнений как на непосредственное использование мнемонического правила, так и на преобразование данного тригонометрического выражения к тригонометрическому выражению, на аргумент которого накладываются определенные условия, будет способствовать усвоению как самого правила, так и свойств тригонометрических функций.

Большое число формул тригонометрии затрудняет их запоминание учащимися. Поэтому после вывода всех требуемых программой по математике формул можно обобщить и систематизировать изученный материал, оформив основное его содержание в виде опорного сигнала. В этом опорном сигнале должны быть выделены группы формул тригонометрии (выражение тригонометрических формул угла через одну из них, формулы сложения и т. д.) и кратко указано, как они получаются. Возможный вариант опорного сигнала (содержание его определяется тем, как вводились понятия 
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 и каким способом осуществлялся вывод основных формул сложения) смотри в приложении 1. 
При обобщении, углублении и систематизации изученного материала рассматриваются упражнения на применение всех изученных формул. Трудность для учащихся заключается в выборе именно тех формул, которые помогут упростить данное выражение. Такой выбор учащимися зачастую осуществляется без анализа условия задачи и прогнозирования результатов, к которым приведет использование тех или иных формул. Приучая учащихся анализировать текст задачи, в данном случае символическую запись выражения, учитель должен задавать следующие вопросы:
а) Какие тригонометрические функции есть в записи выражения?

б) Одинаковы ли аргументы у этих функций? Как они связаны между собой?

в) Нельзя ли уменьшить число тригонометрических функций, участвующих в записи выражения? 

г) Использование каких формул тригонометрии поможет уменьшить число функций, имеющихся в записи выражения?

д) Нельзя ли уменьшить число аргументов?

е) Какие формулы можно использовать для уменьшения числа аргументов?

При этом заранее следует оговорить, что выражение рассматривается на его области допустимых значений.

По мере поступления от учащихся предложений об использовании той или иной формулы полезно задать им вопрос о том, к чему приведет ее использование.
Общие рекомендации по преобразованию тригонометрических выражений, которые учитель дает учащимся, приведены ниже:

1. Посмотреть, нельзя ли непосредственно использовать какие-либо формулы, чтобы упростить выражение. Если нет, то следует уменьшать число аргументов и число функций, имеющихся в записи выражения.

2. Для уменьшения числа аргументов нужно:

а) установить, нет ли между ними связи (например, один в два больше другого или отличается от него на число, кратное 
[image: image817.wmf]2

p

; один из аргументов является суммой двух других и т. д.);

б) отбросить период;

в) использовать формулы приведения;

г) использовать другие формулы тригонометрии или ранее изученные формулы;

д) если первоначально связь между аргументами установить трудно, то попытаться записать некоторые из данных функций по-другому (используя свойство периодичности, формулы приведения и т. д.) так, чтобы эта связь явно прослеживалась.

3. Для уменьшения числа функций использовать:

а) основные формулы тригонометрии;
б) формулы сложения;

в) формулы двойного угла;

г) формулы половинного угла;

д) другие формулы тригонометрии или ранее изученные формулы.

В качестве примера рассмотрим следующее упражнение.

Упростить выражение 
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Руководствуясь общими рекомендациями, учащиеся могут сначала использовать формулы сложения, что автоматически приведет к уменьшению числа аргументов, но усложнит запись выражения, а могут целенаправленно начать уменьшать число аргументов, заметив, что 
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, и использовав формулы приведения. Получим решения, приведенные ниже.
I способ
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Решая упражнение первым способом, учащиеся сначала от аргумента 
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, который фактически записан в знаменателе, переходят к аргументу 
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, а затем снова возвращаются к аргументу 
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. Второе решение рациональнее. Сопоставление различных способов решения задач приучает учащихся анализировать текст задачи.

При выполнении тождественных преобразований тригонометрических выражений необходимо особое внимание уделять тем приемам, которые в дальнейшем будут использоваться при решении уравнений. В частности, в приведенных выше решениях стоит акцентировать внимание учащихся на том, что 
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 путем деления числителя и знаменателя на 
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; число 1 можно заменить на 
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, то есть какое-либо слагаемое можно представить в виде суммы или разности двух выражений. Полезным для дальнейшего изучения будут следующие приемы: домножение выражения на тригонометрическую единицу 
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; замена числовых коэффициентов на тригонометрические функции конкретных углов; умножение и деление данного выражения на некоторую тригонометрическую функцию, не обращающуюся в ноль; прибавление и вычитание какого-либо выражения.
Приведем примеры упражнений, в которых используются указанные приемы.

1) Разложить на множители:

а) 
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Решение а):
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Использовался прием домножения на тригонометрическую единицу и прием представления выражения в виде суммы выражений. В дальнейшем первый из этих приемов будет использоваться при сведении уравнения 
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 и аналогичных ему к однородным тригонометрическим уравнениям второй степени и уравнений вида 
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 некоторые числа, отличные от нуля, к однородному уравнению второй степени относительно половинного аргумента 
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Решение в):
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Использовались приемы прибавления и вычитания одного и того же выражения и домножение на 
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Решение б) аналогично.

2) Упростить:
а) 
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Решение а):
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Прием будет использоваться при решении уравнений вида 
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 некоторые числа, отличные от нуля, введением вспомогательного угла.

Решение б):
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Решение в):
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При решении упражнений б) и в) использовался прием умножения и деления данного выражения на другое, отличное от нуля. Этот прием используется при решении тригонометрических уравнений повышенной сложности.
Таким образом, при решении упражнений на преобразования тригонометрических выражений осуществляется подготовка учащихся к решению тригонометрических уравнений, повторяются приемы, ранее уже использовавшиеся. Но не только.

Тригонометрические выражения наполняют новым содержанием формулы сокращенного умножения и все изученные ранее тождества, поэтому есть возможность еще раз к ним вернуться и доработать те моменты, которые вызывали у учащихся наибольшие затруднения. Следует продолжить работу по узнаванию и правильному использованию ранее изученных формул и тождеств. Их применение должно стать составной частью задач на преобразование тригонометрических выражений.
Примеры заданий

1) Упростить выражение:
а) 
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2) Найти ошибку в преобразованиях:

а) 
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б) 
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Доказательство тождеств

Подавляющее большинство тождеств, которые изучаются в школьном курсе математики, доказываются. Доказательства опираются на свойства арифметических операций, определения используемых понятий и их свойства. Часто к доказательствам привлекаются геометрические понятия, тождествам даются геометрические интерпретации. Например, при доказательстве тождеств 
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 используется понятие поворота плоскости вокруг точки, для тождества 
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 дается следующая геометрическая иллюстрация:
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В зависимости от уровня строгости можно выделить:

а) доказательства, основанные на неполной индукции;

б) доказательства, опирающиеся на свойства арифметических действий и не использующие свойств числовой системы;

в) доказательства, использующие условия разрешимости уравнения 
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 – изучаемая элементарная функция.

К типу а) относятся доказательства свойств степени с натуральным показателем, вывод формул n-го члена арифметической и геометрической прогрессий. Для придания полной строгости этим доказательствам необходимо использование метода математической индукции, с которым учащиеся общеобразовательных классов не знакомятся. Чтобы учащиеся осознали структуру доказательства, следует рассмотреть частные случаи для различных значений натуральных чисел, в том числе и больших. 
Например, 
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В приведенных рассуждениях показатели степени играют роль переменных. По указанному образцу можно повторять рассуждения для любых значений показателей степени, поэтому они имеют общий характер.
К типу б) относятся наиболее распространенные в школьном курсе алгебры доказательства. Именно их стоит проводить в развернутом виде, поясняя все выполняемые шаги, которые просты и доступны для учащихся. Например, при доказательстве тождеств 
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 используются правила умножения многочлена на многочлен, раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых, основанные на распределенном свойстве умножения относительно сложения. Распределительное свойство умножения относительно сложения знакомо учащимся с начальной школы и неоднократно отрабатывалось при изучении различных чисел. Поэтому и суть доказательства учащимся понятна.
Доказательства типа в) наиболее трудные в школьном курсе алгебры, так как в них используются достаточно сложные логические средства. Эти доказательства применяются при выводе свойств степени с рациональным показателем и логарифмической функции. Например, при рассмотрении свойства логарифмов пользуются тем фактом, что логарифм числа 
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 указанное уравнение решений не имеет. Таким образом получаем, что при 
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. Поскольку 
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 является монотонной, то 
[image: image943.wmf]y

x

xy

a

a

a

log

log

)

(

log

+

=

. Основная идея доказательства втипа в) – сопоставление двух взаимно обратных функций. Эта идея может быть полностью осознана только в том случае, если учащиеся знакомы с понятиями «обратная функция», «функция, обратная данной», «взаимно обратные функции». В общеобразовательных классах изучение указанных понятий программой не предусмотрено.
Все тождества, которые рассматриваются в теоретической части школьных курсов алгебры и алгебры и начал анализа, широко используются в упражнениях на преобразование выражений, при решении уравнений и неравенств, при доказательстве новых тождеств. Запоминая краткие формулировки, учащиеся забывают условия, при которых соответствующие тождества доказывались, что приводит к появлению ошибок при решении задач. Поэтому необходимо требовать от учащихся воспроизведения полных формулировок.
При доказательстве тождеств весьма распространена логическая ошибка, которую продемонстрируем на примере. Пусть требуется доказать тождество 
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. Очень часто можно увидеть такое доказательство:
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Значит, тождество верно.

Рассуждения в таком доказательстве проводятся от искомого к данным в виде нисходящего анализа. Предполагают, что тождество верно и стараются получить из него верное следствие. Если верное следствие получено, то обязательным этапом доказательства является обратимость рассуждений. В том случае, когда все рассуждения обратимы, доказываемое тождество верно. В противном случае следует искать другой способ доказательства. В приведенном примере вывод должен быть сделан после проверки обратимости рассуждений. А именно: «Так как к правой части последнего равенства можно добавить многочлен 
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, то все проведенные рассуждения обратимы и тождество доказано». Проверка обратимости обязательна, так как из неверного утверждения можно получить верное следствие. Например, из неверного утверждения 
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. Примерами необратимых рассуждений являются следующие:
1. Если 
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В самом деле, из того, что 
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Другими способами доказательства тождества 
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рассмотрение разности 
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 и ее преобразование к нулю;
преобразование левой части 
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 к правой части 
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;
преобразование правой части 
[image: image975.wmf]В

 к левой части 
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преобразование отдельно левой части 
[image: image977.wmf]А

 и правой части 
[image: image978.wmf]В

 к одному и тому же выражению.

Список литературы
1. Виленкин, Н. Я., Жохов, В. И., Чесноков, А. С., Шварцбурд, С. И. Математика: Учебник для 5 класса общеобразовательных учреждений. М.: Мнемозина, 2005.

2. Виленкин, Н. Я., Жохов, В. И. Чесноков, А. С., Шварцбурд, С. И. Математика: Учебник для 6 класса общеобразовательных учреждений. М.: Мнемозина, 2005.
3. Галицкий, М. Л., Гольдман, А. М., Звавич, Л. И. Сборник задач по алгебре для 8-9 классов: Учеб. Пособие для учащихся школ и классов с углубленным изучением математики. М.: Просвещение, 1994.
4. Галицкий, М.Л. Сборник задач по алгебре: учеб. Пособие для 8–9 классов с углубленным изучением математики / М.Л. Галицкий, А. М. Гольдман, Л. И. Звавич. – 13-е изд. М.: Просвещение, 2008.
5. Груденов, Я. И. Совершенствование методики работы учителя математики: Кн. для учителя. М.: Просвещение, 1990.

6. Колмогоров, А. Н., Абрамов, А. М., Дудницын, Ю. П., Ивлиев, Б. М., Шварцбурд, С. И. Алгебра и математический анализ. Учеб. для 10–11 кл. сред. шк. М.: Просвещение, 2012.
7. Кондрушенко, Е. М. Математика // Анализ результатов единого государственного экзамена выпускников Новгородской области в 2005 г.: Учебно-методическое пособие для учителей и школьников / Под ред. Ф. А. Груздева, Е. Л. Тульцева, В. А. Вейкова. Великий Новгород: НовГУ, 2005. – С. 32–73
8. Макарычев, Ю. Н. и др. Алгебра: Учебник для 7 класса общеобразовательных учреждений. М.: Мнемозина, 2005.

9. Макарычев, Ю. Н. и др. Алгебра: Учебник для 8 класса общеобразовательных учреждений. М.: Мнемозина, 2005.

10. Макарычев, Ю. Н. и др. Алгебра: Учебник для 9 класса общеобразовательных учреждений. М.: Мнемозина, 2005.

11. Мерзляк, А. Г., Полонский, В. Б., Рабинович, Е. М., Якир, М. С. Тригонометрия: Задачник к школьному курсу. М.: АСТ-ПРЕСС: Магистр-S, 1998.

12. Методика преподавания математики в средней школе: Частная методика / Сост. В. И. Мишин. М.: Просвещение, 1987.

13. Рогановский, Н. М. Методика преподавания математики в средней школе. Мн.: Высшая школа, 1990.
Приложение 1

[image: image979.emf]
Содержание


Содержательные линии школьного курса математики…………………3

§1. ПОНЯТИЕ «ВЫРАЖЕНИЕ» В МАТЕМАТИКЕ………………………4


Язык школьной математики……………………………………………….4


Понятие «выражение» в математике и в школьном курсе математики..5

§2. ИЗУЧЕНИЕ ЧИСЛОВЫХ СИСТЕМ В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ 
МАТЕМАТИКИ……………………………………………..…….……….7

Схемы развития понятия «число» в математике и в школьном 

курсе математики………………………………………………………….7

Методические аспекты развития числовой линии в школе……………10

§3. ВЫРАЖЕНИЯ И ИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В КУРСАХ АЛГЕБРЫ,

АЛГЕБРЫ И НАЧАЛ АНАЛИЗА………………..…………………….21


Этапы изучения линии «Выражения и их преобразования»…………21


Особенности методики изучения материала содержательной линии 


«Выражения и их преобразования»……………………………………22

§4. ОСОБЕННОСТИ ИЗУЧЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ ВЫРАЖЕНИЙ БЕЗ ЗНАКА ОТНОШЕНИЯ В КУРСАХ АЛГЕБРЫ, АЛГЕБРЫ

И НАЧАЛ АНАЛИЗА…………………………………………………….34


Целые выражения………………………………………………………..34


Дробные алгебраические выражения………………………………….36


Иррациональные выражения……………………………………………39


Тригонометрические выражения……………………………………….42


Доказательство тождеств………………………………………………..52

Список литературы………………………………………………………….56

Приложение 1………………………………………………………………..57
Без переменной





С переменной





Со знаком 


отношения – 


высказывания





Без знака 


отношения – 


имя числа





Без знака 


отношения – 


числовая функция 


числовой 


переменной





Со знаком 


отношения – 


логическая функция 


числовой


переменной (предикат)





Содержащее знак «равно» – уравнение





Содержащее знаки «больше», «меньше» – 


неравенство





Выражение








PAGE  

_1470488573.unknown

_1470744939.unknown

_1470746347.unknown

_1470747078.unknown

_1470748140.unknown

_1470748701.unknown

_1470748962.unknown

_1470749141.unknown

_1470749168.unknown

_1470749199.unknown

_1470749303.unknown

_1470749328.unknown

_1470749348.unknown

_1474720753.pdf


Формулы тригонометрии


)sin,(cos aaP


10


Y


X


a


Основные 


aa sin,cos,122 ===+ yxyx


a
aa


a
aa


2


22


2


22


sin


1
ctg10sin


cos


1
1tg0cos


=+№


=+№


Õø


íà1cossin 22 =+ aa
Дделим


åîïðåäåëåíè


a


a
a


a


a
a


sin


cos
ctg,


cos


sin
tg == 1c tgtg =Ч aaумножаем


почленно


ba


ba


ba


ba
ba


abbaba


bababa


tgtg1


tgtg
...


)cos(


)sin(
)(tg)3(


cossincossin)sin()2(


sinsincoscos)cos()1(


-


+
==


+


+
=+


+=+


-=+


ba


ba
ba


abbaba


bababa


tgtg1


tgtg
)(tg)6(


cossincossin)sin()5(


sinsincoscos)cos()4(


+


-
=-


-=-


+=-


bb


bb


bb


cos)cos(


sin)sin(


)(


=-


-=-


-+=-


Сложения 


2
2


a
a Ч=


�
п
о


пп
н


м


-
=


+
=


о
н
м


=-


=+


2


2


yx


yx


y


x


b


a


ba


ba


2
cos


2
sin2sinsin


sin)sin(),(


2
cos


2
sin2sinsin


2
sin


2
sin2coscos


2
sin


2
sin2coscos


2
cos


2
cos2coscos


yxyx
yx


yyyíày


yxyx
yx


yxyx
yx


yxyx
xy


yxyx
yx


+-
=-


-=--


-+
=+


-+
-=-


-+
=-


-+
=+


Преобразования суммы в 
произведение


))sin()(sin(
2


1
cossin)5()2(


))cos()(cos(
2


1
sinsin)1()4(


))cos()(cos(
2


1
coscos)4()1(


bababa


bababa


bababa


-++=+


+--=-


-++=+


Преобразования произведения в сумму


ab =


1cos22cos


sin212cos


,cos1sin


,sin1cos


sincos2cos


tg-1


tg2
2tg


cossin22sin


2


2


22


22


22


2


-=


-=


-=


-=


-=


=


=


aa


aa


aa


aa


aaa


a


a
a


aaa


“Œ¬√ø


íî


Д
в
о
й
н
о
го


 у
гл


а


2


2cos1
cos


2


2cos1
sin


2


2


a
a


a
a


+
=


-
=


Понижения
 степени


a


aa


aa


aa


cos1


cos1


2
tg


2


cos1


2
cos


2


cos1


2
sin


+


-
±=


+
±=


-
±=


a
a


a
a


a


a


a


a
a


a


a


a


a
a


cos1
2


sin2,cos1
2


cos2


2
sin2


2
sin2


2
cos


2
sin


2
tg,


2
cos2


2
cos2


2
cos


2
sin


2
tg


22 -=+=


Ч=Ч=


«


П  знак перед корнем 
выбирается по знаку 


левой части


П
о
л


о
в
и
н
н
о
го


 у
гл


а


a


aa


a


aa


s in


co s1


2
tg


co s1


sin


2
tg


-
=


+
= , так как





		Страница 1




_1474809805.unknown

_1470749359.unknown

_1470749339.unknown

_1470749315.unknown

_1470749250.unknown

_1470749286.unknown

_1470749203.unknown

_1470749184.unknown

_1470749193.unknown

_1470749197.unknown

_1470749189.unknown

_1470749176.unknown

_1470749181.unknown

_1470749172.unknown

_1470749174.unknown

_1470749158.unknown

_1470749163.unknown

_1470749166.unknown

_1470749161.unknown

_1470749153.unknown

_1470749155.unknown

_1470749144.unknown

_1470749028.unknown

_1470749063.unknown

_1470749086.unknown

_1470749106.unknown

_1470749068.unknown

_1470749036.unknown

_1470749039.unknown

_1470749034.unknown

_1470748981.unknown

_1470748988.unknown

_1470748992.unknown

_1470748984.unknown

_1470748972.unknown

_1470748975.unknown

_1470748964.unknown

_1470748797.unknown

_1470748930.unknown

_1470748949.unknown

_1470748957.unknown

_1470748959.unknown

_1470748954.unknown

_1470748941.unknown

_1470748944.unknown

_1470748936.unknown

_1470748855.unknown

_1470748877.unknown

_1470748913.unknown

_1470748858.unknown

_1470748831.unknown

_1470748833.unknown

_1470748800.unknown

_1470748731.unknown

_1470748754.unknown

_1470748783.unknown

_1470748786.unknown

_1470748780.unknown

_1470748778.unknown

_1470748749.unknown

_1470748751.unknown

_1470748734.unknown

_1470748716.unknown

_1470748722.unknown

_1470748726.unknown

_1470748718.unknown

_1470748709.unknown

_1470748713.unknown

_1470748706.unknown

_1470748419.unknown

_1470748558.unknown

_1470748635.unknown

_1470748658.unknown

_1470748668.unknown

_1470748698.unknown

_1470748699.unknown

_1470748665.unknown

_1470748663.unknown

_1470748651.unknown

_1470748653.unknown

_1470748640.unknown

_1470748638.unknown

_1470748606.unknown

_1470748618.unknown

_1470748629.unknown

_1470748631.unknown

_1470748610.unknown

_1470748575.unknown

_1470748601.unknown

_1470748567.unknown

_1470748569.unknown

_1470748510.unknown

_1470748535.unknown

_1470748541.unknown

_1470748547.unknown

_1470748539.unknown

_1470748522.unknown

_1470748529.unknown

_1470748454.unknown

_1470748466.unknown

_1470748485.unknown

_1470748504.unknown

_1470748468.unknown

_1470748461.unknown

_1470748463.unknown

_1470748428.unknown

_1470748436.unknown

_1470748422.unknown

_1470748287.unknown

_1470748386.unknown

_1470748406.unknown

_1470748413.unknown

_1470748416.unknown

_1470748409.unknown

_1470748408.unknown

_1470748394.unknown

_1470748397.unknown

_1470748389.unknown

_1470748359.unknown

_1470748367.unknown

_1470748381.unknown

_1470748364.unknown

_1470748338.unknown

_1470748354.unknown

_1470748357.unknown

_1470748290.unknown

_1470748183.unknown

_1470748208.unknown

_1470748241.unknown

_1470748249.unknown

_1470748284.unknown

_1470748215.unknown

_1470748200.unknown

_1470748202.unknown

_1470748185.unknown

_1470748163.unknown

_1470748177.unknown

_1470748179.unknown

_1470748170.unknown

_1470748174.unknown

_1470748155.unknown

_1470748159.unknown

_1470748152.unknown

_1470747431.unknown

_1470747719.unknown

_1470747964.unknown

_1470748064.unknown

_1470748109.unknown

_1470748134.unknown

_1470748138.unknown

_1470748119.unknown

_1470748085.unknown

_1470748106.unknown

_1470748082.unknown

_1470748000.unknown

_1470748047.unknown

_1470748053.unknown

_1470748023.unknown

_1470747978.unknown

_1470747990.unknown

_1470747975.unknown

_1470747805.unknown

_1470747888.unknown

_1470747939.unknown

_1470747959.unknown

_1470747902.unknown

_1470747863.unknown

_1470747880.unknown

_1470747848.unknown

_1470747737.unknown

_1470747773.unknown

_1470747786.unknown

_1470747750.unknown

_1470747725.unknown

_1470747730.unknown

_1470747722.unknown

_1470747541.unknown

_1470747636.unknown

_1470747689.unknown

_1470747701.unknown

_1470747711.unknown

_1470747695.unknown

_1470747659.unknown

_1470747683.unknown

_1470747638.unknown

_1470747614.unknown

_1470747631.unknown

_1470747633.unknown

_1470747628.unknown

_1470747583.unknown

_1470747608.unknown

_1470747573.unknown

_1470747442.unknown

_1470747448.unknown

_1470747501.unknown

_1470747529.unknown

_1470747450.unknown

_1470747476.unknown

_1470747444.unknown

_1470747436.unknown

_1470747439.unknown

_1470747434.unknown

_1470747357.unknown

_1470747406.unknown

_1470747418.unknown

_1470747423.unknown

_1470747427.unknown

_1470747420.unknown

_1470747412.unknown

_1470747415.unknown

_1470747409.unknown

_1470747393.unknown

_1470747399.unknown

_1470747403.unknown

_1470747396.unknown

_1470747387.unknown

_1470747390.unknown

_1470747383.unknown

_1470747261.unknown

_1470747308.unknown

_1470747328.unknown

_1470747331.unknown

_1470747320.unknown

_1470747267.unknown

_1470747280.unknown

_1470747264.unknown

_1470747224.unknown

_1470747252.unknown

_1470747256.unknown

_1470747248.unknown

_1470747198.unknown

_1470747216.unknown

_1470747174.unknown

_1470746835.unknown

_1470747011.unknown

_1470747050.unknown

_1470747062.unknown

_1470747071.unknown

_1470747076.unknown

_1470747068.unknown

_1470747056.unknown

_1470747059.unknown

_1470747053.unknown

_1470747035.unknown

_1470747041.unknown

_1470747046.unknown

_1470747038.unknown

_1470747027.unknown

_1470747032.unknown

_1470747025.unknown

_1470746902.unknown

_1470746978.unknown

_1470746999.unknown

_1470747005.unknown

_1470746986.unknown

_1470746953.unknown

_1470746968.unknown

_1470746911.unknown

_1470746859.unknown

_1470746865.unknown

_1470746874.unknown

_1470746892.unknown

_1470746862.unknown

_1470746846.unknown

_1470746854.unknown

_1470746839.unknown

_1470746694.unknown

_1470746772.unknown

_1470746786.unknown

_1470746819.unknown

_1470746823.unknown

_1470746810.unknown

_1470746779.unknown

_1470746783.unknown

_1470746775.unknown

_1470746731.unknown

_1470746739.unknown

_1470746743.unknown

_1470746736.unknown

_1470746706.unknown

_1470746728.unknown

_1470746698.unknown

_1470746507.unknown

_1470746632.unknown

_1470746646.unknown

_1470746658.unknown

_1470746640.unknown

_1470746541.unknown

_1470746583.unknown

_1470746525.unknown

_1470746423.unknown

_1470746477.unknown

_1470746494.unknown

_1470746505.unknown

_1470746450.unknown

_1470746372.unknown

_1470746380.unknown

_1470746369.unknown

_1470746307.unknown

_1470746319.unknown

_1470745622.unknown

_1470746177.unknown

_1470746259.unknown

_1470746272.unknown

_1470746278.unknown

_1470746294.unknown

_1470746276.unknown

_1470746264.unknown

_1470746268.unknown

_1470746261.unknown

_1470746242.unknown

_1470746249.unknown

_1470746252.unknown

_1470746246.unknown

_1470746206.unknown

_1470746211.unknown

_1470746234.unknown

_1470746199.unknown

_1470745888.unknown

_1470746142.unknown

_1470746165.unknown

_1470746172.unknown

_1470746161.unknown

_1470746082.unknown

_1470746119.unknown

_1470746072.unknown

_1470745651.unknown

_1470745674.unknown

_1470745781.unknown

_1470745671.unknown

_1470745643.unknown

_1470745647.unknown

_1470745628.unknown

_1470745640.unknown

_1470745156.unknown

_1470745561.unknown

_1470745601.unknown

_1470745615.unknown

_1470745619.unknown

_1470745612.unknown

_1470745591.unknown

_1470745594.unknown

_1470745589.unknown

_1470745176.unknown

_1470745364.unknown

_1470745551.unknown

_1470745210.unknown

_1470745163.unknown

_1470745165.unknown

_1470745158.unknown

_1470745119.unknown

_1470745144.unknown

_1470745151.unknown

_1470745153.unknown

_1470745146.unknown

_1470745149.unknown

_1470745126.unknown

_1470745139.unknown

_1470745123.unknown

_1470744956.unknown

_1470744988.unknown

_1470745022.unknown

_1470745028.unknown

_1470745116.unknown

_1470745025.unknown

_1470744991.unknown

_1470744968.unknown

_1470744984.unknown

_1470744960.unknown

_1470744948.unknown

_1470744951.unknown

_1470744942.unknown

_1470736924.unknown

_1470744391.unknown

_1470744699.unknown

_1470744795.unknown

_1470744833.unknown

_1470744873.unknown

_1470744920.unknown

_1470744934.unknown

_1470744909.unknown

_1470744842.unknown

_1470744870.unknown

_1470744838.unknown

_1470744815.unknown

_1470744826.unknown

_1470744829.unknown

_1470744819.unknown

_1470744804.unknown

_1470744810.unknown

_1470744800.unknown

_1470744750.unknown

_1470744767.unknown

_1470744781.unknown

_1470744786.unknown

_1470744772.unknown

_1470744757.unknown

_1470744761.unknown

_1470744765.unknown

_1470744753.unknown

_1470744736.unknown

_1470744745.unknown

_1470744748.unknown

_1470744741.unknown

_1470744743.unknown

_1470744738.unknown

_1470744705.unknown

_1470744722.unknown

_1470744701.unknown

_1470744525.unknown

_1470744590.unknown

_1470744684.unknown

_1470744691.unknown

_1470744695.unknown

_1470744697.unknown

_1470744693.unknown

_1470744688.unknown

_1470744686.unknown

_1470744634.unknown

_1470744669.unknown

_1470744624.unknown

_1470744561.unknown

_1470744569.unknown

_1470744587.unknown

_1470744566.unknown

_1470744540.unknown

_1470744544.unknown

_1470744528.unknown

_1470744439.unknown

_1470744464.unknown

_1470744520.unknown

_1470744522.unknown

_1470744508.unknown

_1470744455.unknown

_1470744458.unknown

_1470744444.unknown

_1470744415.unknown

_1470744422.unknown

_1470744435.unknown

_1470744417.unknown

_1470744408.unknown

_1470744412.unknown

_1470744404.unknown

_1470744124.unknown

_1470744206.unknown

_1470744252.unknown

_1470744368.unknown

_1470744382.unknown

_1470744388.unknown

_1470744371.unknown

_1470744278.unknown

_1470744310.unknown

_1470744353.unknown

_1470744287.unknown

_1470744307.unknown

_1470744283.unknown

_1470744259.unknown

_1470744263.unknown

_1470744256.unknown

_1470744232.unknown

_1470744238.unknown

_1470744246.unknown

_1470744249.unknown

_1470744243.unknown

_1470744235.unknown

_1470744217.unknown

_1470744228.unknown

_1470744230.unknown

_1470744209.unknown

_1470744177.unknown

_1470744193.unknown

_1470744200.unknown

_1470744203.unknown

_1470744205.unknown

_1470744197.unknown

_1470744183.unknown

_1470744190.unknown

_1470744180.unknown

_1470744146.unknown

_1470744158.unknown

_1470744161.unknown

_1470744151.unknown

_1470744140.unknown

_1470744142.unknown

_1470744135.unknown

_1470744137.unknown

_1470737007.unknown

_1470737034.unknown

_1470744105.unknown

_1470744116.unknown

_1470744121.unknown

_1470744108.unknown

_1470737042.unknown

_1470737046.unknown

_1470737039.unknown

_1470737022.unknown

_1470737028.unknown

_1470737032.unknown

_1470737026.unknown

_1470737015.unknown

_1470737019.unknown

_1470737012.unknown

_1470736976.unknown

_1470736993.unknown

_1470736999.unknown

_1470737003.unknown

_1470736996.unknown

_1470736985.unknown

_1470736988.unknown

_1470736981.unknown

_1470736962.unknown

_1470736968.unknown

_1470736972.unknown

_1470736966.unknown

_1470736936.unknown

_1470736960.unknown

_1470736927.unknown

_1470489325.unknown

_1470490072.unknown

_1470490296.unknown

_1470490350.unknown

_1470490363.unknown

_1470490381.unknown

_1470736907.unknown

_1470736921.unknown

_1470490470.unknown

_1470490471.unknown

_1470490393.unknown

_1470490468.unknown

_1470490370.unknown

_1470490373.unknown

_1470490367.unknown

_1470490356.unknown

_1470490360.unknown

_1470490353.unknown

_1470490332.unknown

_1470490344.unknown

_1470490347.unknown

_1470490337.unknown

_1470490304.unknown

_1470490325.unknown

_1470490299.unknown

_1470490252.unknown

_1470490281.unknown

_1470490287.unknown

_1470490290.unknown

_1470490284.unknown

_1470490261.unknown

_1470490267.unknown

_1470490271.unknown

_1470490273.unknown

_1470490265.unknown

_1470490257.unknown

_1470490200.unknown

_1470490226.unknown

_1470490240.unknown

_1470490213.unknown

_1470490173.unknown

_1470490184.unknown

_1470490076.unknown

_1470489897.unknown

_1470489943.unknown

_1470490009.unknown

_1470490066.unknown

_1470490069.unknown

_1470490052.unknown

_1470489949.unknown

_1470489994.unknown

_1470489946.unknown

_1470489922.unknown

_1470489932.unknown

_1470489939.unknown

_1470489937.unknown

_1470489925.unknown

_1470489907.unknown

_1470489911.unknown

_1470489903.unknown

_1470489743.unknown

_1470489833.unknown

_1470489889.unknown

_1470489893.unknown

_1470489838.unknown

_1470489805.unknown

_1470489808.unknown

_1470489788.unknown

_1470489797.unknown

_1470489410.unknown

_1470489624.unknown

_1470489725.unknown

_1470489462.unknown

_1470489604.unknown

_1470489378.unknown

_1470489388.unknown

_1470489374.unknown

_1470488774.unknown

_1470489040.unknown

_1470489263.unknown

_1470489311.unknown

_1470489318.unknown

_1470489322.unknown

_1470489315.unknown

_1470489306.unknown

_1470489309.unknown

_1470489298.unknown

_1470489082.unknown

_1470489237.unknown

_1470489260.unknown

_1470489227.unknown

_1470489072.unknown

_1470489074.unknown

_1470489051.unknown

_1470488903.unknown

_1470488949.unknown

_1470489031.unknown

_1470489036.unknown

_1470489021.unknown

_1470488922.unknown

_1470488925.unknown

_1470488915.unknown

_1470488870.unknown

_1470488890.unknown

_1470488894.unknown

_1470488874.unknown

_1470488860.unknown

_1470488865.unknown

_1470488855.unknown

_1470488852.unknown

_1470488676.unknown

_1470488725.unknown

_1470488762.unknown

_1470488768.unknown

_1470488771.unknown

_1470488765.unknown

_1470488737.unknown

_1470488752.unknown

_1470488729.unknown

_1470488691.unknown

_1470488710.unknown

_1470488713.unknown

_1470488701.unknown

_1470488682.unknown

_1470488686.unknown

_1470488679.unknown

_1470488605.unknown

_1470488656.unknown

_1470488667.unknown

_1470488673.unknown

_1470488663.unknown

_1470488626.unknown

_1470488642.unknown

_1470488609.unknown

_1470488586.unknown

_1470488595.unknown

_1470488598.unknown

_1470488593.unknown

_1470488579.unknown

_1470488583.unknown

_1470488576.unknown

_1470140369.unknown

_1470487611.unknown

_1470488294.unknown

_1470488380.unknown

_1470488420.unknown

_1470488557.unknown

_1470488565.unknown

_1470488570.unknown

_1470488561.unknown

_1470488548.unknown

_1470488554.unknown

_1470488430.unknown

_1470488404.unknown

_1470488415.unknown

_1470488418.unknown

_1470488410.unknown

_1470488387.unknown

_1470488391.unknown

_1470488384.unknown

_1470488341.unknown

_1470488360.unknown

_1470488368.unknown

_1470488370.unknown

_1470488364.unknown

_1470488353.unknown

_1470488356.unknown

_1470488358.unknown

_1470488346.unknown

_1470488329.unknown

_1470488335.unknown

_1470488338.unknown

_1470488332.unknown

_1470488306.unknown

_1470488326.unknown

_1470488297.unknown

_1470488123.unknown

_1470488163.unknown

_1470488177.unknown

_1470488287.unknown

_1470488290.unknown

_1470488275.unknown

_1470488170.unknown

_1470488173.unknown

_1470488166.unknown

_1470488148.unknown

_1470488155.unknown

_1470488160.unknown

_1470488151.unknown

_1470488143.unknown

_1470488145.unknown

_1470488125.unknown

_1470487969.unknown

_1470488080.unknown

_1470488086.unknown

_1470488119.unknown

_1470488083.unknown

_1470488073.unknown

_1470488076.unknown

_1470488063.unknown

_1470487899.unknown

_1470487941.unknown

_1470487959.unknown

_1470487938.unknown

_1470487909.unknown

_1470487617.unknown

_1470487774.unknown

_1470487614.unknown

_1470140594.unknown

_1470140922.unknown

_1470487202.unknown

_1470487250.unknown

_1470487256.unknown

_1470487259.unknown

_1470487253.unknown

_1470487207.unknown

_1470487216.unknown

_1470487205.unknown

_1470487104.unknown

_1470487162.unknown

_1470487166.unknown

_1470487135.unknown

_1470140935.unknown

_1470482374.unknown

_1470487079.unknown

_1470140925.unknown

_1470140885.unknown

_1470140907.unknown

_1470140913.unknown

_1470140915.unknown

_1470140910.unknown

_1470140900.unknown

_1470140905.unknown

_1470140897.unknown

_1470140747.unknown

_1470140855.unknown

_1470140881.unknown

_1470140820.unknown

_1470140670.unknown

_1470140698.unknown

_1470140597.unknown

_1470140474.unknown

_1470140513.unknown

_1470140570.unknown

_1470140586.unknown

_1470140589.unknown

_1470140582.unknown

_1470140555.unknown

_1470140558.unknown

_1470140551.unknown

_1470140553.unknown

_1470140494.unknown

_1470140506.unknown

_1470140509.unknown

_1470140497.unknown

_1470140486.unknown

_1470140489.unknown

_1470140482.unknown

_1470140477.unknown

_1470140406.unknown

_1470140459.unknown

_1470140466.unknown

_1470140469.unknown

_1470140463.unknown

_1470140433.unknown

_1470140436.unknown

_1470140410.unknown

_1470140394.unknown

_1470140400.unknown

_1470140403.unknown

_1470140397.unknown

_1470140386.unknown

_1470140390.unknown

_1470140372.unknown

_1470139744.unknown

_1470139900.unknown

_1470140116.unknown

_1470140226.unknown

_1470140303.unknown

_1470140360.unknown

_1470140363.unknown

_1470140334.unknown

_1470140248.unknown

_1470140286.unknown

_1470140292.unknown

_1470140294.unknown

_1470140289.unknown

_1470140252.unknown

_1470140242.unknown

_1470140157.unknown

_1470140178.unknown

_1470140215.unknown

_1470140217.unknown

_1470140164.unknown

_1470140122.unknown

_1470140145.unknown

_1470140119.unknown

_1470140069.unknown

_1470140093.unknown

_1470140098.unknown

_1470140113.unknown

_1470140096.unknown

_1470140083.unknown

_1470140090.unknown

_1470140070.unknown

_1470139956.unknown

_1470139999.unknown

_1470140012.unknown

_1470139971.unknown

_1470139906.unknown

_1470139927.unknown

_1470139903.unknown

_1470139835.unknown

_1470139871.unknown

_1470139885.unknown

_1470139891.unknown

_1470139894.unknown

_1470139888.unknown

_1470139879.unknown

_1470139882.unknown

_1470139874.unknown

_1470139876.unknown

_1470139851.unknown

_1470139864.unknown

_1470139868.unknown

_1470139854.unknown

_1470139843.unknown

_1470139845.unknown

_1470139838.unknown

_1470139807.unknown

_1470139818.unknown

_1470139824.unknown

_1470139830.unknown

_1470139821.unknown

_1470139813.unknown

_1470139816.unknown

_1470139810.unknown

_1470139761.unknown

_1470139768.unknown

_1470139803.unknown

_1470139797.unknown

_1470139764.unknown

_1470139755.unknown

_1470139758.unknown

_1470139750.unknown

_1470043213.unknown

_1470043548.unknown

_1470139166.unknown

_1470139703.unknown

_1470139732.unknown

_1470139739.unknown

_1470139729.unknown

_1470139697.unknown

_1470139700.unknown

_1470139694.unknown

_1470043675.unknown

_1470043677.unknown

_1470043678.unknown

_1470043676.unknown

_1470043576.unknown

_1470043673.unknown

_1470043674.unknown

_1470043672.unknown

_1470043671.unknown

_1470043571.unknown

_1470043422.unknown

_1470043475.unknown

_1470043502.unknown

_1470043517.unknown

_1470043483.unknown

_1470043493.unknown

_1470043461.unknown

_1470043471.unknown

_1470043448.unknown

_1470043267.unknown

_1470043346.unknown

_1470043367.unknown

_1470043324.unknown

_1470043260.unknown

_1470043264.unknown

_1470043257.unknown

_1470042694.unknown

_1470042921.unknown

_1470043099.unknown

_1470043200.unknown

_1470043204.unknown

_1470043197.unknown

_1470043085.unknown

_1470043092.unknown

_1470042934.unknown

_1470042816.unknown

_1470042860.unknown

_1470042907.unknown

_1470042848.unknown

_1470042786.unknown

_1470042789.unknown

_1470042717.unknown

_1470042323.unknown

_1470042394.unknown

_1470042439.unknown

_1470042689.unknown

_1470042407.unknown

_1470042344.unknown

_1470042357.unknown

_1470042325.unknown

_1470042284.unknown

_1470042296.unknown

_1470042319.unknown

_1470042292.unknown

_1470042278.unknown

_1470042281.unknown

_1200222321.unknown

_1470042191.unknown

_1194697333.unknown

