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Исследуется трудоемкость одного класса марковских монотонных алгоритмов случайного поиска. Показано, что для 
рассмотренного класса случайных поисков, число вычислений целевой функции, необходимое для достижения требуемой 
точности ε решения задачи, не может расти медленнее, чем |ln|  . 
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The computational complexity of one class of the Markov monotonous random search algorithms is investigated. It is shown 
that, for a considered class of random search methods the number of the objective function evaluations needed to find the extremizer 
accurate to ε cannot increase more slowly than |ln|  . 
Keywords: random search, global optimization, stochastic optimization 

1. Введение 

Пусть целевая функция RXf :  (где, на-

пример, dX R ) принимает минимальное значение 
в единственной точке *x . Рассмотрим задачу поиска 
точки глобального минимума *x  с заданной точно-
стью ε. Один из способов решения этой задачи со-
стоит в применении марковских монотонных алго-
ритмов случайного поиска (см. [1-13]). Такие алго-
ритмы давно и успешно используются при решении 
сложных задач оптимизации. Тем не менее, сущест-
вует мало теоретических результатов о скорости 
сходимости этих алгоритмов (см. [3-6]). Данная ра-

бота посвящена исследованию трудоемкости одного 
класса марковских монотонных алгоритмов случай-
ного поиска. 

В качестве характеристики трудоемкости алго-
ритма используем число вычислений целевой функ-
ции, требуемое для достижения заданной точности ε 
решения задачи. Причина выбора такой характери-
стики состоит в том, что именно вычисления целевой 
функции составляют основной объем вычислитель-
ной работы при выполнении исследуемых алгорит-
мов. Кроме того, такая характеристика удобна при 
сравнении различных алгоритмов случайного поиска 
экстремума между собой. Подробнее выбранная ха-
рактеристика обсуждается в [4, с.13]. 
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Удалось доказать, что рассматриваемые алго-
ритмы не могут быть слишком быстрыми. Оказывает-
ся, что (при некоторых ограничениях) число вычисле-
ний целевой функции, необходимое марковским моно-
тонным алгоритмам случайного поиска для достиже-
ния заданной точности ε решения задачи, не может 
расти медленнее, чем |ln|  . В данной работе продол-
жены исследования статьей [14-17]. Здесь, в отличие 
от [17], рассмотрен другой вид случайного поиска, и, в 
отличие от [14-16], здесь рассмотрен другой, широко 
используемый на практике класс переходных функций, 
применяемый, в частности, Л.Ингбером в методе 
сверхбыстрого отжига (very fast annealing) [7,8]. 

Результаты работы позволяют оценить потен-
циальные возможности марковских монотонных ал-
горитмов случайного поиска, и сделать вывод о том, 
что трудоемкость некоторых построенных алгорит-
мов близка к оптимальной, по крайней мере, по по-
рядку зависимости от ε. 

2. Постановка задачи 

Назовем пространством оптимизации множе-
ство оптимизации X, снабженное метрикой ρ. Мы 
ограничимся случаем d-мерного евклидова простран-
ства dR  и следующими вариантами метрик ),( yx  

для dR : 
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где 1  — любое фиксированное число, ),...,( 1 dxxx  
и ),...,( 1 dyyy  . Замкнутый шар радиуса r с центром в 

точке x обозначим через }),(:{)( ryxyxB d
r  R .  

Далее предполагается, что целевая функция 
RR df :  измерима и удовлетворяет следующему 

условию. 
Условие 1. Функция f принимает минимальное 

значение в единственной точке *x . 
Никаких других ограничений на поведение це-

левой функции наложено не будет. При получении 
нижней оценки трудоемкости никаких специальных 
ограничений на поведение целевой функции не тре-
буется.  

Случайным поиском называется произвольная 
последовательность случайных величин 0}{  nn  со 

значениями в dR . Опишем исследуемый класс мар-
ковских монотонных алгоритмов случайного поиска с 
помощью алгоритма моделирования. Следуя [3, 
с.124], приведем общую схему моделирования мар-
ковского монотонного случайного поиска 0}{  nn . 

Алгоритм 1 
Шаг 1. x0 , 1n . 
Шаг 2. ),( 1  nnn P . 
Шаг 3. Если )()( 1 nn ff , то nn  , иначе 

1 nn . 
Шаг 4. 1nn  и перейти к шагу 2. 
Здесь x — начальная точка поиска, а n  — но-

мер итерации алгоритма. Обозначение 

« ),( 1  nnn P » читается как «получить реализацию 
случайной величины n  с распределением 

),( 1  nnP ». Распределение ),( 1  nnP  зависит от но-
мера шага n и «старой» точки поиска 1n . В соответ-
ствии со структурой алгоритма 1, распределения 

),( 1  nnP  будем называть пробными переходными 
функциями, а случайные величины n  — пробными 
точками.  

После получения новой пробной точки n  (на 
втором шаге алгоритма), на третьем шаге поиск или 
переходит в эту точку n , если новая точка не хуже 
старой (т.е. для нее выполняется неравенство 

)()( 1 nn ff ), или остается в старой точке поиска 

1n . Отметим, что введенный случайный поиск яв-
ляется монотонным, в том смысле, что неравенства 

)()( 1 nn ff  выполняются при всех 1n . 
При получении нижней оценки трудоемкости 

случайного поиска будем исследовать момент перво-
го попадания поиска в ε-окрестность точки глобаль-
ного минимума. При этом условие остановки алго-
ритма обсуждаться не будет. Таким образом, мы бу-
дем рассматривать бесконечные алгоритмы. Поэтому 
на четвертом шаге алгоритма номер итерации n про-
сто увеличивается на единицу, и алгоритм вновь пе-
реходит к выполнению второго шага. 

Мы рассмотрим марковские монотонные алго-
ритмы случайного поиска, пробные переходные 
функции ),( xPn  которых обладают плотностями 

),( yxpn  вида 
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где ),...,( 1 dxxx  и ),...,( 1 dyyy  , kxnp ,,  — плотности в 
одномерном пространстве ,R  а kxng ,,  — невозрас-
тающие неотрицательные функции, определенные на 
множестве ),0(  . Не умаляя общности, будем счи-
тать, что функции kxng ,,  непрерывны слева.  

Переходные функции такого вида широко ис-
пользуются на практике (см. [7,8]) и применяются, в 
частности, в методе сверхбыстрого отжига Л.Ингбе-
ра. 

3. Характеристики случайного поиска 

Случайный поиск используем для отыскания 
точки минимума *x  с заданной точностью ε (аппрок-
симация «по аргументу»). При аппроксимации по 
аргументу нас будет интересовать попадание поиска 
в шар )( *xB . Через  

)}(:0min{ *xBn n    
обозначим момент первого попадания поиска в ε-
окрестность точки глобального минимума.  

Как правило, предполагается, что для модели-
рования распределений nP  не требуется вычислений 
функции f. Тем самым, на каждой итерации nn   1  
алгоритма 1 происходит ровно одно вычисление це-
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левой функции, и распределение случайной величины 
  дает нам достаточно полную информацию о каче-

стве случайного поиска. Действительно, при выпол-
нении   шагов поиска значения функции f вычис-
ляются 1  раз. 

Мы рассмотрим одну характеристику скорости 
сходимости случайного поиска. Трудоемкость слу-
чайного поиска определяется через E  и имеет 
смысл среднего числа шагов поиска до достижения 
им множества )( *xB . 

4. Нижняя оценка трудоемкости 

Основной результат работы представляет сле-
дующая теорема. В ней показано, что число вычисле-
ний целевой функции, необходимое марковскому 
монотонному случайному поиску для достижения 
требуемой точности ε решения задачи, не может рас-
ти медленнее, чем |ln|  . 

Теорема. Пусть целевая функция RR df :  
принимает минимальное значение в единственной 
точке *x . Рассмотрим марковский монотонный слу-
чайный поиск 0}{  nn , пробные переходные функции 
которого имеют плотности вида (1). Пусть x — на-
чальная точка поиска и ),(0 *xx . Тогда справед-
ливо неравенство 
 .1)/),(ln( *  xxE  (2) 

5. Заключение 

Полученный теоретический результат помога-
ет понять поведение марковских монотонных алго-
ритмов случайного поиска. Неравенство (2) позволяет 
оценить потенциальные возможности таких алгорит-
мов и сделать вывод о том, что трудоемкость некото-
рых построенных алгоритмов (см., напр., [11-13]) 
близка к оптимальной, по крайне мере, по порядку 
зависимости от ε. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
проектной части государственного задания в сфере 
научной активности Министерства образования и 
науки Российской Федерации, проект №1.949.2014/K. 
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