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Вычислена линейная сложность семейства обобщенных циклотомических четвертичных последовательностей над 
кольцом классов вычетов четвертого порядка. Последовательности сформированы на основе классов квадратичных вычетов. 
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We derived the linear complexity of series of generalized cyclotomic quaternary sequences over a residue class ring of order 
four. The sequences are constructed on the basis of quadratic residue classes. 
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Введение 

Для криптографических приложений линей-
ная сложность последовательности является важным 
показателем ее качества [1,2]. В [3,4] был предложен 
метод вычисления линейной сложности циклотоми-
ческих последовательностей над полями второго и 
третьего порядков. Далее, в [5] он был применен к 
последовательностям, получающимся посредством 
обратного отображения Грея из четвертичных цик-
лотомических последовательностей. Линейная 
сложность последовательностей была вычислена над 
конечным полем четвертого порядка F4. В этой ста-
тье покажем, что упомянутый выше метод может 
быть применен для исследования линейной сложно-
сти четвертичных циклотомических последователь-
ностей с периодом 2р над кольцом классов вычетов 
четвертого порядка. В качестве иллюстрации вы-
числим линейную сложность последовательностей, 
автокорреляционная функция которых исследована 
в [6]. 

1. Основные определения 

Пусть p — нечетное простое число и   — 
первообразный корень по модулю p. Известно, что 
если g — нечетное из чисел   и p , то g является 
первообразным корнем по модулю 2р [7]. Обозна-
чим через }1)/(1,...,=;2 mod {= 2

0 dpspgD s   класс 
квадратичных вычетов по модулю 2р. Далее, если A 
— подмножество кольца классов вычетов Z2p, то 
через bA и bA , где bZ, будем обозначать сле-
дующие множества:  

   .|2 mod)(=,|2 mod = AapbabAAapbabA   
Положим 01 = gDD , тогда справедливо разбие-

ние }.{0,22= 10102 pDDDDp Z  

Рассмотрим последовательность S  с периодом 
2р, определяемую на периоде следующим образом 
[6]: 
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Многочлен ,...1=)( 1
m

mxcxcxC   ][)( 4 xxC Z  
— называется ассоциированным многочленом последо-
вательности S  над Z4, если выполняется соотношение 

mimiii scscscs   ...= 2211  для всех mii : . Линейная 
сложность )(L  последовательности S  определяется как 
наименьшая из степеней ассоциированных многочле-
нов. Известно, что )(xC  — ассоциированный много-
член последовательности S  тогда и только тогда, когда  

  ,1)(mod 0)()( 2  pxxCxS  (2) 

где 12
1210 ...=)( 
 p

p xsxssxS . 

Пусть )2,2( 22rGFR  — кольцо Галуа характе-
ристики 4, здесь r  — порядок 2 по модулю p  [8]. 

Группа обратимых элементов *R  кольца R  содержит 
циклическую подгруппу порядка 12 r . Следователь-
но, в *R  существует элемент   порядка p , тогда 

3γα  имеет порядок p2   и .1α p  Далее исследуем 

значения ,)α( vS  1,20,1,= pv  , что и позволит рас-
считать линейную сложность последовательности S  
по формуле (2). 

2. Вспомогательные леммы  

Метод вычисления значений )α( vS  будет 
представлен в следующем разделе, а здесь докажем 
вспомогательные леммы о суммах степеней α.  Преж-
де всего заметим, что в кольце R  имеем: 

0=αα1 12  p  и 0,=αα1 222  p  так как поря-
док α  равен 2р, тогда  

 1.=ααααα 12223   ppp   (3) 
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Введем вспомогательные многочлены 
k

kDik xxS 
=)(  и k

kDik xxS  22 =)( , 0,1=k , тогда 

по (1) )(3)(2)(2=)( 321 xSxSxSxxS p  . По определе-

нию классов вычетов kD  имеем: ,)α(=)α( 01
gvv SS  

)α(=)α( 2
02

vv SS  и ).α(=)α( 2
03

gvv SS  
Таким образом, для вычисления значений 

)α( vS  достаточно найти .)α(0
vS   

Лемма 1. Если kDv , 0,1=k , то 

.)α(=)α( 00
kgv SS  

Доказательство. Если kDv , то 00 = DgvD k , 

тогда ,α=α=α=)α(
000

0
i

DS
kg

Di
j

kgj
vi

Di
v  

 что и 

доказывает лемму 1. 
Из леммы 1 и формулы (3) имеем  

 1.=)α()α( 00
gSS   (4) 

Согласно (4), не нарушая общности, можно 
считать, что 0)α(0 S  и 0.)α(2 0 S  

Пусть  








,8) mod( 1 если ,1
,8) mod( 1 если ,0

=
p
p

l  

т. е. 0=l , если 2 является квадратичным вычетом по 
модулю p  и 1=l  в противоположном случае [7]. 

Лемма 2. Если kDv , то ,)α(=)α( 0
2

0
lkgv SS


  а 

если же kDv 2 , то .)α(=)α( 0
2

0
kgv SS   

Доказательство. В силу выбора α  и определе-
ния многочлена )(0 xS  имеем .)α(=)α( 2

0
2

0
vvp SS   Да-

лее, vp 2  — нечетное число и ) mod( 2 pvp kl  по 
выбору g  и l , поэтому 2) mod( )()2 mod( 2 lkDpvp  . 

Применение леммы 1 завершает доказательство пер-
вого равенства, второе утверждение леммы 2 доказы-
вается аналогично. 

Леммы 1 и 2 показывают, что для вычисления 
значений )α(0

vS  достаточно найти )α(0S  и ,)α(0
gS  

что и будет сделано в следующем разделе. 

3. Метод вычисления значений ассоциированного 
многочлена последовательности  

Напомним еще одно определение. Циклото-
мическим числом второго порядка 2),( nm , где nm,  
— целые числа, называется число решений сравне-
ния ) mod( 1 pji  , 1,0,1,=, pji   при условии, 
что 2) mod( mi  и 2) mod( nj  [9]. Другими слова-

ми, если 1)/2}(,1,=, mod {= 2   ptpH tm
m  , то 

|1)(=|),( 2 nm HHnm  . 
Лемма 3. Если 0,1=,nm , то 

2),(|=21)(| lnmDD nm  , где по-прежнему 0=l , если 
2 — квадратичный вычет по модулю p  и 1=l  в про-
тивоположном случае. 

Доказательство. Согласно построению клас-
сов вычетов и определению l  получаем, что 

mm HpD = mod  и 2) mod( )(= mod 2 lnn HpD  , отсюда и 

следует справедливость леммы 3. 
Следующее утверждение является обобщением 

теоремы 1 из [3]. 
Теорема 1. Справедливо равенство  

1)/2,(δ)α((0,1))α((0,0)=)α( 0202
2
0  pSSS g  

где 


 


иначе. ,0

,число четное 2/)1(если ,1
=

p

 Воспользовавшись теоремой 1 и формулой (4) 
вычислим значения )α(0S  и .)α(0

gS  
Лемма 4. 
1. 1=)α(0S  и ,0=)α(0

gS  если 16) mod( 1p ; 

2. ρ=α)(0S  и ,1=)α(0 gS  если 16) mod( 5p , 

где   удовлетворяет соотношению ;0=332   

3. 3=)α(0S  и ,2=)α(0
gS  если ;16) mod( 9p  

4. ρ2=α)(0 S  и ρ,3=)α(0 gS  если 
16) mod( 13p . 

Доказательство. Для удобства обозначим 
)α(0S  через z , а )α(0

gS  — через y , тогда по теореме 
1 и формуле (4) получаем, что  

 1)/2.()(1(0,1)(0,0)= 22
2  pzzz  (5) 

Пусть 4) mod( 1p , т. е. up 41=  , Zu , тогда 
1= , 1=5)/4(=(0,0)2  up  и up =1)/4(=(0,1)2   [9]. В 

этом случае соотношение (5) примет вид:  

 .=2 uzz   (6) 
Решая в кольце R  уравнение (6), при сделан-

ных относительно )α(0S  предположениях, найдем 
значения z  и y : 

a) 1=z  и 0=y , если ;4) mod( 0u  
b) =z  и 1=y , если ;4) mod( 1u  
c) 3=z  и 2=y , если ;4) mod( 2u  
d) 2=z  и 3=z , если .4) mod( 3u  
Вариант, когда ,4) mod( 3p  исследуется ана-

логично. 
Вычисленные значения )α(0S  и )α(0

gS  позво-

ляют найти )α( vS  и рассчитать линейную сложность 
последовательности S  по формуле (2), что и будет 
сделано в следующем параграфе.  

4. Линейная сложность последовательности 

Теорема 2. Пусть последовательность S  опре-
делена по (1). Тогда 12= pL , если 8) mod( 3p  и 

,2= pL  если 8) mod( 3p . 
Доказательство. Покажем сначала, что 

*)α( RS v   для 1010 22 DDDDv  . 
Пусть 0Dv , тогда по лемме 2 имеем 

)α(3)α(2)α(2=)α( 000 SSSS ggv   или )α(21=)α( 0SS v   
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по (4). Аналогично, если 1Dv , то .)α(21=)α( 0
gv SS   

Согласно лемме 4 в обоих случаях .)α( *RS v   
Пусть 02Dv , тогда по лемме 2 имеем 

,)α(3)α(2)α(2=)α( 000
gv SSSS   т. е. 3=)α( vS  по (4). 

Последнее равенство имеет место и для 12Dv . 
Далее, по определению последовательности 

,2=1)(=)α( SS p  а 4) mod( 1)3(2(1)  pS , т. е. 
0=(1)S  для 8) mod( 3p  и 0(1)S  при 

8) mod( 3p . 

Пусть 1)1)/((=)( 2  xxxC p , если 8) mod( 3p  

и 1)(=)( 2 pxxC , если 8) mod( 3p . Тогда 

 1)(mod 0)()( 2  pxxCxS , т. е. )(xC  является ассо-
циированным многочленом последовательности S  и 

)(deg xCL .  
Предположим, что )(deg< xCL , тогда сущест-

вует другой ассоциированный многочлен )(1 xC , сте-
пень которого меньше степени )(xC . А так как 

 1)(mod 0)()( 2
1  pxxCxS , согласно (2), то это означа-

ет, что существует u  ( 0u  для 8) mod( 3p ) такое, 

что ,2)α( RS v   что противоречит доказанному ранее. 
Таким образом, )(deg= xCL  и теорема 2 дока-

зана. 
В условиях теоремы 2 последовательности об-

ладают высокой линейной сложностью.  
Подобным же образом можно исследовать ос-

тальные случаи и показать, что здесь последователь-
ность не обладает высокой линейной сложностью. В 
частности, имеет место следующее утверждение. 

Теорема 3. Для линейной сложности последо-
вательности S , определенной по (1), справедливо: 

1. pL=  для 16) mod( 1p ; 
2. 1= pL  для 16) mod( 1p ; 
3. 3)/2(= pL  для 16) mod( 7p ; 
4. 1)/2(= pL  для 16) mod( 7p . 
Теорема 3 завершает процесс вычисления ли-

нейной сложности последовательности S . Расчеты ее 
линейной сложности, выполненные по алгоритму 
Берлекэмпа-Месси, подтверждают справедливость 
полученных результатов.   

Заключение 

Рассмотрен метод вычисления линейной слож-
ности циклотомических последовательностей над 
кольцом классов вычетов четвертого порядка. Вы-
числена линейная сложность четвертичных циклото-
мических последовательностей с периодом ,2p  
сформированных на классах квадратичных вычетов. 
Предложенный метод вычисления линейной сложно-

сти может быть распространен на последовательно-
сти, формируемые на циклотомических классах более 
высокого порядка.  
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