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Глава 1

Введение

Основная проблема теоретического материаловедения заключается в про-
гнозировании термодинамических и кинетических свойств многокомпонент-
ных конденсированных систем. В идеале, эту проблему следует решать,
исходя из микроскопического гамильтониана системы ядер и электронов,
взаимодействующих между собой и с внешними полями. Точное решение
подобных задач в настоящее время не представляется возможным. Суще-
ствующие приближённые методы имеют весьма ограниченную область при-
менимости и к тому же не существует априорных оценок точности этих
методов.

Существует несколько путей преодоления указанных трудностей.

• Статистическая термодинамика систем, состоящих из сравнительно
устойчивых нейтральных образований (молекул, ионов, ассоциатов и
т.д.). Это направление основано на представлении системы как сово-
купности нейтральных или заряженных частиц, взаимодействующих
между собой через некоторые (в общем случае — многочастичные)
потенциалы. Эти потенциалы возникают в результате усреднения по
быстрым (электронным) степеням свободы системы и характеризуют-
ся интенсивным отталкиванием на малых расстояниях и слабым при-
тяжением на больших расстояниях. Дальнодействующие части взаи-
модействий, как правило, учитываются в различных вариантах тео-
рии среднего поля с возможными поправками, а короткодействующие
части — с помощью различных вариантов ограничений на распределе-
ние молекул в пространстве (в простейшем случае — это распределение
молекул по узлам некоторой решётки). Межмолекулярные потенциалы
обычно не вычисляются, а выбираются либо из каких-либо физических
соображений, либо из соображений доступности для вычислений. По-
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мимо этого, существуют дополнительные ограничения на потенциалы,
связанные с требованием существования термодинамического предела.

• Выбор феноменологических выражений для термодинамических функ-
ций систем с учётом специфики исследуемых систем. Это направление
особенно хорошо разработано применительно к молекулярным раство-
рам. Существует довольно много моделей таких растворов; эти модели
различаются выбором формы поправок к теории идеальных растворов.
Основная трудность в использовании этих моделей заключается в том,
что остаётся неизвестной связь между параметрами соответствующих
моделей и характеристиками межмолекулярных потенциалов, что су-
щественно ограничивает возможности прогнозирования термодинами-
ческих свойств систем.

• Разработка и исследование моделей конденсированных систем, в кото-
рых учитывается только часть степеней свободы (к примеру, подсисте-
ма свободных электронов в металлах и сплавах, электроны и дырки в
полупроводниках, колебания решётки и т.д.). Здесь отправной точкой
служит понятие элементарных возбуждений (квазичастиц) — внача-
ле свободных квазичастиц с последующим “включением” взаимодей-
ствий между ними. С этой точки зрения конденсированная система
представляет собой сосуд, содержащий набор элементарных возбужде-
ний (электроны, фононы, магноны, плазмоны и пр.), характеризуемых
определёнными законами дисперсии. При этом часто не удаётся обес-
печить адекватное описание систем в рамках идеального газа квазича-
стиц, что вынуждает включать в рассмотрение взаимодействия между
квазичастицами, что в свою очередь приводит к появлению новых ква-
зичастиц (куперовские пары, поляритоны и др.).

• Поиск точно решаемых моделей статистической физики. Точные ре-
шаемые модели, помимо чисто теоретического интереса, полезны ещё
и для проверки адекватности приближённых методов.

• Получение строгих (с математической точки зрения) результатов от-
носительно условия существования (или отсутствия) фазовых перехо-
дов, дальнего и/или ближнего порядка в некоторых классах моделей,
ограниченности снизу спектра систем зарядов (ядер и электронов) в
квантовой статистике, разработка математического аппарата для опи-
сания бесконечночастичных систем, установление условий эквивалент-
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ности (или неэквивалентности) разных подходов (например, подходы
Дж.Гиббса и Н.Н. Боголюбова) или ансамблей статистической меха-
ники.

• В связи с потребностями химической промышленности и энергетики
выполнены обширные экспериментальные исследования термодинами-
ческих свойств многих чистых веществ и их смесей (углеводороды
и кислородсодержащие органические вещества, вода, атмосферные и
инертные газы, фреоны и т.д.). Результаты этих исследований сведе-
ны в многочисленных теплофизических справочниках. Для практиче-
ских расчётов широко используются также разнообразные эмпириче-
ские формулы, параметры которых подобраны на основе эксперимен-
тальных данных.

Цель настоящей работы состоит в достаточно подробном изложении су-
ществующих в настоящее время конструктивных методов в теории конден-
сированного состояния с основным упором на те методы, которые пока ещё
недостаточно подробно освещены в монографической литературе.
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Глава 2

Введение в статистическую
термодинамику

Статистическая термодинамика (синонимы: равновесная статистиче-
ская физика, равновесная статистическая механика) имеет основной целью
выразить термодинамические свойства вещества через характеристики ча-
стиц, образующих эти вещества — молекул и их взаимодействий или, в пока
недостижимом идеале, атомных ядер, электронов и их взаимодействий.

Предвестницей статистической термодинамики явилась феноменологи-
ческая термодинамика, которая не использовала никаких представлений
и гипотез о строении вещества. Феноменологическая термодинамика систе-
матизирует и обобщает экспериментальные факты (такие как закон сохра-
нения энергии, закон возрастания энтропии и др.), не давая им какого-либо
рационального объяснения. Кроме того, феноменологическая термодина-
мика в принципе не даёт возможности вычислить свойства реальных ве-
ществ, т.е. выразить их через свойства составляющих вещество частиц и их
взаимодействий.

С точки зрения классической механики эволюция многочастичной си-
стемы однозначно определяется уравнениями движения плюс начальными
условиями. Однако ни вид взаимодействий, ни начальные условия для всех
частиц (числом порядка 1020 ÷ 1025 !) неизвестны. В квантовой механике
ситуация с одной стороны несколько улучшается (известен закон взаимо-
действий электронов и ядер), но решать уравнение Шрёдингера (даже с из-
вестными взаимодействиями) нисколько не проще, чем классические урав-
нения движения. Вероятно, единственным небезнадёжным методом анали-
за столь многочастичных систем может быть статистический метод. (Заме-
тим, кстати, что статистический метод оказывается весьма эффективным
и в применении к системам, состоящим не из столь колоссального числа
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частиц — к атомным ядрам. В связи с этим следует отметить выдающиеся
работы Ф. Дайсона [66]). ∗

2.1 Ансамбли

В классическом приближении состояние многочастичной системы опре-
деляется координатами и импульсами всех частиц, т.е. положением изоб-
ражающей точки в фазовом пространстве, имеющем 6N измерений (N —
число частиц в системе; предполагается, что частицы являются точечными
и в простейшем случае не имеют никаких внутренних степеней свободы).

По ансамблем в статистической термодинамике понимается совокупность
из большого (в идеале — бесконечно большого) числа идентичных систем.
Наиболее часто используются три типа ансамблей:

• Микроканонический — система, полностью изолированная от внешнего
мира; энергия, число частиц и объём системы фиксированы;

• Канонический — система с фиксированным числом частиц, находя-
щаяся в тепловом равновесии с окружающим миром. Единственной
характеристикой внешнего мира является температура;

• Большой канонический ансамбль, способный обмениваться с миром
как энергией, так и частицами; внешний мир задаёт температуру си-
стемы и химический потенциал компонентов.

Каждой системе ансамбля ставится в соответствие точка фазового про-
странства, а эволюция ансамбля во времени определяет поток в фазовом
пространстве.

В статистической механике нас интересуют не отдельные траектории в
фазовом пространстве, а потоки, распределения, средние величины, откло-
нения от средних и т.п.

2.2 Микроскопические и макроскопические состояния.
Усреднение и эргодичность

Микроскопическое состояние системы, состоящей из N частиц, опреде-
ляется перечнем обобщённых координат qs и импульсов ps всех частиц (s =
1÷N), т.е. точкой в фазовом пространстве 6N измерений.
∗Имеется частичный перевод на русский язык [16].
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Заметим, что существуют модели, для которых фазовое пространство
не является непрерывным пространством — для решёточных моделей типа
модели Изинга фазовое пространство имеет дискретную структуру. Поло-
жим, что атомы могут располагаться не в любых точках пространства, а
исключительно в узлах некоторой решётки, причём каждый из атомов мо-
жет находиться в каком-либо из двух допустимых состояний (спин вверх
+1 или вниз −1). Если общее число узлов равно N , то состояние системы
описывается последовательностью из N символов, равных ±1. В N -мерном
пространстве каждому из этих состояний соответствует вершинаN -мерного
куба, общее число состояний равно 2N , а изменению состояний соответству-
ет не непрерывная траектория, а скачки из одной вершины N -мерного куба
в другую.

Нам недоступно установить, какое именно из возможных микроскопиче-
ских состояний системы реализуется в “данный момент” времени. Всё, что
мы можем знать о системе, это ее макроскопическое состояние, определя-
емое температурой, давлением, намагниченностью, энергией и ещё неболь-
шим числом макроскопических параметров. Если для каких-либо двух си-
стем эти комплекты макроскопических параметров совпадают, то систе-
мы находятся в одном и том макроскопическом состоянии. Таким образом,
каждому из макросостояний соответствует колоссальное число микрососто-
яний.

Если система находится в термодинамическом равновесии, то её макро-
скопическое состояние не изменяется в то время, как смену микросостояний
остановить нельзя. Поэтому термодинамические функции системы могут
зависеть не от отдельных микросостояний, а только от совокупности всех
возможных микросостояний, т.е. быть некоторой интегральной величиной
от всех допустимых микросостояний. Для микроканонического ансамбля
допустимые состояния выделяются из общего комплекса всех состояний
условиями типа законов сохранения (энергии, импульса и др.).

Мыслимы два метода нахождения средних значений какой-либо функ-
ции f(p, q) от координат и импульсов q, p.

1. Усреднение по времени:

〈f(p, q)〉t = lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(p(t), q(t)) dt (2.1)

где p(t), q(t) — фазовая траектория какой-либо одной из систем, об-
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разующих ансамбль.

2. Усреднение по совокупности всех систем, образующих ансамбль, вы-
полненное в какой-либо момент времени:

〈f(p, q)〉E =
1

Ω

∫
(H(p,q)=E)

f(p, q) dpdq, (2.2)

где H(p, q) — гамильтониан системы, E — её энергия,

Ω =

∫
(H(p,q)=E)

dpdq. (2.3)

Заметим, что оба эти метода усреднения дают требуемую интегральную
величину.

Гиббс постулировал принцип равной вероятности: в микроканониче-
ском ансамбле все состояния на поверхности постоянной энергии в фазовом
пространстве H(p, q) = E равновероятны (т.е. имеют одинаковый вес). От-
метим, что никаких доказательных свидетельств в пользу (как, впрочем, и
против) этой гипотезы нет.

Эргодическая гипотеза утверждает равенство средних по времени и по
конфигурациям

〈f(p, q)〉t = 〈f(p, q)〉E. (2.4)
В нашем реальном непостоянном Мире мы не располагаем бесконечным

временем, поэтому естественно возникает вопрос о том, насколько большим
должно быть время T , чтобы равенство временных и конфигурационных
средних имело шансы на успех. Понятно, что время T должно быть значи-
тельно больше максимального из времён релаксации в системе. Характер-
ные времена релаксации для обычных жидкостей составляют доли секунд,
для твёрдых растворов и стёкол — десятки и сотни лет.

Таким образом, шансы на эргодичность могут иметь газы и жидкости,
но реальные твёрдые тела, аморфные системы, твёрдые растворы, поли-
меры,как правило, являются существенно неравновесными на привычных
масштабах времён, а потому они неэргодичны. Более того, многие полезные
свойства конденсированных систем обусловлены именно их неравновесно-
стью и, соответственно, неэргодичностью.

Следует отметить, что в последние десятилетия неэргодические системы
(к примеру, спиновые стёкла) исследуются со всё возрастающей интенсив-
ностью.
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2.3 Энтропия

Каждая система ансамбля представлена точкой в фазовом пространстве.
Суммарное число состояний W для систем с дискретным фазовым про-
странством находится элементарно — это просто число точек в фазовом
пространстве (для модели Изинга это число равно 2N).

Для непрерывного фазового пространства вместо числа состояний сле-
дует ввести доступный объём фазового пространства ∆Γ с некоторым ко-
эффициентом пропорциональности:

W = C ∆Γ, (2.5)

причём в рамках классической статистики коэффициент пропорционально-
сти найден быть не может. Квантовая статистика даёт

C =
1

h3N
, (2.6)

h— постоянная Планка.
Определим энтропию с помощью соотношения

S = κ lnW, (2.7)

(κ = 1.38 · 10−23 Дж/K — постоянная Больцмана; в дальнейшем мы будем
использовать энергетическую систему единиц, в которой постоянная Больц-
мана равна 1). Заметим, что энтропия зависит от следующих естественных
переменных: энергии системы E, объёма системы V и числа частиц N :

S = S(E, V,N). (2.8)

2.4 Термодинамический предельный переход

Мы будем иметь дело исключительно с макроскопическими системами,
для которых число частиц N � 1. В связи с этим будем полагать N →∞,
объём V → ∞, n = N/V = const. Этот предельный переход называется
термодинамическим пределом (T-limit).

Все термодинамические переменные бывают двух типов — интенсивные
и экстенсивные.

Переменная A называется интенсивной переменной, если

lim
T−limit

A = const (2.9)
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(примеры — температура, давление, плотность и др.).
Переменная A называется экстенсивной, если

lim
T−limit

A =∞, lim
T−limit

A

V
= const (2.10)

(примеры — число частиц, объём, энергия и др.).
Заметим, что полное число состояний системы, состоящей из двух невза-

имодействующих подсистем, равно произведению чисел состояний подси-
стем

W = W1 ·W2, (2.11)
поэтому

S = S1 + S2. (2.12)
Таким образом, в термодинамическом пределе энтропия системы равна сум-
ме энтропий невзаимодействующих подсистем, поэтому энтропия является
экстенсивной переменной.

Конечно, в общем случае реальная система может быть разбита на подси-
стемы, но эти подсистемы взаимодействуют между собой. Взаимодействие
между подсистемами, строго говоря, нарушает свойство аддитивности эн-
тропии. При определённых условиях, связанных с характером взаимодей-
ствий между подсистемами, неаддитивностью энтропии можно пренебречь,
так же как и граничными эффектами между подсистемами.

2.5 Функции распределения

Обозначим через ρ(p, q) плотность вероятности обнаружения данного
микроскопического состояния p, q в ансамбле. Тогда среднее по ансамблю
от функции f(p, q) определяется выражением

〈f(p, q)〉E =

∫
ρ(p, q)f(p, q)dpdq. (2.13)

Функция ρ(p, q) называется функцией распределения и нормирована на еди-
ницу: ∫

ρ(p, q)dpdq = 1. (2.14)

Явный вид функции распределения зависит от типа ансамбля. В частности,
для микроканонического ансамбля она имеет вид

ρ(p, q) = C · δ(E −H(p, q)), (2.15)

C — нормировочная константа.
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2.6 Вероятности макроскопических состояний

Рассмотрим два макроскопических состояния A и B системы и положим,
что энтропия одного из них больше энтропии второго: S(A) > S(B). Все
микроскопические состояния имеют одинаковый вес, а вероятности P (A) и
P (B) макроскопических состояний A и B пропорциональны числу микро-
скопических состояний, соответствующих A и B. Поэтому

P (B)

P (A)
= exp [S(B)− S(A)] = exp [S(B)− S(A)] < 1, (2.16)

т.е. состояние с бо́льшей энтропией имеет бо́льшую вероятность. А посколь-
ку обе энтропии P (A) и P (A) пропорциональны объёму системы, то в тер-
модинамическом пределе имеем

lim
T−limit

[
P (B)

P (A)

]
= (exp [s(B)− s(A)])V = 0 (2.17)

(s(A) и s(B) — энтропии, отнесённые к единице объёма), т.е. в термодина-
мическом пределе реализуется только состояния с максимальной энтропи-
ей. Таким образом, равновесная замкнутая система имеет максимальную
энтропию S = Smax, а неравновесные состояния имеют меньшую энтропию
S < Smax.

Следствия:

• в замкнутой системе энтропия не убывает (Клаузиус, Больцман);

• для обратимых процессов энтропия постоянна S = const;

• для необратимых процессов энтропия возрастает, т.е. S ↑.

Парадокс обратимости

Постановка вопроса . Уравнения механики инвариантны относительно
замены t → −t (поскольку являются дифференциальными уравнениями
второго порядка). Как в принципе может появиться необратимость в ста-
тистической механике, т.е. в механике систем с большим числом степеней
свободы, если все молекулярные движения обратимы?

Варианты ответов.

• Энтропия не является свойством только лишь быстро проносящего-
ся микроскопического состояния, — она является свойством ансамбля,
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совокупности всех состояний системы, некоторой интегральной харак-
теристикой системы. Необратимость имеет место только на макроско-
пических масштабах.

• Подумать об устойчивости фазовых траекторий по отношению к вари-
ациям начальных условий.

2.7 Температура

Пусть изолированная от внешнего мира равновесная система состоит из
двух подсистем, которые могут обмениваться между собой только энергией;
полная энтропия S и энергия E системы равна сумме энтропий и энергий
подсистем соответственно:

S(E) = S1(E1) + S2(E2), E = E1 + E2 = const. (2.18)

Рассмотрим изменение dS энтропии всей системы, обусловленное переда-
чей бесконечно малой порции энергии от одной подсистемы к другой (при
фиксированных объёмах и числах частиц в подсистемах):

dS = dS1 + dS2 =

(
∂S1

∂E1

)
dE1 +

(
∂S2

∂E2

)
dE2

=

[(
∂S1

∂E1

)
−
(
∂S2

∂E2

)]
dE1

(2.19)

(здесь учтено, что dE1 + dE2 = 0). Поскольку в равновесии энтропия мак-
симальна, то dS = 0, откуда немедленно следует, что(

∂S1

∂E1

)
=

(
∂S2

∂E2

)
. (2.20)

Отсюда следует, что равенство величин
(
∂S

∂E

)
обеих подсистем является

условием равновесия по отношению к обмену энергией. В связи с этим це-
лесообразно ввести следующее определение температуры.

Определение. Температурой (в энергетических единицах, т.е., постоянная
Больцмана κ=1) T называется величина, обратная производной энтропии
по энергии: (

∂S

∂E

)
N,V

=
1

T
, (2.21)
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(частная производная по E берётся при фиксированных числе частиц N и
объёме системы V ). Таким образом, равенство температур подсистем яв-
ляется условием их равновесия по отношению к обмену энергией (тепловое
равновесие).

Утверждение. Если температуры T1 и T2 двух подсистем неодинаковы,
то в процессе достижения равновесия энергия передаётся от подсистемы
с более высокой температурой к подсистеме с более низкой температурой
(т.е., при T1 < T2 величина dE1 положительна, а величина dE2 — отрица-
тельна).

Действительно, при переходе от неравновесного состояния к равновесно-
му изменение энтропии положительно:

dS =

[(
∂S1

∂E1

)
−
(
∂S2

∂E2

)]
dE1 =

[
1

T1
− 1

T2

]
dE1 > 0, (2.22)

отсюда следует, что при T1 < T2 величина dE1 > 0, что и требовалось. Это
рассуждение вполне согласуется с интуитивным представлением о темпе-
ратуре и даёт необходимую мотивацию определения температуры соотно-
шением (2.21).

2.7.1 Знак температуры

До сих пор мы рассматривали неподвижные системы. Что изменится,
если система движется со скоростью v? Заметим вначале, что энтропия
зависит только от внутренней энергии:

Eint = E − mv2

2
, S = S(Eint). (2.23)

Мысленно разделим систему на две части, которые удаляются друг от друга
с некоторой скоростью. Тогда при фиксированной полной энергии внутрен-
няя энергия будет уменьшаться. Если при этом температура всей системы
отрицательна, то разделение системы на удаляющиеся друг от друга подси-
стемы приведёт к росту энтропии. Это означает, что в процессе достижения
равновесия система, имеющая отрицательную температуру T < 0, может
увеличивать энтропию, разваливаясь на удаляющиеся друг от друга дро-
бящиеся фрагменты. Равновесная система с отрицательной температурой,
таким образом, рассыпается на части и существовать не может. Поэтому
температура равновесной системы неотрицательна.
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Здесь следует подчеркнуть, что вывод о неотрицательности температу-
ры справедлив только для системы, находящейся в полном равновесии. Для
систем, находящихся в неполном равновесии, температура может быть от-
рицательной для некоторых степеней свободы.

2.8 Давление

Рассмотрим изолированную равновесную систему, состоящую из двух
подсистем, которые могут “обмениваться” (к примеру, благодаря подвиж-
ному поршню) между собой только объёмом; полная энтропия S и объём
V системы равна сумме энтропий и объёмов подсистем соответственно:

S(V ) = S1(V1) + S2(V2), V = V1 + V2 = const. (2.24)

Рассмотрим изменение dS энтропии всей системы, обусловленное переда-
чей бесконечно малой порции объёма от одной подсистемы к другой (при
фиксированных энергиях и числах частиц в подсистемах):

dS = dS1 + dS2 =

(
∂S1

∂V1

)
dV1 +

(
∂S2

∂V2

)
dV2

=

[(
∂S1

∂V1

)
−
(
∂S2

∂V2

)]
dV1.

(2.25)

Из экстремальности энтропии в состоянии равновесия следует(
∂S1

∂V1

)
=

(
∂S2

∂V2

)
, (2.26)

т.е., величина
(
∂S

∂V

)
является параметром, определяющим механическое

равновесие между подсистемами.
Определение. Давлением P называется величина, задаваемая соотноше-

нием
P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

(2.27)

(дифференцирование осуществляется при фиксированных энергии и числе
частиц).

Утверждение. Если давления P1 и P2 двух подсистем неодинаковы, то в
процессе достижения равновесия подвижный поршень движется от подси-
стемы с более высоким давлением к подсистеме с более низким давлением
(т.е., при P1 < P2 величина dV1 положительна, а величина dV2 — отрица-
тельна).
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2.9 Химический потенциал

Пусть изолированная равновесная система состоит из двух подсистем,
которые могут обмениваться между собой только частицами; полная эн-
тропия S и полное число частиц N системы равна сумме энтропий и сумме
чисел частиц подсистем соответственно:

S(N) = S1(N1) + S2(N2), N = N1 +N2 = const. (2.28)

Рассмотрим изменение dS энтропии всей системы, обусловленное передачей
dN частиц от одной подсистемы к другой (при фиксированных энергиях и
объёмах обеих подсистем):

dS = dS1 + dS2 =

(
∂S1

∂N1

)
dN1 +

(
∂S2

∂N2

)
dN2

=

[(
∂S1

∂N1

)
−
(
∂S2

∂N2

)]
dN1.

(2.29)

Из экстремальности энтропии в состоянии равновесия следует(
∂S1

∂N1

)
=

(
∂S2

∂N2

)
, (2.30)

т.е., величина
(
∂S

∂N

)
является параметром, определяющим равновесие по

отношению к обмену частицами между подсистемами (химическое равно-
весие).

Определение. Химическим потенциалом µ называется величина, задава-
емая соотношением

µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
E,V

. (2.31)

Утверждение. Если химические потенциалы µ1 и µ2 частиц в двух под-
системах неодинаковы, то в процессе достижения равновесия частицы пе-
ремещаются из подсистемы с более высоким химическим потенциалом в
подсистему с более низким химическим потенциалом (т.е., при µ1 < µ2 ве-
личина dN1 положительна, а величина dN2 — отрицательна).

2.10 Первое начало термодинамики

Выпишем теперь выражение для полного дифференциала энтропии рав-
новесной системы, связанного с бесконечно малыми изменениями соответ-
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ствующих естественных переменных (энергии dE, объёма dV и числа ча-
стиц dN), учитывая определения (2.21), (2.27), (2.31):

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN. (2.32)

Найдём отсюда dE:

dE = T dS − P dV + µ dN. (2.33)

Из этого соотношения следует два заключения:

• Естественными переменными, от которых зависит энергия равновес-
ной системы E, являются энтропия S, объём V и число частиц N .
Производные энергии по своим естественным переменным S, V и N

дают температуру, давление и химический потенциал соответственно:

(
∂E

∂S

)
V,N

= T ;(
∂E

∂V

)
S,N

= −P ;(
∂E

∂N

)
V,S

= µ;

(2.34)

• Энергию системы можно изменить тремя способами: совершив работу
δA = −PdV , изменив количество частиц в системе µdN или передав
системе некоторое количество теплоты δQ = TdS.

Соотношения (2.32) или (2.33) составляют первое начало (закон) термоди-
намики, представляющий собой одну из форм представления закона сохра-
нения энергии. Заметим, однако, что как правило при этом слагаемое µdN
опускается, имея в виду системы, не обменивающиеся материей с внешним
миром.

2.11 Термодинамические функции в микроканониче-
ском ансамбле

Согласно (2.33), в термодинамике энергия системы зависит от своих есте-
ственных переменных энтропии S, объёма V и числа частиц N . Эти пере-
менные не всегда удобны. Часто бывает более целесообразным иметь дело с
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иными тройками “естественных” переменных, к примеру, P, T,N (давление,
температура и число частиц) или V, T, µ (объём, температура и химический
потенциал). В этих случаях приходится вводить иные функции, называе-
мые термодинамическими потенциалами и получаемые из энергии систе-
мы с помощью соответствующих преобразований Лежандра.†

2.11.1 Свободная энергия Гельмгольца

Добавим и вычтем в правой части (2.33) слагаемое S dT и перебросим в
левую часть полный дифференциал величины T S; в результате получим:

d (E − T S) = −S dT − P dV + µ dN. (2.35)

Функция F = E − TS = E − S
(
∂E

∂S

)
V,N

, возникшая в левой части это-

го соотношения, называется свободной энергией Гельмгольца и зависит от
естественных переменных температуры T , объёма системы V и числа ча-
стиц N . С помощью дифференцирования F по T, V,N могут быть найдены
энтропия, давление и химический потенциал:

(
∂F

∂T

)
V,N

= −S;(
∂F

∂V

)
T,N

= −P ;(
∂F

∂N

)
V,S

= µ.

(2.36)

Таким образом, если в качестве независимых переменных в системе вы-
браны объём, температура и число частиц, то введение свободной энергии
Гельмгольца представляется вполне естественным.

†Напомним, что преобразование Лежандра используется при переходе от функции Лагранжа к
функции Гамильтона в классической механике, а также в теории дифференциальных уравнений, ва-
риационном исчислении и т.д. Подробное изложение вопроса может быть найдено в учебниках мате-
матического анализа (Г.М. Фихтенгольц. “Курс дифференциального и интегрального исчисления”, т.1;
Э. Гурса. “Курс математического анализа”, т.1) и механики (Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц. “Механика”;
В.И. Арнольд. “Математические методы классической механики”).
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Задача 1. Выполнить обратное преобразование Лежандра от сво-
бодной энергии Гельмгольца F (N, T, V ) с исключением переменной T ,
и убедиться, что в результате получается энергия системы E(N,S, V ):

E = F − T
(
∂F

∂T

)
N,V

. (2.37)

2.11.2 Энтальпия

Прибавим и вычтем в правой части (2.33) слагаемое V dP и перебросим в
левую часть полный дифференциал величины −P V ; в результате получим:

d (E + P V ) = T dS + V dP + µ dN. (2.38)

Функция H = E + PV = E − V
(
∂E

∂V

)
S,N

, появившаяся в левой части это-

го соотношения, называется энтальпией; она зависит от своего комплекта
естественных переменных — энтропии, давления и числа частиц. Диффе-
ренцирование энтальпии по этим переменным позволяет найти температу-
ру, объём и химический потенциал частиц:

(
∂H

∂S

)
P,N

= T ;(
∂H

∂P

)
S,N

= V ;(
∂H

∂N

)
P,S

= µ.

(2.39)

Понятно, что если в качестве независимых переменных в системе выбра-
ны энтропия, давление и число частиц, то наиболее целесообразно введение
термодинамического потенциала энтальпии.

Свободная энергия Гиббса

Прибавим и вычтем в правой части (2.38) величину SdT и перебросим
полный дифференциал величины ST влево; в результате получим:

d (E + P V − T S) = −S dT + V dP + µ dN. (2.40)

Слева содержится полный дифференциал функцииG(P, T,N) = (E+P V−
T S), называемой термодинамическим потенциалом Гиббса (или просто
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термодинамическим потенциалом). Из уравнения (2.40) немедленно следу-
ют соотношения, позволяющие получить из термодинамического потенци-
ала энтропию, объём и химический потенциал:

(
∂G

∂T

)
P,N

= −S;(
∂G

∂P

)
T,N

= V ;(
∂G

∂N

)
P,T

= µ.

(2.41)

Задача 2. Фиксируем число частиц в системе. Показать, что при по-
стоянных температуре и объёме свободная энергия Гельмгольца стре-
мится к минимуму.

Задача 3. Фиксируем число частиц в системе. Показать, что при
постоянных температуре и давлении свободная энергия Гиббса стре-
мится к минимуму.

2.11.3 Резюме

Таким образом, знание хотя бы одной из термодинамических функций —
энтропии, энергии, свободных энергий Гельмгольца или Гиббса, или энталь-
пии — системы как функций своих естественных переменных в принципе
позволяет построить всю количественную термодинамику рассматриваемой
системы. Вся проблема состоит лишь в нахождении числа состояний или
доступного объёма фазового пространства системы. Эта задача представ-
ляется весьма сложной для системы взаимодействующих частиц, поскольку
при наличии взаимодействий (гипер)поверхность постоянной энергии в фа-
зовом пространстве может иметь сколь угодно сложную форму (вычисле-
ние интеграла чудовищной кратности по области сложной формы — задача
весьма нетривиальная).

Поэтому при всей своей внешней привлекательности микроканонический
ансамбль всё же недостаточно конструктивен. Это обстоятельство понуж-
дает к поиску иных вариантов расчёта термодинамических функций. Од-
ним из вариантов является переход к ансамблям, в которых в той или иной
мере учитывается взаимодействие системы с внешним миром (обмен энер-
гией, материей, наличие внешних полей и пр.).
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2.12 Канонический ансамбль

Выделим малую часть системы микроканонического ансамбля. Эта под-
система описывается каноническим распределением, если размеры остав-
шейся части (тепловой бани или резервуара) микроканонического ансамбля
устремить к бесконечности, допустить обмен энергией (и только энергией!)
между рассматриваемой системой и резервуаром.

Подсчитаем число состояний системы в окрестности ∆Γs заданной точки
её фазового пространства. Это число пропорционально объёму окрестности
∆Γs и числу состояний резервуара, совместимых с выделенными состояни-
ями системы требованием постоянства полной энергии системы плюс ре-
зервуара:

∆ws = C ∆Γs(Es) ∆Γr(Er) (2.42)

(индексы s и r относятся к системе и резервуару соответственно, C кон-
станта). Поскольку

Er = E − Es, Es � Er, (2.43)

(E — полная энергия системы плюс резервуара), то используя связь между
энтропией и объёмом фазового пространства (2.5) и (2.7), найдём

∆ws = C ∆Γs(Es) exp [Sr(E − Es)] . (2.44)

Выпишем первые члены разложения Sr(E − Es) по степеням Es:

Sr(E − Es) = Sr(E) +

(
∂Sr
∂E

)
(−Es) +

1

2

(
∂ 2Sr
∂E 2

)
(−Es)

2 + . . . . (2.45)

Заметим, что в термодинамическом пределе члены этого разложения отли-
чаются по порядку величин, именно:

Sr(E) ∼ V ;(
∂Sr
∂E

)
=

1

T
∼ V 0;(

∂ 2Sr
∂E 2

)
∼ V −1.

(2.46)

Пренебрежём всеми слагаемыми, имеющими порядок V −1 и выше, и полу-
чим, что плотность вероятности реализации макроскопического состояния
с энергией E имеет вид:

ρ(A) =
1

Z
exp

[
−E
T

]
, (2.47)
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где

Z =
∑
i

exp

[
−Ei

T

]
− (2.48)

нормировочный множитель, называемый статистической суммой или сум-
мой по состояниям. Распределение вероятностей, задаваемое формулой (2.47),
называется каноническим распределением Гиббса.

Плотность вероятности распределения в фазовом пространстве соответ-
ственно имеет вид:

ρ(A) =
1

Z
exp

[
−H(p, q)

T

]
, (2.49)

где

Z =

∫
· · ·
∫

exp

[
−H(p, q)

T

]
dΓ; (2.50)

здесь интегрирование осуществляется по всему фазовому пространству си-
стемы, dΓ = dp dq, q, p — совокупность всех обобщённых координат и им-
пульсов частиц системы; в дальнейшем, как правило, для краткости при
интегрировании по фазовому пространству будем выписывать только один

знак интеграла:
∫
· · ·
∫

(. . .) dΓ⇒
∫

(. . .) dΓ.

Заметим следующие важные обстоятельства:

1. В отличие от микроканонического распределения, в каноническом ан-
самбле вероятность реализации различных микроскопических состоя-
ний зависят от энергии состояний.

2. В каноническом ансамбле резервуар характеризуется единственным
параметр — его температурой. Отсюда следует, что все резервуары
с одинаковыми температурами эквивалентны.

3. При вычислении статистической суммы интегрирование осуществля-
ется по всему фазовому пространству без каких-либо ограничений (в
отличие от вычисления доступного объёма фазового пространства в
микроканоническом ансамбле).
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2.13 Усреднение в каноническом ансамбле

Средние величины в каноническом ансамбле находятся в соответствии с
определением:

〈f〉 =
1

Z

∑
i

fi exp

(
−Ei

T

)
=

1

Z

∫
f(p, q) exp

(
−H(p, q)

T

)
dΓ, (2.51)

в частности, среднее значение энергии даётся выражением

E = 〈H(p, q)〉 =
1

Z

∫
H(p, q) exp

(
−H(p, q)

T

)
dΓ (2.52)

Задача 4. Показать, что производная логарифма статистической
суммы Z по обратной температуре β = 1/T определяет среднее зна-
чение энергии системы (с точностью до знака):

∂ lnZ

∂β
= −〈H(p, q)〉 (2.53)

2.13.1 Свободная энергия Гельмгольца

Введём функцию Φ, пропорциональную логарифму статистической сум-
мы и имеющую размерность энергии:

Φ = −T lnZ. (2.54)

Заметим вначале, что естественными переменными этой функции являются
температура, объём и число частиц. Найдём частную производную Φ по T :(

∂Φ

∂T

)
N,V

= − lnZ − T ∂Z
∂β

dβ

dT
=

Φ− E
T

, (2.55)

откуда

E = Φ− T
(
∂Φ

∂T

)
N,V

. (2.56)

Это соотношение представляет собой преобразование Лежандра по пере-
менной T , приведшее к энергии как функции объёма, числа частиц и энтро-
пии; сравнивая с (2.37), приходим к выводу, что функция Φ есть свободная
энергия Гельмгольца, поэтому:

Φ(N, T, V ) ≡ F (N, T, V ) = −T lnZ, (2.57)

т.е., знание статистической суммы позволяет вычислить свободную энер-
гию Гельмгольца, а также среднюю энергию системы.
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Сопряжённые переменные

Определение. Переменная X называется сопряжённой к переменной x,
если

∂Ei

∂X
= −x. (2.58)

Задача 5. Показать, что если одна из этих переменных интенсивна,
то вторая — экстенсивна.

Вычислим производную свободной энергии

∂F

∂X
= −T ∂ lnZ

∂X
= −T

Z

∂

∂X

∑
i

exp

(
−Ei

T

)
= − 1

Z

∑
i

xi exp

(
−Ei

T

)
= −〈x〉 ,

(2.59)

т.е., статистическая сумма даёт возможность вычислять средние значения.
Найдём теперь вторую производную:

∂2F

∂X2
=

1

Z2

∂Z

∂X

∑
i

xi exp

(
−Ei

T

)
− 1

Z

∂

∂X

∑
i

xi exp

(
−Ei

T

)
=

=

[
1

Z

∑
i

xi exp

(
−Ei

T

)]2

− 1

Z

∑
i

x2
i exp

(
−Ei

T

)
= 〈x〉2 −

〈
x2
〉
.

(2.60)

Последняя величина есть средне-квадратичная флуктуация переменной x.
Итак, мы получили соотношения:

∂F

∂X
= −〈x〉 ; ∂2F

∂X2
= 〈x〉2 −

〈
x2
〉
. (2.61)

Таким образом, свободная энергия Гельмгольца содержит в себе всю тер-
модинамическую информацию о системе.

2.14 Термодинамические функции в каноническом ан-
самбле

Прежде всего вычислим энтропию. В соответствии с формулой (2.36)
имеем

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

= lnZ + T
∂

∂T
lnZ. (2.62)
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Поскольку

∂

∂T
lnZ =

1

Z T 2

{∑
i

Ei exp

(
−Ei

T

)}
, (2.63)

то

S = lnZ +
1

T

(∑
i

Ei exp [−Ei/T ]

)
Z

. (2.64)

Введём обозначение

pi =
exp (−Ei/T )

Z
− (2.65)

каноническую вероятность того, что система находится в состоянии i, и
найдём величину

−
∑
i

(pi ln pi) =
1

Z

∑
i

(
exp (−Ei/T )

[
−Ei

T
− lnZ

])
=

=
lnZ

Z

∑
i

exp (−Ei/T ) +
1

T

(∑
i

Ei exp [−Ei/T ]

)
=

= lnZ +
1

T

(∑
i

Ei exp [−Ei/T ]

)
Z

.

(2.66)

Последнее выражение в точности совпадает с правой частью (2.64), поэтому

S = −
∑
i

pi ln pi = −〈ln p〉 . (2.67)

Задача 6. Показать, что если соотношение (2.67) согласуется с опре-
делением энтропии для микроканонического распределения, когда

pi =
1

N
, где N — число состояний.

Задача 7. Показать, что внутренняя энергия системы может быть
представлена в виде:

E =
∑
i

piEi. (2.68)
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2.15 Большой канонический ансамбль

В микроканоническом ансамбле фиксированы энергия и число частиц
в системе. Подсчёт доступного объёма фазового пространства при нали-
чии этих ограничений весьма затруднён. При переходе к каноническому
ансамблю мы избавились от фиксации энергии, однако сохранившаяся фик-
сация числа частиц в каноническом ансамбле является весьма обремени-
тельной. Целесообразно рассмотреть систему s, которая обменивается с ре-
зервуаром r не только энергией, но и частицами — большой канонический
ансамбль. При этом полная система t описывается, естественно, микрока-
ноническим ансамблем. Нам нужно найти вероятность δws(Ns) состояния
системы, при котором в ней содержится Ns частиц, а изображающая точ-
ка в соответствующем фазовом пространстве попадает в элемент dΓs(Ns).
Заметим при этом, что размерность фазового пространства системы s зави-
сит от числа частиц в ней Ns. При этом фиксируются полное число частиц
N и полная энергия E объединённой системы, состоящей из исследуемой
системы плюс резервуара:

Ns +Nr = N ; Es + Er = E. (2.69)

По аналогии с каноническим ансамблем (2.42) имеем:

∆ws(Ns) = C ∆Γs(Ns) ∆Γr(N −Ns) =

= C ∆Γs(Ns) exp [Sr(E − Es, N −Ns)] ,
(2.70)

где ∆Γr(Nt−Ns) — число состояний резервуара r, совместимых с выделен-
ными состояниями системы s условиями (2.69). Разложим энтропию резер-
вуара в экспоненте по малым Ns и Es (Ns � N ; Es � E), найдём

Sr(E − Es, N −Ns) ≈ Sr(E,N)− ∂Sr(E,N)

∂E
Es −

∂Sr(E,N)

∂N
Ns =

= Sr(E,N)− Es

T
+
µsNs

T
.

(2.71)

Отсюда имеем выражение для плотности вероятности распределения в боль-
шом каноническом ансамбле (индекс s здесь и далее опущен):

ρ(E,N) = (Ξ)−1 exp

[
−H(p, q)− µN

T

]
, (2.72)
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где Ξ−1 — нормировочная константа, обратное значение которой Ξ называ-
ется большой статистической суммой:

Ξ =
∞∑
N=0

∫
exp

[
−H(p, q)− µN

T

]
dΓ(N) (2.73)

(H(p, q) — гамильтониан системы).

Задача 8. Показать, что последующие члены в разложении (2.71)
являются бесконечно малыми в термодинамическом пределе.

Отсюда следует правило нахождения средних в большом каноническом
ансамбле:

〈f〉 =
1

Ξ

∞∑
N=0

∫
f(p, q) exp [−β (H(p, q)− µN)] dΓN . (2.74)

Найдём среднее значение логарифма плотности вероятности в большом ка-
ноническом ансамбле ln ρ:

〈ln ρ〉 = −S = − ln Ξ− E − µN
T

. (2.75)

Введём обозначение
Ω = −T ln Ξ (2.76)

(эта величина называется термодинамическим потенциалом) и преобра-
зуем формулу (2.75) к виду:

Ω = E − TS − µN. (2.77)

Естественными переменными для энергии E являются, как известно,
энтропия S, объём V и число частиц N . Слагаемое TS ответственно за
преобразование Лежандра по переменной S и переходу к сопряжённой пе-
ременной T ; аналогично, слагаемое µN ответственно за преобразование
Лежандра по переменной N и переходу к соответствующей сопряжённой
переменной µ. Таким образом, функция Ω зависит от своих естественных
переменных: объёма V , температуры T и химического потенциала µ

Ω = Ω(V, T, µ) (2.78)

и является результатом преобразования Лежандра энергии по переменным
энтропии и числу частиц.
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Задача 9. Убедиться, что

dΩ = −S dT − P dV −N dµ. (2.79)

Задача 10. Убедиться, что термодинамический потенциал Ω с точ-
ностью до знака равен произведению давления на объём

Ω = −P V. (2.80)

Помимо перечисленных известны (значительно реже используемые) дру-
гие ансамбли статистической физики. Некоторые их применения освещены
книгах [30, 31, 51, 99].

2.16 Исторические комментарии и ссылки на литера-
туру

История становления кинетической теории газов в XIX веке с биогра-
фиями Клаузиуса, Максвелла, Больцмана, ван дер Ваальса, Маха, а так-
же почти забытых ныне Герапата, Уотерстона содержится в замечательных
книгах Браша [60, 61, 62]. Особый интерес представляет книга [62], содержа-
щая выдержки из трудов основоположников термодинамики, кинетической
теории и теории необратимых процессов с XVII по XX век с комментари-
ями. Метод термодинамических потенциалов создан в конце XIX века в
работах Гиббса [13, 71]. Аксиоматическое построение термодинамики вы-
полнено Каратеодори в 1909 г. [64]. Основные принципы статистической
механики разработаны Гиббсом [72, 13] к 1902 г.

Принципиально новые подходы к статистической механике были раз-
работаны Боголюбовым, Борном, Грином, Кирквудом и Ивоном в конце
1930 середине 1940 годов (метод ББГКИ) [3, 4, 59]. В частности, наиболее
важные результаты в теории жидкого состояния после 1950 годов связаны
с использованием цепочки уравнений ББГКИ, а также концепции квази-
средних, введённой Боголюбовым в 1961 г.
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Глава 3

Функциональное дифференцирование
и интегрирование

3.1 Введение

Функциональные методы в последние десятилетия стали стандартным
математическим аппаратом физика-теоретика, работающего в теории поля
и статистической физике. К сожалению, эти методы пока не нашли адек-
ватного отражения в монографической литературе по теории конденсиро-
ванного состояния.

Главной особенностью функциональных методов является не только их
эффективность в применении к физическим и математическим задачам, но
и демонстрация единства науки (и физики в частности).

Функциональные методы позволяют единым образом формулировать под-
ходы к казалось бы ничего общего не имеющим задачам. К примеру, методы
функционального интегрирования оказались эффективными в применении
к задачам квантовой теории поля, нерелятивистской квантовой механики,
квантовой и классической статистической физики, статистической радио-
физики, теории случайных блужданий, общей теории случайных процессов,
теории стохастических уравнений, общей теории эволюционных уравнений
и т.д.

Существование единого математического аппарата, применимого к столь
разнородным проблемам, в принципе позволяет разрабатывать и общие ме-
тоды решения проблем, анализа качественных свойств решений. В итоге
появление новых результатов в одной области науки индуцирует развитие
других областей, облегчает взаимопонимание специалистов в разных на-
правлениях науки.

Следует отметить, однако, что пока ещё развитие функциональных ме-
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тодов не достигло уровня, позволяющего гарантированно решить ту или
иную проблему. Например, в настоящее время:

• не существует эффективных методов решения уравнений в функци-
ональных производных и даже не известны теоремы, устанавливаю-
щие (необходимые и/или достаточные) условия существования реше-
ний уравнений в функциональных производных;

• не существует эффективных методов вычисления и анализа функцио-
нальных интегралов сколько-нибудь обширных классов, кроме гауссо-
вых интегралов.

Тем не менее, в текущей литературе появляется всё больше результатов,
полученных функциональными методами, которые часто очень трудно (по-
чти невозможно!) было бы получить другими методами. Поэтому функцио-
нальные методы представляются одним из перспективнейших направлений
развития современной математической физики.

В мировой литературе имеется довольно много монографий, в которых
в той или иной мере изложены функциональные методы. Однако изучение
функциональных методов по учебникам квантовой теории поля и теории
конденсированного состояния затрудняется обилием специфических дета-
лей, заслоняющих простые математические идеи, лежащие в основе функ-
циональных методов.

Данная и последующая главы содержат элементарное изложении ме-
тодов и простейших приложений функционального дифференцирования и
функционального интегрирования. В данной главе содержится краткое из-
ложение данных методов и их простейших применений в классической ме-
ханике и классической теории поля. Последующая глава содержит прило-
жения функциональных методов к проблемам классической статистической
механики.

3.2 Понятие функционала

Обозначим черезH гильбертово пространство, образованное множеством
всех функций, интегрируемых с квадратом. Пусть q(x) ∈ H — некоторая
квадратично-интегрируемая функция, определённая в каждой точке неко-
торого множества Rn, в качестве которого могут быть, к примеру, веще-
ственная ось R1 или четырёхмерное пространство-время.
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Функционалом F [q] будем называть отображение множества H на мно-
жество вещественных или комплексных чисел. Другими словами, функци-
онал — это закон, ставящий в соответствие каждой функции q(x) из H
некоторое (вещественное или комплексное) число.

Ограничим себя рассмотрением функционалов над полем вещественных
чисел.

Примеры функционалов

1. Пусть f(x) ∈ H — некоторая фиксированная функция из H. Поставим
в соответствие всякой функции q(x) ∈ H число по правилу

F1[q] =

∫
f(x) q(x) dx = (f, q), (3.1)

здесь введено обозначение (f, q) для скалярного произведения. F1[q]
является примером линейного функционала, т.е. функционала, обла-
дающего свойством линейности

F1[C1q1 + C2q2] = C1F1[q1] + C2F1[q2], (3.2)

где C1, C2 — произвольные числа;
q1(x), q2(x) — произвольные функции из H.

2. Положим, что K(x, y) — некоторая фиксированная функция двух пе-
ременных, обеспечивающая существование интегралов вида∫∫

φ(x)K(x, y)ψ(y) dxdy = (φ,Kψ) (3.3)

для произвольных функций φ(x), ψ(x) из H. Поставим в соответствие
каждой функции q(x) ∈ H число по правилу

F2[q] =

∫∫
q(x)K(x, y) q(y) dx dy = (q,Kq). (3.4)

Этот функционал является примером билинейных (или квадратичных)
функционалов.

3. Рассмотрим механическую систему с одной степенью свободы, задава-
емой обобщённой координатой q(t), зависящей от времени. Обозначим
через q̇(t) производную координаты по времени, т.е. обобщённую ско-
рость. В лагранжевой формулировке классической механики вводит-
ся функция L(q(t), q̇(t), t), называемая функцией Лагранжа. Из всех
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возможных траекторий, определяемых зависимостью обобщённой ко-
ординаты от времени при фиксированных значениях координаты в на-
чальный и конечный моменты времени, реализуется та, для которой
величина интеграла

S[q] =

t2∫
t1

L(q(t), q̇(t), t) dt (3.5)

принимает наименьшее значение. Интеграл (3.5) называется действи-
ем, а соответствующий принцип — принципом наименьшего действия.
Нетрудно заметить, что интеграл (3.5) является функционалом от q(t).

Обозначим через {φn} ортонормированный базис в H, т.е. набор функ-
ций из H, удовлетворяющий условиям ортонормированности∫

φm(x) φn(x) dx = δmn (3.6)

(δmn — дельта Кронекера) и полноты∑
n

φn(x) φn(y) = δ(x− y). (3.7)

Тогда произвольная функция q(x) ∈ H может быть разложена по базису
{φn(x)}

q(x) =
∑
n

qn φn(x). (3.8)

Коэффициенты разложения qn определяются очевидными соотношениями

qn =

∫
q(x)φn(x) dx = (q, φn). (3.9)

Нетрудно заметить, что все коэффициенты qn = F (n)[q] разложения (3.8)
являются линейными функционалами.

3.2.1 Функционал как функция бесконечного числа переменных

Функционал может быть представлен как функция бесконечного числа
переменных. Отметим два возможных пути такого представления.
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1. Представим аргумент функционала F [q] разложением его в ряд по пол-
ной ортонормированной системе функций {φn(x)}:

F [q] = F

[∑
n

qnφn

]
= F(q1, q2, . . .), (3.10)

где F(q1, q2, . . .) — обычная функция переменных q1, q2, . . .. В частно-
сти, для линейного функционала имеем:

F1(q1, q2, . . .) =
∑
n

qn fn, (3.11)

где

fn =

∫
φn(x) f(x) dx.

Аналогично выражение для билинейного функционала выглядит так

F2(q1, q2, . . .) =
∑
m,n

kmn qm qn, (3.12)

где

kmn =

∫∫
φm(x)K(x, y)φn(y) dx dy.

2. Разобьём область определения функции на (бесконечно) много крохот-
ных “обломков” с объёмом τ . В каждом из обломков выберем некото-
рую внутреннюю точку xs. Введём совокупность значений исходной
функции в узловых точках

qs = q(xs). (3.13)

В этом случае аргумент функционала F [q] заменяется на совокупность
обычных переменных (. . . , qs, qs+1, . . .) и функционал превращается в
функцию соответствующих переменных qs:

F [q] = F(. . . , qs, qs+1, . . .). (3.14)

Понятно, что при τ → 0 такое представление функционала становится
точным.
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3.2.2 Функциональные степенные ряды

Некоторые функционалы могут быть представлены в виде рядов, члены
которых являются некими стандартными функционалами. Аналогом пред-
ставления обычной функции в виде степенного ряда является функционал:

F [q] =
∞∑
n=0

1

n!

∫
dx1

∫
dx2 · · ·

∫
dxn f(x1, x2, . . . , xn)

× q(x1) q(x2) · · · q(xn).
(3.15)

Примеры

1. При f(x1, . . . , xn) =
n∏
s=1

φ(xs) отсюда получается экспоненциальный
ряд:

∞∑
n=0

1

n!

[∫
φ(x) q(x) dx

]n
= exp

{∫
φ(x) q(x) dx

}
= e(φ,q) ; (3.16)

2. Гауссов ряд:
∞∑
n=0

1

n!

[∫∫
q(x)K(x, y)q(y) dx dy

]n
=

= exp

{∫∫
q(x)K(x, y) q(y) dx dy

}
= e(q,Kq) .

(3.17)

3.3 Функциональное дифференцирование

Функциональная производная, иногда называемая ещё вариационной про-
изводной, определяется совершенно аналогично частной производной функ-
ции многих переменных. Придадим функции q(x) бесконечно малое изме-
нение η(x). В первом порядке по η(x) соответствующее изменение функци-
онала F [q] допускает представление в виде:

δF = F [q + η]− F [q] =

∫
f(y) η(y) dy =

∫
δF

δq(y)
η(y) dy, (3.18)

где f(y) — коэффициент при бесконечно малой величине η(y). Сравним (3.18)
с выражением для полного дифференциала функции многих переменных
u = φ(x1, . . . , xn):

du =
∑
s

∂u

∂xs
dxs. (3.19)
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Соответствие между переменными в формулах (3.18) и (3.19) таково:

δF ↔ du,
y ↔ s,

q(y) ↔ xs,
δF

δq(y)
↔ ∂u

∂xs
,∑

s

↔
∫
dy.

(3.20)

Нетрудно заметить, что из определения δ-функции

q(x) =

∫
q(y)δ(x− y) dy (3.21)

следует полезное тождество

δq(x)

δq(y)
= δ(x− y). (3.22)

В качестве примера рассмотрим дифференцирование функционала:

Fn[q] =

∫
· · ·
∫
f(x1, . . . , xn) q(x1) · · · q(xn) dx1 · · · dxn . (3.23)

Выделяя линейную часть вариации функционала с учётом соотношения (3.22),
найдём функциональную производную

δFn
δq(y)

=

∫
· · ·
∫
f(y, x2, . . . , xn) q(x2) · · · q(xn) dx2 · · · dxn

+

∫
· · ·
∫
f(x1, y, . . . , xn) q(x1) q(x3) · · · q(xn) dx1dx3 · · · dxn

+ · · ·+
∫
· · ·
∫
f(x1, x2, . . . , y) q(x1) · · · q(xn−1) dx1 · · · dxn−1 .

(3.24)

Если функция f(x1, . . . , xn) симметрична относительно перестановок своих
аргументов, то

δFn
δq(y)

= n

∫
· · ·
∫
f(x1, x2, . . . , xn−1, y) q(x1) · · · q(xn−1) dx1 · · · dxn−1 .

(3.25)
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Заметим, кстати, что функционал (3.23) не изменится при всех переста-
новках вида q(xi) � q(xj), поэтому всегда можно считать, что функция
f(x1, . . . , xn) симметрична по своим аргументам.

Аналогично вычисляются функциональные производные высших поряд-
ков

δ 2Fn
δq(y1) δq(y2)

= n(n− 1)

×
∫
· · ·
∫
f(x1, . . . , xn−2, y1, y2) q(x1) · · · q(xn−2) dx1 · · · dxn−2 ,

(3.26)

и
δmFn

δq(y1) · · · δq(ym)
=

n!

(n−m)!

∫
· · ·
∫

f(x1, . . . , xn−m, y1, . . . , ym)

× q(x1) · · · q(xn−m) dx1 · · · dxn−m .

(3.27)

Ряд Тейлора для бесконечно дифференцируемого функционала F [q]

F [q + δq] = F [q] +
∞∑
n=1

1

n!

∫
· · ·
∫

δ nF

δq(y1) · · · δq(yn)
× δq(x1) · · · δq(xn) dx1 · · · dxn .

(3.28)

Ясно, что бесконечной дифференцируемости функционала F [q] недостаточ-
но для того, чтобы ряд Тейлора (3.28) сходился к исходному функционалу,
но не будем обсуждать эти (весьма существенные для математика!) тонко-
сти.

Обобщение понятия функциональной производной на случай функци-
онала, зависящего от нескольких функций qα(x) (α = 1, . . . ,m), вполне
тривиально и отдельного обсуждения не заслуживает. При этом полезно
иметь в виду соотношение

δqα(x)

δqβ(y)
= δαβ δ(x− y). (3.29)

Рассмотрим несколько полезных примеров нахождения функциональ-
ных производных.

1. Пусть функционал F [q] имеет вид

F [q] =

∫
· · ·
∫

(Ω)

f(q(x1, . . . , xn)) dx1 . . . dxn, (3.30)
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где f(q) — обычная функция одной переменной q, а q(x1, . . . , xn) —
обычная функция n переменных, определённая в фиксированной об-
ласти Ω. Вариация этого функционала δF имеет вид

δF =

∫
· · ·
∫

(Ω)

df(q(x1, . . . , xn))

dq(x1, . . . , xn)
δq(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn (3.31)

(напомним, что варьирование производится при фиксированной обла-
сти интегрирования Ω). Отсюда следует

δF

δq(x1, . . . , xn)
=
df(q(x1, . . . , xn))

dq(x1, . . . , xn)
. (3.32)

Тем самым нахождение функциональной производной функционала
вида (3.30) сводится к вычислению обычной производной от подынте-
гральной функции. Этот пример допускает обобщение на случай функ-
ционала, зависящего от нескольких функций F [q1, . . . , qm].

2. Разберём чуть более сложный случай (по сравнению с предыдущим
примером) функционала вида

F [q] =

∫
· · ·
∫

(Ω)

f

(
q(x1, . . . , xn),

∂q

∂x1
, . . . ,

∂q

∂xn

)
dx1 . . . dxn, (3.33)

где f (z1, . . . , zn+1) — функция от n+ 1 переменной;
q(x1, . . . , xn) — функция от n переменных.

Не составит особого труда найти вариацию этого функционала

δF =

∫
· · ·
∫

(Ω)

dx1 . . . dxn

{
∂f

∂q
δq(x1, . . . , xn)

+
n∑
k=1

∂f

∂
(
∂q
∂xk

)δ( ∂q

∂xk

)}
.

(3.34)

Используя n-мерную теорему Гаусса и предполагая, что на границе об-
ласти Ω вариации функции q(x1, . . . , xn) обращаются в нуль, получим

δF =

∫
· · ·
∫

(Ω)

dx1 . . . dxn

{
∂f

∂q

−
n∑
k=1

∂

∂xk

 ∂f

∂
(
∂q
∂xk

)
}δq(x1, . . . , xn).

(3.35)
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Таким образом, функциональная производная функционала (3.33) име-
ет вид

δF

δq(x1, . . . , xn)
=
∂f

∂q
−

n∑
k=1

∂

∂xk

 ∂f

∂
(
∂q
∂xk

)
 . (3.36)

Обобщение этого результата на случай функционала типа (3.33), но
зависящего от многих переменных q1, . . . , qm, а также содержащего в

подынтегральной функции производные высших порядков
∂ jqs

∂xl
j
, до-

вольно громоздко, но вполне тривиально.

3.3.1 Линейные преобразования

Линейное преобразование есть соответствие между двумя функциями
q(x) и q ′(x), определяемое соотношением: ∗

q(x) =

∫
K(x, y) q ′(y) dy. (3.37)

Если это преобразование обратимо, то существует такая функцияK−1 (x, y),
что

q ′(x) =

∫
K−1(x, y) q(y) dy. (3.38)

Подставим (3.38) в (3.37):

q(x) =

∫∫
K(x, y)K−1(y, z) q(z) dydz. (3.39)

Подставляя аналогично (3.37) в (3.38), найдём:

q ′(x) =

∫∫
K−1(x, y)K(y, z) q ′(z) dydz. (3.40)

Отсюда следует∫
K(x, y)K−1(y, z) dy =

∫
K−1(x, y)K(y, z) dy = δ(x− z). (3.41)

∗q ′ (x) здесь не обязательно означает производную от функции q (x)!
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3.3.2 Функциональное преобразование Лежандра

Пусть

p(y) =
δF [q]

δq(y)
. (3.42)

Определим функционал G[p] соотношением

G[p] = F [q]−
∫
q(x) p(x) dx (3.43)

и будем называть функционал G[p] преобразованием Лежандра функцио-
нала F [q].

3.4 Функциональное интегрирование

Итак, функционал может быть интерпретирован, как функция бесконеч-
ного числа переменных. Определим функциональный интеграл следующим
образом: ∫

F [q] [dq] =

∫
· · ·
∫
F(q1, . . . , qn, . . .)

∞∏
s=1

dqs =

= lim
n→∞

∫
· · ·
∫
F(q1, . . . , qn)

n∏
s=1

dqs ,

(3.44)

если предел в правой части существует. Следует отметить, что такое опре-
деление не вполне удовлетворяет математическим канонам строгости. Необ-
ходимые уточнения будут выполнены в дальнейшем при рассмотрении кон-
кретных задач.

3.4.1 Линейная замена переменных в функциональном интегра-
ле

Заменим функцию q(x) на другую функцию q ′(x), задаваемую соотно-
шением

q(x) =

∫
K(x, y) q ′(y) dy, (3.45)

где K(x, y) = K(y, x).
Тогда ∫

F [q] [dq] =

∫
F [Kq ′] [d(Kq ′)]. (3.46)

43



Найдём связь между двумя мерами интегрирования [dq] и [dq ′]. Для этого
разложим обе функции q(x) и q ′(x) в формуле (3.45) по некоторой полной
ортонормированной системе функций [φs(x)]. В итоге найдём:∑

s

qs φs(x) =
∑
l

ql
′
∫

K(x, y)φl(y) dy . (3.47)

Умножим обе части этого соотношения на φn(x), проинтегрируем по y, учи-
тывая ортонормированность системы функций [φs(x)], и получим:

qn =
∑
l

knl ql
′ , (3.48)

где

knl =

∫∫
φn(x)K(x, y)φl(y) dx dy = (φn, Kφl). (3.49)

Величины knl являются элементами матрицы Якоби преобразования (3.47),
поэтому

[dq] = (detK) [dq ′]. (3.50)

Соответственно ∫
F [q] [dq] = (detK)

∫
F [Kq ′] [dq ′]. (3.51)

Это соотношение даёт правило замены переменных при линейном преобра-
зовании в функциональном интеграле.

3.4.2 Гауссовы функциональные интегралы

К сожалению, далеко не каждый обыкновенный определённый интеграл,
содержащий параметры, выражается в элементарных функциях от этих па-
раметров. Ситуация с кратными интегралами намного хуже. А уж функ-
циональные интегралы допускают точное аналитическое вычисление чрез-
вычайно редко. К числу точно вычисляемых функциональных интегралов
относятся Гауссовы интегралы.

Начнём с Гауссовых интегралов конечной кратности, которые имеют вид

1

(2π)n/2

+∞∫
· · ·
∫

−∞

exp

−1

2

n∑
j,k=1

ajkxjxk

 dx1 . . . dxn = (detA)−1/2 . (3.52)
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Здесь ajk — матричные элементы некоторой симметричной вещественной
матрицы A, квадратичная форма

n∑
j,k=1

ajkxjxk

предполагается положительно определённой. Частным случаем (3.52) яв-
ляется интеграл Пуассона

1√
2π

+∞∫
−∞

e−
1
2ax

2

dx =
1√
a
, Re a > 0. (3.53)

Рассмотрим естественное обобщение интеграла (3.52):

I(b1, . . . , bn) =

+∞∫
· · ·
∫

−∞

dx1 . . . dxn

× exp

−1

2

n∑
j,k=1

ajkxjxk −
n∑
j=1

bjxj

 .

(3.54)

Обозначим через x вектор с элементами {x1, . . . , xn}, через b — вектор с
элементами {b1, . . . , bn} и через A — матрицу с элементами ajk. Вычисление
этого интеграла содержит два этапа: первый — исключение линейных по xj
членов с помощью подходящей замены переменных; второй — приведение
оставшейся квадратичной формы в экспоненте нового интеграла типа (3.52)
к главным осям.

Исключение линейных членов в гауссовом интеграле

Определим векторы y и z соотношениями{
y = −A−1b,
x = y + z

(3.55)

и преобразуем выражение под знаком экспоненты в (3.54):

1

2
(x, Ax) + (b,x) =

1

2
(z, Az) +

1

2
[(y, Az) + (z, Ay)]

+
1

2
(y, Ay) + (b, z) + (b,y).

(3.56)
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Заметим, что
(y, Az) = (z, Ay) = −(b, z), (3.57)

поэтому в правой части (3.56) сумма подчёркнутых слагаемых равна нулю.
Далее из (3.55) имеем

1

2
(y, Ay) = −(b,y) = (b, A−1b), (3.58)

поэтому выражение под экспонентой в (3.54) в новых переменных не содер-
жит линейных по z членов:

1

2
(x, Ax) + (b,x) =

1

2
(z, Az)− 1

2
(b, A−1b). (3.59)

Таким образом, с помощью замены переменных (3.55) интеграл (3.54)
приведён к форме

I(b) = exp

[
1

2
(b, A−1b)

] +∞∫
· · ·
∫

−∞

exp

(
−1

2
(z, Az)

)
dz1 · · · dzn . (3.60)

Квадратичная форма

(z, Az) =
n∑

j,k=1

ajkzjzk (3.61)

с помощью некоторого ортогонального преобразования

zj =
n∑
k=1

Ljkξk (3.62)

может быть приведена к диагональному виду
n∑

j,k=1

ajkzjzk =
∑
j

λj ξ
2
j , (3.63)

причём вследствие положительной определённости матрицыA все собствен-
ные значения λj положительны. Якобиан ортогонального преобразования,
как известно, равен единице, поэтому

+∞∫
· · ·
∫

−∞

exp

(
−1

2
(z, Az)

)
dz1 · · · dzn

=
n∏
j=1

∞∫
−∞

e−
1
2λj ξ

2
j dξj =

(2π)n/2(
n∏
j=1

λj

)1/2
.

(3.64)
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Остаётся заметить, что детерминант матрицы является одним из инвари-
антов ортогонального преобразования, поэтому произведение собственных
значений λj матрицы A есть детерминант этой матрицы detA, отсюда сле-
дует окончательное выражение для гауссова интеграла (3.54):

+∞∫
· · ·
∫

−∞

exp

[
−1

2
(x, Ax)− (b,x)

]
dz1 · · · dzn

= exp

[
1

2
(b, A−1b)

]
(2π)n/2

(detA)1/2
.

(3.65)

Отсюда могут быть получены два соотношения, которые пригодятся нам в
дальнейшем:

exp

[
1

2
(b, Ab)

]
=

1

(detA)1/2(2π)n/2

+∞∫
· · ·
∫

−∞

exp

[
−1

2
(x, A−1x)− (b,x)

]
[dx];

exp

[
−1

2
(b, Ab)

]
=

1

(detA)1/2(2π)n/2

+∞∫
· · ·
∫

−∞

exp

[
−1

2
(x, A−1x)− i(b,x)

]
[dx],

(3.66)

где [dx] =
n∏
j=1

dxj.

В левых частях этих соотношений содержатся экспоненты от квадратич-
ных форм

e±[ 12 (b,Ab)]

по переменным bk, а в правых частях — интегралы, содержащие экспоненты
от линейных форм вида

e(b,x)

по этим же переменным. Именно этим обстоятельством и обусловлена по-
лезность преобразований (3.66), которые называют преобразованиями Стра-
тоновича-Хаббарда.
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3.5 Вариационный принцип в классической механике
и теории классических полей

Невозможно не изумиться тому, что уравнения движения классической
механики, уравнения Максвелла в электродинамике и многие другие урав-
нения физики могут быть получены из некоторого единого принципа — ва-
риационного принципа! Суть этого принципа состоит в том, что из безмерно
богатого множества путей реальные классические физические системы по
непонятным соображениям выбирают тот, который минимизирует некото-
рый функционал пути, называемый действием. Кто-то в связи с этим ска-
зал: “ФИЗИКА есть там, где есть ДЕЙСТВИЕ”. В связи с этим рассмотрим
основную задачу вариационного исчисления.

3.5.1 Уравнения Лагранжа в классической механике

Рассмотрим некоторый функционал вида

S[q] =

t2∫
t1

L(q(t), q̇(t), t) dt, (3.67)

где q(t) — некоторая пробная функция от времени t;
q̇(t) = dq(t)

dt ;
L(x, y, t) — функция Лагранжа (или просто лагранжиан).

Лагранжиан предполагается дифференцируемым достаточное число раз.
Геометрический образ, соответствующий функции q(t), есть кривая, ле-

жащая на плоскости qOt, ограниченная условием t1 ≤ t ≤ t2. Рассмот-
рим множество кривых с закреплёнными концами q1 = q(t1), q2 = q(t2)
и выберем из множества кривых ту, которой соответствует экстремальное
значение функционала (3.67).

Из условия экстремума функционала (3.5) следует, что функциональ-
ная производная действия S по функции q(t) равна нулю. С учётом (3.36)
имеем:

δS

δq(t)
=

∂L

∂q(t)
− d

dt

[
∂L

∂ (q̇(t))

]
= 0. (3.68)

Это есть уравнение Лагранжа движения системы с одной степенью свобо-
ды q(t).
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В случае системы с n степенями свободы q1(t), . . . , qn(t) имеет место си-
стема уравнений движения вида

δS

δqi(t)
=

∂L

∂qi(t)
− d

dt

[
∂L

∂ (q̇i(t))

]
= 0, i = 1÷ n. (3.69)

Задача 11. Вывести функцию Лагранжа маятника, находящегося в од-
нородном поле тяжести, и найти уравнения движения этого маятника.
Найти зависимость периода колебания маятника от амплитуды.

Задача 12. Имеется замкнутая цепочка N одинаковых точечных ча-
стиц, соединённых одинаковыми пружинками с жёсткостью k. Показать,
что функция Лагранжа этой системы имеет вид

L =
N∑
i=1

mẋ2
i

2
−

N∑
i=1

k [xi − xi+1]
2

2
, (3.70)

где xi — отклонение i-й частицы от положения равновесия, использо-
вать циклическое граничное условие xi+N(t) ≡ xi(t). Найти уравнения
движения этой системы.

3.5.2 Скалярные поля

Рассмотрим натянутую гибкую нить с закреплёнными концами. Линей-
ную плотность обозначим через ρ, натяжение нити через T , u(x, t) — малое
локальное смещение точки x нити в момент времени t. Тогда кинетическая
энергия K нити есть

K =
1

2

∫
ρ

(
∂u(x, t)

∂t

)2

dx, (3.71)

интегрирование выполняется по всей длине нити. Работа dA по растяжению
бесконечно малого элемента dx нити равна

dA = T

√1 +

(
∂u(x, t)

∂x

)2

− 1

 dx ≈ 1

2
T

(
∂u(x, t)

∂x

)2

dx. (3.72)

Отсюда потенциальная энергия струны равна

U =
1

2
T

∫ (
∂u(x, t)

∂x

)2

dx. (3.73)
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Соответственно, функционал действия имеет вид

S =
1

2

∫∫ [
ρ

(
∂u(x, t)

∂t

)2

− T
(
∂u(x, t)

∂x

)2
]
dx dt. (3.74)

Этот функционал является частным случаем функционала (3.33), поэтому
уравнение движения (3.36) для струны приобретает вид

∂ 2u(x, t)

∂x2
− 1

c2

∂ 2u(x, t)

∂t2
= 0, (3.75)

где c =
√
T/ρ. Это одномерное волновое уравнение, параметр c — скорость

распространения волны.
Уравнение (3.75) допускает несколько вариантов обобщения.

1. Увеличение числа пространственных переменных. Для n-мерного кон-
тинуума интеграл действия представим в форме

S =
1

2

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
(n+1) раз

[
ρ

(
∂u(x, t)

∂t

)2

− T
n∑
s=1

(
∂u(x, t)

∂xs

)2
]
dx dt. (3.76)

Чуть более общий случай для неизотропного континуума

S =
1

2

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
(n+1) раз

[
ρ

(
∂u(x, t)

∂t

)2

−

−
n∑

s,s′=1

Tss′

(
∂u(x, t)

∂xs

)(
∂u(x, t)

∂xs′

)]
dx dt,

(3.77)

где Tss′ — элементы симметричной положительно определённой матри-
цы. Уравнения движения, соответствующие интегралу действия (3.77),
предлагается вывести самостоятельно.

2. Рассмотрим струну, погружённую в упругую среду с коэффициентом
упругости K. Потенциальная энергия такой струны имеет вид

U =
1

2

∫ [
T

(
∂u(x, t)

∂x

)2

+Ku2(x, t)

]
dx; (3.78)
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отсюда следует выражение для интеграла действия струны

S =
1

2

∫∫ [
ρ

(
∂u(x, t)

∂t

)2

− T
(
∂u(x, t)

∂x

)2

−

−Ku2(x, t)

]
dx dt.

(3.79)

Наконец, обобщение этого выражения на случай изотропного контину-
ума n измерений выглядит так

S =
1

2

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
(n+1) раз

[
ρ

(
∂u(x, t)

∂t

)2

− T
n∑
s=1

(
∂u(x, t)

∂xs

)2

−

−Ku2(x, t)

]
dx dt.

(3.80)

Из условия экстремума действия (3.80) следует уравнение движения
соответствующего поля

n∑
s=1

∂ 2u(x, t)

∂x2
s

− 1

c2

∂ 2u(x, t)

∂t2
− µ2u(x, t) = 0, (3.81)

где µ2 = K/T . При n = 3 это уравнение аналогично известному урав-
нению Клейна-Гордона-Фока.

3.5.3 Векторные поля

В случаеm-компонентного векторного поля u(r, t) = {u1(r, t), . . . , um(r, t)}
ограничим себя функционалами действия вида

S =

∫
· · ·
∫
L
(
ui(r, t),

∂ui(r, t)

∂xj
,
∂ui(r, t)

∂t

)
dxdt. (3.82)

Отсюда нетрудно получить уравнения движения поля

δS

δui
=
∂L
∂ui
−
∑
j

∂

∂xj

 ∂L

∂
(
∂ui
∂xj

)
− ∂

∂t

[
∂L

∂
(
∂ui
∂t

)] = 0. (3.83)

Таким образом, при известной плотности лагранжиана L могут быть по-
лучены уравнения движения поля. Ясно, что если лагранжиан является
квадратичной функцией от полей и его производных, то уравнения движе-
ния линейны.
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3.5.4 Резюме

В современной физике существует два основных подхода к исследова-
нию явлений и процессов. Первый, условно говоря, — локальный подход.
К числу таковых можно отнести ньютоновскую формулировку классиче-
ской механики, некоторые феноменологические законы типа закона Фика
для диффузии и др. Второй подход — функциональный, характеризуемый
своего рода “глобализмом”. В этом случае задаётся некоторое свойство ин-
тегральной величины (к примеру, экстремум функционала действия).

Функциональный подход имеет ряд преимуществ, из которых наиболее
существенны следующие:

1. Эстетическое совершенство и математическая красота.

2. Единство подхода к совершенно различным (с физической точки зре-
ния) явлениям: от классической механики к специальной и общей тео-
рии относительности, электромагнетизму, квантовой механике, кван-
товой теории поля (включая калибровочные поля) и т.д.

3. Функциональный подход содержит в себе пути для численного реше-
ния задач в тех случаях, когда точное аналитическое решение невоз-
можно или затруднительно. Следует отметить, что численная реали-
зация задач, формулируемых на языке функционалов, обычно даёт
лучшие результаты, чем локальный подход. Это обусловлено тем, что
при удалении от начальных или граничных точек в локальном подхо-
де происходит накопление ошибок, чего нет при использовании языка
функционалов.
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Глава 4

Применение функциональных методов
в классической статистической физике

4.1 Общие соотношения

4.1.1 Ещё раз об основных ансамблях статистической физики

В основе статистической физики лежит представление о нескольких ан-
самблях (распределениях), которые могут быть использованы в качестве
стартовой позиции при анализе конкретных моделей. Наиболее часто ис-
пользуемыми являются микроканоническое, каноническое и большое кано-
ническое распределения.

Микроканонический ансамбль

Микроскопическое состояние классической системы с фиксированными
числом частиц N и объёмом V определяется совокупностью обобщённых
координат и импульсов qi и pi (i = 1 ÷ 3N) всех частиц, составляющих
систему. 6N -мерное пространство, определяемое совокупностью всех qi, pi,
называется фазовым пространством системы. В микроканоническом ансам-
бле плотность вероятности ρ(p, q) распределения в фазовом пространстве
имеет вид

ρ(p, q) =

{
C, если E − δE ≤ H(p, q) ≤ E,
0, в противном случае. (4.1)

где H(p, q) — гамильтониан системы;
E — её полная энергия;
δE � E — относительно небольшая неопределённость энергии;
C — нормировочная константа.
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Распределение (4.1) означает, что множество допустимых микроскопиче-
ских состояний системы заполняет область в фазовом пространстве, опре-
деляемую неравенствами

E − δE ≤ H(p, q) ≤ E, 0 < δE � E. (4.2)

Объём этой области

∆Γ =
1

N !h3N

∫
(E−δE≤H(p, q)≤E)

dp dq (4.3)

связан с энтропией S системы соотношением

S(N, V,E) = ln (∆Γ) , (4.4)

здесь постоянная Больцмана равна единице, h — постоянная Планка.
Знание энтропии, как функции своих естественных переменных N, V,E,

позволяет вычислить любой термодинамический потенциал системы. Но, к
сожалению, в общем случае произвольных межатомных потенциалов фор-
ма поверхности постоянной энергии может быть сколь угодно сложной и
потому проблема вычисления объёма области ∆Γ весьма трудна.

Канонический ансамбль

Канонический ансамбль соответствует системе с фиксированнымиN и V
и находящейся в тепловом равновесии с резервуаром, определяющим тем-
пературу системы T . Плотность вероятности распределения в фазовом про-
странстве такой системы задаётся выражением

ρ(p, q) =
e−βH(p,q)

N !h3N Z
, (4.5)

где β = 1/T ;
Z — статистическая сумма.

Термодинамика системы полностью определяется её статистической сум-
мой

Z(N, V, T ) =
1

N !h3N

∫
e−βH(p,q) dΓ, (4.6)

где dΓ = dp dq — элемент объёма фазового пространства. В отличие от (4.3),
здесь интегрирование производится по всему фазовому пространству Γ без
ограничения (4.2).
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Выполнить интегрирование по импульсным переменным здесь не со-
ставляет труда, проблема заключается в выполнении интегрирования по
обобщённым координатам экспоненты, содержащей межатомные взаимо-
действия.

Из статистической суммы легко получить свободную энергию Гельмголь-
ца

F (N, V, T ) = −T lnZ(N, V, T ) (4.7)

и другие термодинамические функции. Среднее значение любой функции
A(p, q) по каноническому распределению задаётся выражением

〈A(p, q)〉 =

∫
A(p, q) ρ(p, q) dΓ =

∫
A(p, q) e−βH(p,q) dΓ

N !h3N Z
. (4.8)

В частности, при A(p, q) = H(p, q) это выражение даёт среднее значение
энергии системы.

Задача 13. Показать, что логарифмическая производная статистиче-
ской суммы по обратной температуре β с точностью до знака равна сред-
нему значению энергии

∂ lnZ

∂β
= −〈H(p, q)〉 . (4.9)

Большое каноническое распределение

Наконец, если система находится в тепловом и химическом равновесии с
резервуаром, который определяет температуру системы и химический по-
тенциал частиц, то плотность распределения определяется соотношением

ρ(p, q,N) =
1

N !h3N Ξ
e−β[H(p,q)−µN ], (4.10)

где µ — химический потенциал частиц;
Ξ(V, T, µ) — большая статистическая сумма системы.

Ξ(V, T, µ) определяется из условия нормировки функции ρ(p, q,N) на
единицу и имеет вид

Ξ(V, T, µ) =
∞∑
N=0

eβµNZ(N, V, T ) . (4.11)
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С помощью большой статистической суммы легко найти любую из термо-
динамических функций и среднее значение любой функции от координат,
импульсов и числа частиц системы.

Задача 14. Вычислить производные большой статистической сум-
мы Ξ(V, T, µ) по её естественным переменным V, T, µ и получить со-
ответствующие термодинамические тождества.

4.1.2 Резюме

Таким образом, статистическая механика допускает несколько разных
подходов к решению своих задач, основанных на различных ансамблях.
В связи с этим возникает естественный вопрос об эквивалентности ансам-
блей. В течение почти ста лет молчаливо предполагалось, что перечислен-
ные ансамбли эквивалентны, хотя строгих доказательств этого (или хотя
бы установления условий эквивалентности) нет. Имеются лишь определён-
ные доводы на физическом уровне строгости как в пользу, так и против
эквивалентности. В последние годы появились численные результаты для
микроканонического распределения конечных систем[73], которые не согла-
суются с расчётами в рамках канонического ансамбля. Заметим, что наи-
более строго (что, впрочем, вовсе не означает, что строго) обоснованным из
ансамблей является микроканонический.

4.2 Функциональная формулировка статистической фи-
зики

Рассмотрим классическую систему N тождественных частиц, находя-
щихся в ящике объёмом V и взаимодействующих между собой через неко-
торый парный потенциал v(r). Гамильтониан частиц этой системы, взаимо-
действующих между собой и с внешним полем ϕ(R), задаётся выражением

H(p, q) = T (p) +W (q) =
N∑
s=1

p2
s

2m
+

1

2

N∑
s,s′=1
s6=s′

v(Rs −Rs′) +
N∑
s=1

ϕ(Rs), (4.12)

где Rs — радиус-вектор положения s-й частицы.
Введём микроскопическую плотность числа частиц

n(r) =
∑
s

δ(r−Rs), (4.13)
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где δ(r) — дельта-функция Дирака. Гамильтониан (4.12) с помощью (4.13)
преобразуем к виду

H(p, q) = T (p) +
1

2

∫∫
n(r) v(r− r′)n(r′) drdr′ +

+

∫
ϕ(r)n(r) dr− N

2
v(0).

(4.14)

Последний член здесь компенсирует лишнее слагаемое, соответствующее
s = s′ в (4.12) и появившееся в (4.14). Таким образом, гамильтониан систе-
мы является функционалом от микроскопической плотности, а также от
межатомного потенциала v(r) и внешнего поля ϕ(r).

4.2.1 Функциональные производные по плотности числа частиц

Вычислим функциональную производную гамильтониана по микроско-
пической плотности:

δH

δn(r1)
=

1

2

∫∫
v(r− r′)

[
δn(r)

δn(r1)
n(r′) + n(r)

δn(r′)

δn(r1)

]
dr dr′+

+

∫
ϕ(r)

[
δn(r)

δn(r1)

]
dr.

(4.15)

В соответствии с формулой (3.29), имеем:
δn(r)

δn(r1)
= δ(r− r1) , (4.16)

поэтому
δH

δn(r1)
=

∫
v(r1 − r)n(r) dr + ϕ(r1). (4.17)

Отсюда заключаем, что функциональная производная гамильтонианаH(p, q)
по микроскопической плотности числа частиц в точке r1 есть микроскопи-
ческое суммарное локальное поле в этой точке, создаваемое как внешним
источником, так и всеми частицами.

Каноническая статистическая сумма (4.6) также есть функционал от n(r):

Z[n] =
1

N !h3N

×
∫

e
−β
[
T (p) +

1

2

∫∫
v(r− r′)n(r)n(r′) drdr′ +

∫
ϕ(r)n(r)dr

]
dΓ .

(4.18)
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Найдём функциональную производную

δZ

δn(r1)
=

1

N !h3N

∫
e−βH(p,q)

[
(−β)

δH

δn(r1)

]
dΓ. (4.19)

Разделив обе части этого соотношения на Z[n], получим

1

Z

δZ

δn(r1)
=
δ lnZ

δn(r1)
= −β

〈∫
v(r1 − r)n(r) dr + ϕ(r1)

〉
. (4.20)

Воспользуемся теперь (4.7) и найдём окончательно, что среднее значение
локального поля допускает представление в виде функциональной произ-
водной от свободной энергии Гельмгольца

δF

δn(r1)
=

〈∫
v(r1 − r)n(r) dr + ϕ(r1)

〉
. (4.21)

Таким образом, метод функционального дифференцирования представ-
ляет собой удобный аппарат для нахождения средних величин.

4.2.2 Функциональные производные по внешнему полю

Примеры вычисления функциональных производных статистической сум-
мы и свободной энергии по плотности числа частиц, приведённые в преды-
дущем разделе, носили исключительно демонстрационный характер. Го-
раздо больший интерес представляют производные по внешнему полю и
межатомному потенциалу.

Начнём с производной гамильтониана (4.14) по потенциалу внешнего по-
ля:

δH

δϕ(r1)
= n(r1) (4.22)

и перейдём к вычислению производных первого и второго порядков от ста-
тистической суммы:

δZ

δϕ(r1)
=

1

N !h3N

∫
e−βH(p,q) [−βn(r1)] dΓ, (4.23)

δ 2Z

δϕ(r1) δϕ(r2)
=

1

N !h3N

∫
e−βH(p,q)

[
β2n(r1)n(r2)

]
dΓ. (4.24)

Разделим обе части соотношения (4.23) на Z и получим, что логарифмиче-
ская функциональная производная от статистической суммы с точностью
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до множителя совпадает со средней плотностью числа частиц

δ lnZ

δϕ(r1)
= −β 〈n(r1)〉 . (4.25)

Далее, для произвольного функционала Z[ϕ] имеет место тождество

δ 2 lnZ

δϕ(r1) δϕ(r2)
=

1

Z

δ 2Z

δϕ(r1) δϕ(r2)
− 1

Z2

[
δZ

δϕ(r1)

] [
δZ

δϕ(r2)

]
. (4.26)

Учитывая соотношения (4.24) и (4.25), преобразуем это тождество к виду

δ 2 lnZ

δϕ(r1) δϕ(r2)
= β2 [〈n(r1)n(r2)〉 − 〈n(r1)〉 〈n(r2)〉] . (4.27)

Выражение в квадратных скобках в правой части этой формулы называется
корреляционной функцией

g(r1, r2) = 〈n(r1)n(r2)〉 − 〈n(r1)〉 〈n(r2)〉 =
= 〈{n(r1)− 〈n(r1)〉} {n(r2)− 〈n(r2)〉}〉.

(4.28)

Наконец, учитывая определение свободной энергии Гельмгольца (4.7) и со-
отношение (4.27), найдём:

δ 2F

δϕ(r1) δϕ(r2)
= −βg(r1, r2). (4.29)

4.3 Метод факторизации в координатном пространстве

Рассмотрим классическую систему N тождественных частиц, находя-
щихся в ящике объёмом V и взаимодействующих между собой через неко-
торый парный потенциал v(r). Гамильтониан взаимодействия этой системы
задаётся выражением

W (R1, · · · ,RN) =
1

2

N∑
s,s′=1
s6=s′

v(Rs −Rs′) , (4.30)

где Rs — радиус-вектор s-й частицы.
Обозначим через ϕ(Rs) энергию взаимодействия частицы, находящейся

в точкеRs, с внешним полем. Каноническая статистическая суммы ZN этой
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системы после интегрирования по импульсам частиц имеет вид

ZN =
1

N !λ3N

∫
· · ·
∫

(V )

exp

{
−βW (R1, · · · ,RN)− β

N∑
s=1

ϕ(Rs)

}
[dR] =

=
1

N !λ3N
QN ,

(4.31)

где λ =

(
2π~2

m T

)1/2

— тепловая длина волны де Бройля;

QN — конфигурационный интеграл;

[dR] =
N∏
s=1

dRs.

И статистическая сумма ZN , и конфигурационный интеграл QN системы
являются функционалами от межатомного потенциала v(r) и от потенциала
внешнего поля ϕ(r):

ZN = ZN [v, ϕ], QN = QN [v, ϕ]. (4.32)

4.3.1 Сепарабелизация межатомных потенциалов

Основная трудность вычисления конфигурационного интеграла QN за-
ключается в том, что подынтегральная экспонента не распадается на про-
изведение одночастичных сомножителей, т.е. сомножителей, каждый из ко-
торых содержит координаты только одной частицы. Функциональный ин-
теграл позволяет выполнить факторизацию подынтегральной экспоненты
по атомным координатам. Платой за факторизацию оказывается появление
дополнительного интегрирования по вспомогательным полям.

Положим, что межатомный потенциал v (r) допускает представление в
виде разности двух положительных функций v+ (r) и v− (r) (условно гово-
ря, отталкивательная и притягивающая части потенциала∗):

v (r) = v+ (r)− v− (r) , (4.33)

каждая из которых является свёрткой соответствующих функций L± (r):

v± (R1 −R2) =

∫
L±(R1 − r)L±(r−R2) dr. (4.34)

∗условность связана с неоднозначностью разделения потенциала на притяжение и отталкивание.
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Поэтому в общем случае двухчастичный межатомный потенциал мо-
жет быть представлен в виде линейной комбинации двух свёрток функций
L±(r):

v(R1 −R2) =

∫
L+(R1 − r)L+(r−R2) dr−

−
∫
L−(R1 − r)L−(r−R2) dr.

(4.35)

Функции L±(r) будем называть квазипотенциалами. Будем предполагать,
что для центральных потенциалов v(r) квазипотенциалы L±(r) зависят
только от r = |r|.

Преобразуем выражение (4.30) для потенциальной энергии системы N
взаимодействующих частиц. Добавим и вычтем слагаемое, соответствую-
щее s = s′, и найдём

1

2

N∑
s,s′=1
s6=s′

v(Rs −Rs′) = −N
2
v(0) +

1

2

N∑
s,s′=1

v(Rs −Rs′), (4.36)

где v(0) — значение межатомного потенциала в начале координат. При под-
становке сепарабельного представления (4.35) это выражение приобретает
вид:

1

2

N∑
s,s′=1
s6=s′

v(Rs −Rs′) = −N
2
v(0)+

+
1

2

∫
dr


[

N∑
s=1

L+(r−Rs)

]2

−

[
N∑
s=1

L−(r−Rs)

]2
 .

(4.37)

Подставим (4.37) в экспоненту с потенциальной энергией взаимодействий
частиц между собой в статистической сумме (4.31):

exp [−βW (R1, . . . ,RN)] = exp

{
βNv(0)

2

}
×

× exp

−β
2

∫
dr


[

N∑
s=1

L+(r−Rs)

]2

−

[
N∑
s=1

L−(r−Rs)

]2

. (4.38)
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Введём обозначения ∑
r

[· · · ] =

∫
[· · · ]dr, (4.39)

и ∏
r

[· · · ] = exp

{∑
r

ln[· · · ]

}
, (4.40)

позволяющие сделать предстоящие довольно громоздкие преобразования
более прозрачными. В этих обозначениях формула (4.38) приобретает сле-
дующий вид:

exp [−βW (R1, . . . ,RN)] = exp

{
βNv(0)

2

}
× exp

−β2 ∑
r

[
N∑
s=1

L+(r−Rs)

]2


× exp

β2 ∑
r

[
N∑
s=1

L−(r−Rs)

]2


= exp

{
βNv(0)

2

}{∏
r

exp

[
−β

2
L2

+(r)

]}{∏
r

exp

[
β

2
L2
−(r)

]}
,

(4.41)

где

L±(r) =
N∑
s=1

L±(r−Rs). (4.42)

Каждую из экспонент в произведениях по r преобразуем с помощью фор-
мул Стратоновича-Хаббарда (4.118):

exp

[
−1

2
βL2

+(r)

]
=

1√
2πβ

+∞∫
−∞

exp

[
− 1

2β
λ2

+(r) + iL+(r)λ+(r)

]
dλ+(r);

exp

[
1

2
βL2
−(r)

]
=

1√
2πβ

+∞∫
−∞

exp

[
− 1

2β
λ2
−(r) + L−(r)λ−(r)

]
dλ−(r).

(4.43)
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Подстановка этих формул в (4.41) приводит к бесконечному произведе-
нию интегралов, которое записывается в виде функционального интеграла

exp [−βW (R1, . . . ,RN)] = exp

{
βNv(0)

2

}∫
Dλ+Dλ−

× exp

[
− 1

2β

∑
r

{
λ2

+(r) + λ2
−(r)

}]

× exp

[
i
∑
r

L+(r)λ+(r) +
∑
r

L−(r)λ−(r)

]
,

(4.44)

где

Dλ+Dλ− =
∏
r

dλ+(r)dλ−(r)

2πβ
. (4.45)

Таким образом, выражение для экспоненты от потенциальной энергии вза-
имодействий частиц между собой приведено к функциональному интегралу
по вспомогательным полям λ±(r).

Атомные координаты Rs содержатся только в последней экспоненте вы-
ражения (4.44), причём в силу соотношений (4.42), (4.39) и (4.40) подынте-
гральная функция распадается на произведение одночастичных сомножи-
телей:

exp [−βW (R1, . . . ,RN)] = exp

{
βNv(0)

2

}
×
∫
Dλ+Dλ− exp

[
− 1

2β

∫
dr
{
λ2

+(r) + λ2
−(r)

}]
×

{
N∏
s=1

exp

[
i

∫
drL+(r−Rs)λ+(r) +

∫
drL−(r−Rs)λ−(r)

]}
.

(4.46)

Именно такая факторизация по атомным координатам и была целью преоб-
разований экспоненты, содержащей энергию взаимодействий частиц между
собой в конфигурационном интеграле.

Экспонента с полной потенциальной энергией системы в статистической
сумме (4.31), включая внешнее поле ϕ(r), с учётом (4.46) изначально имеет
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факторизованную по атомным координатам структуру:

exp

[
−βW (R1, . . . ,RN)− β

N∑
s=1

ϕ(Rs)

]
= exp

{
βNv(0)

2

}
×
∫
Dλ+Dλ− exp

[
− 1

2β

∫
dr
{
λ2

+(r) + λ2
−(r)

}]
×

{
N∏
s=1

exp

[
i

∫
drL+(r−Rs)λ+(r)

+

∫
drL−(r−Rs)λ−(r)− βϕ(Rs)

]}
.

(4.47)

В соответствии с (4.31), для вычисления статистической суммы это выра-
жение следует проинтегрировать по всем атомным координатамRs в преде-
лах объёма системы V . Поскольку атомные координаты содержатся только
в последней строке этой формулы, то 3N -кратный интеграл

FN =

∫
· · ·
∫ N∏

s=1

{
dRs exp

[
i

∫
drL+(r−Rs)λ+(r)

]
×exp

[∫
drL−(r−Rs)λ−(r)− βϕ(Rs)

]} (4.48)

распадается на произведение N идентичных интегралов

F1 =

∫
dR exp

[
i

∫
drL+(r−R)λ+(r)

+

∫
drL−(r−R)λ−(r)− βϕ(R)

]
,

(4.49)

т.е.
FN = [F1]

N . (4.50)

Таким образом, статистическая сумма (4.31) после приведения подынте-
гральной экспоненты к функциональному интегралу (4.47) приобрела фак-
торизованную по атомным координатам Rs структуру. Это позволило вы-
полнить точное преобразование 3N -кратного интеграла по атомным коор-
динатам к произведению идентичных интегралов (4.49), каждый из кото-
рых содержит координаты только одного атома. В итоге получаем точное
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представление статистической суммы (4.31) через функциональный инте-
грал:

ZN =
1

N !λ3N
exp

{
βNv(0)

2

}

×
∫
Dλ+Dλ− exp

[
− 1

2β

∫
dr
{
λ2

+(r) + λ2
−(r)

}]

×

[∫
dR exp

[
i

∫
dr L+(r−R) λ+(r)

+

∫
dr L−(r−R) λ−(r)− βϕ(R)

]]N
.

(4.51)

Эта формула имеет прозрачный физический смысл. Заметим вначале,
что интеграл (4.49) представляет собой не что иное, как конфигурацион-
ный интеграл F1 одной частицы, взаимодействующей с некоторым (вообще
говоря, комплекснозначным) полем

Ψ(R) = ϕ(R)− iT
∫
drL+(r−R)λ+(r)− T

∫
drL−(r−R)λ−(r). (4.52)

Соответственно [F1]
N есть конфигурационный интеграл системы N не

взаимодействующих между собой частиц, находящихся в поле Ψ(R). Это
поле Ψ(R) состоит из реального внешнего поля ϕ(R), приложенного к си-
стеме изначально, и дополнительного комплексного поля, появившегося в
результате преобразования Стратоновича-Хаббарда. Дополнительное (по
сути — фиктивное) поле зависит от вспомогательных переменных λ±(r),
определённых во всех точках r системы. В выражении (4.51) функциональ-
ное интегрирование по переменным λ±(r) осуществляется с весовой функ-
цией (точнее — функционалом)

exp

[
− 1

2β

∫
dr
{
λ2

+(r) + λ2
−(r)

}]
, (4.53)

которая является дифференциальной функцией (опять-таки, функциона-
лом) нормального распределения. Таким образом, выражение (4.51) пред-
ставляет собой усреднённую по фиктивному внешнему случайному полю
статистическую сумму идеального газа. Другими словами, межатомные вза-
имодействия статистически эквивалентны случайному комплексному внеш-
нему полю.
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4.3.2 Исключение квазипотенциалов и полевая форма классиче-
ской статистической механики

При всей красоте формулы (4.51) и прозрачности её физической интер-
претации нельзя не отметить и таящихся в ней недостатков. Конечно, при
заданном внешнем поле (включая фиктивную составляющую) не составит
труда вычислить конфигурационный интеграл одной частицы F1. Но усред-
нение N -й степени (N � 1) от конфигурационного интеграла одной ча-
стицы, зависящего от произвольного случайного поля, представляет собой
весьма сложную (и пока неприступную) задачу. Кроме того, эта форму-
ла содержит в явном виде квазипотенциалы L±(r), которые, в отличие от
реальных потенциалов, не имеют прямой физической интерпретации.

Обратим внимание на экспоненту в интеграле (4.49):

exp

[
i

∫
drL+(r−R)λ+(r) +

∫
drL−(r−R)λ−(r)− βϕ(R)

]
. (4.54)

Каждый из интегралов по r представляет собой интегральное преобразова-
ние переменных интегрирования λ± типа свёртки функций L± и λ±, которое
является частным случаем общей линейной замены переменных вида (3.45)
в интеграле. Введём новые переменные

Λ+(R) = T

∫
drL+(R− r)λ+(r);

Λ−(R) = T

∫
drL−(R− r)λ−(r),

(4.55)

где T — температура. Запишем это преобразование в операторной форме:

Λ± = T L̂± λ±, (4.56)

позволяющей сделать последующие преобразования более компактными и
прозрачными. Будем предполагать, что операторы L̂± обратимы, т.е. суще-

ствуют операторы
(
L̂±

)−1

.
Тогда

λ± =
1

T

(
L̂±

)−1

Λ±. (4.57)

Преобразуем интегралы от λ2
±(k), содержащиеся под экспонентой в (4.46),
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используя обозначения (4.39) и соотношения (4.56—4.57):∫
drλ2

±(r) =
∑
r

λ2
±(r) = λ†± λ± =

=
1

T 2
(Λ±)†

[(
L̂±

)†]−1 (
L̂±

)−1

Λ± =
1

T 2
(Λ±)†

(
L̂±

)−2

Λ± =

=
1

T 2

∫∫
dr1dr2 Λ±(r1)L̂

−2
± (r1 − r2)Λ±(r2)

(4.58)

(здесь символом † обозначена операция транспонирования и учтено, что
операторы L± симметричны, т.е. L± = L†±).

Из (4.34) и (4.35) следует, что

L̂2
±(r1 − r2) =

∫
dr L̂±(r1 − r) L̂±(r− r2) = v±(r1 − r2), (4.59)

поэтому
L̂−2
± (r1 − r2) = v−1

± (r1 − r2), (4.60)

где v−1
± (r1 − r2) — оператор, определяемый соотношением∫

dr v−1
± (r1 − r) v±(r− r2) = δ(r1 − r2). (4.61)

Задача 15. Проинтегрировать обе части соотношения (4.61) по пере-
менной r1 и показать, что(∫

v−1
± (r)dr

)(∫
v±(r)dr

)
= 1. (4.62)

Подставим (4.60) в (4.58)∫
drλ2

±(r) =
1

T 2

∫∫
dr1dr2 Λ±(r1)v

−1
± (r1 − r2)Λ±(r2) (4.63)

и найдём: ∫
dr
{
λ2

+(r) + λ2
−(r)

}
=

1

T 2

[∫∫
dr1dr2 Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2)

+

∫∫
dr1dr2 Λ−(r1)v

−1
− (r1 − r2)Λ−(r2)

]
.

(4.64)
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Таким образом, диагональный квадратичный функционал в левой части
этой формулы при линейном преобразовании (4.55) превратился в недиаго-
нальный квадратичный функционал в правой части; квазипотенциалы при
этом исчезли. Остаётся ещё учесть якобиан преобразования (4.55). В си-
лу линейности данного преобразования якобиан не зависит от переменных
интегрирования; включим его в новую меру интегрирования DΛ+DΛ− и
найдём:

ZN =
V N

N !λ3N
exp

{
βNv(0)

2

}∫
DΛ+DΛ−

× exp

{
−β

2

[∫∫
dr1dr2

{
Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2)

}]}
× exp

{
−β

2

[∫∫
dr1dr2

{
Λ−(r1)v

−1
− (r1 − r2)Λ−(r2)

}]}
×
{∫

dR

V
exp (−β [−iΛ+(R)− Λ−(R) + ϕ(R)])

}N
.

(4.65)

Заметим, что этот функциональный интеграл может быть записан в фор-
ме

ZN = A

∫
DΛ+DΛ− exp [−βH(Λ+,Λ−)] , (4.66)

где
H(Λ+,Λ−) = −TN

× ln

{∫
dR exp (−β [−iΛ+(R)− Λ−(R) + ϕ(R)])

}
+

1

2

∫∫
dr1dr2

[
Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2)

+Λ−(r1)v
−1
− (r1 − r2)Λ−(r2)

]
.

(4.67)

Этот функционал H(Λ+,Λ−) от Λ±(r) естественно назвать гамильтонианом
поля Λ±(r).

Таким образом, проблема вычисления канонической статистической сум-
мы системы классических взаимодействующих частиц эквивалентна про-
блеме вычисления статистической суммы поля, заданного гамильтонианом (4.67).
Второе слагаемое (интегральный член) в этом гамильтониане является квад-
ратичным функционалом от полевых переменных Λ±(r) и по форме совпа-
дает с упругой энергией некоторой среды. Первое слагаемое включает в
себя взаимодействие системы с внешним полем, а также члены всех поряд-
ков по полевым переменным. Разлагая логарифмический член по степеням
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полевых переменных, можно построить некую теорию возмущений для вы-
числения статистической суммы.

Существует, однако, другой, более конструктивный путь продвижения
вперёд, основанный на переходе к большому каноническому распределе-
нию.

4.3.3 Большая статистическая сумма

Большая статистическая сумма Ξ системы определяется выражением

Ξ =
∑
N

ξN ZN , (4.68)

где ξ = eβµ (µ — химический потенциал).
Подставляя сюда выражение (4.65) для ZN и изменяя порядок суммиро-

вания по N и функционального интегрирования, получим

Ξ =

∫
DΛ+DΛ−

× exp

{
−β

2

[∫∫
dr1dr2 Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2)

]}
× exp

{
−β

2

[∫∫
dr1dr2 Λ−(r1)v

−1
− (r1 − r2)Λ−(r2)

]}
× exp

[
ξ

∫
dR exp (−β [−iΛ+(R)− Λ−(R) + ϕ(R)])

]
,

(4.69)

где

ξ =
exp

[
β
(
µ+ v(0)

2

)]
λ3

. (4.70)

Таким образом, формулы (4.65) и (4.69) дают представления канониче-
ской и большой канонической статистических сумм через функциональные
интегралы по вспомогательным полям Λ±(r), определённым в координат-
ном пространстве r.

Элементарная оценка показывает, что функциональный интеграл для
канонической статистической суммы (4.65) сходится. Действительно, F1,
как функционал Λ±(r), при больших |Λ±(r)| растёт не быстрее, чем экспо-
нента от линейного функционала.

Совершенно иная ситуация с интегралом для большой канонической сум-
мы. Строго говоря, этот интеграл расходится. В этом можно убедиться,
положив равными нулю внешнее поле ϕ(R) и полевые переменные Λ+(R)
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в интеграле по переменной R в последней строке формулы (4.69). Это со-
ответствует отсутствию внешнего поля и отсутствию межатомного оттал-
кивания. Тогда имеем следующую двухстороннюю оценку для интеграла
по R:

V exp
[
C1 min

R
|ΛR|

]
.
∫
dR exp (β Λ−(R)) . V exp

[
C2 max

R
|ΛR|

]
, (4.71)

где C1, C2 — некоторые константы.
Катастрофический рост этого интеграла в последней строке (4.69) при

больших Λ по закону exp
[
V eC Λ

]
не может быть подавлен жалкими экспо-

нентами от квадратичных функционалов в первой и второй строках фор-
мулы (4.69). Физическая интерпретация указанной расходимости элемен-
тарна: при чисто притягивающем характере межатомных взаимодействий
система неустойчива из-за “слипания” атомов.

Предотвратить указанную неустойчивость может взаимное отталкива-
ние атомов на малых расстояниях; поэтому возникает идея о сведении функ-
ционального интеграла (4.69) к повторному функциональному интегралу,
в котором вначале выполняется интегрирование по переменным Λ+(r), и
лишь затем — по переменным Λ−(r):

Ξ =

∫
DΛ− exp

{
−β

2

[∫∫
dr1dr2 Λ−(r1)v

−1
− (r1 − r2)Λ−(r2)

]}
×Ξ+[Λ−(r)],

(4.72)

где

Ξ+[Λ−(r)] =

∫
exp

{
−β

2

∫∫
dr1dr2 Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2)

+ ξ

∫
dR exp (−β [−iΛ+(R)− Λ−(R) + ϕ(R)])

}
DΛ+ .

(4.73)

Прямое вычисление функциональных интегралов (4.73) и (4.72) в общем
виде вряд ли возможно. Да и сами эти формулы представляют собой, ско-
рее, некоторые символические выражения, которые следует сопроводить
своего рода инструкцией к применению.
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4.3.4 Групповое разложение

Разложим логарифм интеграла (4.73) по степеням параметра ξ, нисколь-
ко не заботясь при этом о сходимости возникающего ряда:

Ξ+[Λ−(r)] = exp

[ ∞∑
m=1

{
ξ
}m
m!

um[Λ−(r)]

]
. (4.74)

Появляющиеся функционалы

um[Λ−(r)] =
∂m ln Ξ+[Λ−(r)]

∂ξ
m

∣∣∣∣
ξ=0

(4.75)

могут быть вычислены в явной форме.
В качестве примера вычислим u1[Λ−(r)]

u1[Λ−(r)] =

∫
dR eβ[Λ−(R)−ϕ(R)]

×
∫
DΛ+ exp

{
−β

2

∫∫
dr1dr2 Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2) + iβΛ+(R)

}
×
[∫

DΛ+ exp

{
−β

2

∫∫
dr1dr2 Λ+(r1)v

−1
+ (r1 − r2)Λ+(r2)

}]−1

.

(4.76)
Выполним функциональную замену переменных

Λ+(r1) = Ψ+(r1) + av+(r1 −R), (4.77)

где a — свободный параметр, подбираемый для исключения линейного по
Λ+(R) члена в экспоненте интеграла, находящегося в числителе (4.76). При
этой замене интеграл по переменным r1, r2 трансформируется следующим
образом: ∫∫

dr1dr2 Λ+(r1) v
−1
+ (r1 − r2) Λ+(r2) =

=

∫∫
dr1dr2 Ψ+(r1) v

−1
+ (r1 − r2) Ψ+(r2)+

+a

∫∫
dr1dr2 Ψ+(r1) v

−1
+ (r1 − r2) v+(r2 −R)︸ ︷︷ ︸

δ(r1−R)

+

+a

∫∫
dr1dr2 v+(r1 −R) v−1

+ (r1 − r2)︸ ︷︷ ︸
δ(r2−R)

Ψ+(r2)+

+a2

∫∫
dr1dr2 v+(r1 −R) v−1

+ (r1 − r2) v+(r2 −R)︸ ︷︷ ︸
δ(r1−R)

.

(4.78)
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Отсюда следует∫∫
dr1dr2 Λ+(r1) v

−1
+ (r1 − r2) Λ+(r2) =

=

∫∫
dr1dr2 Ψ+(r1) v

−1
+ (r1 − r2) Ψ+(r2) + 2aΨ+(R) + a2v+(0).

(4.79)

Исключение линейного по Λ+(R) члена в подынтегральной экспоненте (4.76)
достигается при a = i. В результате имеем

u1[Λ−(r)] =

∫
dR exp

{
β

[
Λ−(R)− ϕ(R)− 1

2
v+(0)

]}
. (4.80)

В общем случае имеет место следующее выражение для um[Λ−(r)] [78]:

um[Λ−(r)] = exp

[
−βmv+(0)

2

]
×

×
∫
· · ·
∫

[dR]B(R1, . . .Rm) exp

[
β

m∑
s=1

(Λ−(Rs)− ϕ(Rs))

]
,

(4.81)

где B(R1, . . .Rm) — комбинации функций Майера

f(R1,R2) = e−βv(R1−R2) − 1. (4.82)

Выпишем несколько первых функций B(R1, . . .Rm):

B(R1) = B1 = 1; B(R1,R2) = f(R1,R2) = f12;

B(R1,R2,R3) = f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23; · · ·.
(4.83)

Дальнейшие преобразования возможны лишь при выполнении некото-
рых дополнительных предположений. Будем предполагать, что отталкива-
ющая часть межатомного потенциала v+(r) является короткодействующей.
Это связано с тем, что реальные межатомные потенциалы на малых рассто-
яниях устремляются в +∞. Поэтому все функции B(R1, . . .Rm) отличны
от нуля лишь в тех случаях, когда все аргументыR1, . . .Rm мало отличают-
ся между собой. Эти соображения приводят к следующей аппроксимации
для um[Λ−(r)]:

um[Λ−(r)] ≈ bm exp

[
−βmv+(0)

2

] ∫
dR e[βm(Λ−(R)−ϕ(R))], (4.84)

где

bm =

∫
dR2 · · · dRmB(R1, . . .Rm). (4.85)
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В работе [78] показано, что отброшенные члены имеют порядок квадрата
отношения радиусов действия короткодействующей и дальнодействующей

частей межатомных потенциалов
(
r+
r−

)2

. Для реальных межатомных потен-

циалов величина
(
r+
r−

)
значительно меньше единицы.

Подставим (4.84) в (4.74):

Ξ+[Λ−(r)] = exp

[ ∞∑
m=1

bm
m!

(
ξeβv−(0)/2

)m ∫
dR e[βm(Λ−(R)−ϕ(R))]

]
. (4.86)

Используя известную связь между большой статистической суммой и дав-
лением

T ln Ξ = PV (4.87)

и соотношение (4.86), найдём

Ξ+[Λ−(r)] = exp

{
β

∫
dR P+ (T, µ+ Λ−(R)− ϕ(R))

}
, (4.88)

где P+ (T, µ+ Λ−(R)− ϕ(R)) — давление в системе с чисто короткодей-
ствующим межатомным потенциалом v+(r) как функция температуры T и
химического потенциала µ, заменённого на комбинацию µ+ Λ−(R)−ϕ(R).

Возвращаясь, наконец, к (4.72), получим выражение для большой ста-
тистической суммы системы

Ξ =

∫
DΛ− exp {−βΦ[Λ−]} , (4.89)

где

Φ[Λ−] =
1

2

∫∫
dr1dr2 Λ−(r1)v

−1
− (r1 − r2)Λ−(r2)−

−
∫
dR P+ (T, µ+ Λ−(R)− ϕ(R)) .

(4.90)

Из этих соотношений можно вывести уравнение состояния многочастич-
ной системы.

4.3.5 Уравнение состояния

Вывод уравнения состояния основывается на прозрачной идее разложе-
ния функционала Φ[Λ−] в окрестности точки Λ

(0)
− (r), в которой Φ[Λ−] имеет
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минимум. Составим уравнение для нахождения точки экстремума Λ
(0)
− (r):

δΦ

δΛ−(r)
=

∫
v−1
− (r− r′) Λ−(r′) dr′

−
(
∂P+ (T, µ+ Λ−(r)− ϕ(r))

∂µ

)
T

= 0.
(4.91)

Величина∂P+

(
T, µ+ Λ

(0)
− (r)− ϕ(r)

)
∂µ


T

= n+

(
T, µ+ Λ

(0)
− (r)− ϕ(r)

)
=

∫
v−1
− (r− r′) Λ

(0)
− (r′) dr′

(4.92)

представляет собой плотность числа частиц в системе с отталкивающим
межатомным потенциалом v+(r). Положим, что величины P+(µ, T ) и n+(µ, T )
нам известны и, кроме того, ограничим себя рассмотрением задачи в отсут-
ствие внешнего поля, т.е. при ϕ(r) ≡ 0.

Будем искать пространственно-однородное решение уравнения (4.92), т.е.
решение вида

Λ
(0)
− (r) ≡ Λ

(0)
− = const. (4.93)

Подставим (4.93) в (4.92):

Λ
(0)
− = a n+(µ+ Λ

(0)
− , T ), (4.94)

где

a =

[∫
v−1
− (r) dr

]−1

=

∫
v−(r) dr > 0, (4.95)

здесь использовано соотношение (4.62).
Термодинамический потенциал Ω, определяемый из большой статисти-

ческой суммы Ξ с помощью соотношения

Ω = −T ln Ξ, (4.96)

аппроксимируем выражением

Ω ≈ Ω(0) = Φ
[
Λ

(0)
−

]
, (4.97)
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где Λ
(0)
− задаётся формулой (4.93), соответствует приближению эффектив-

ного поля для дальнодействующей притягивающей части межатомного по-
тенциала. В этом приближении имеем для плотности числа частиц:

n(µ, T ) = − 1

V

(
∂ Ω(0)

∂µ

)
T

. (4.98)

Заметим, что величины µ и Λ
(0)
− связаны между собой соотношением (4.94),

поэтому (
∂ Ω(0)

∂µ

)
T

=

(
∂ Ω(0)

∂Λ
(0)
−

)
T, µ

(
∂Λ

(0)
−

∂µ

)
T

− V

∂P+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
∂µ


Λ
(0)
− , T

.

(4.99)

Первое слагаемое в правой части уравнения (4.99) обращается в нуль вслед-
ствие (4.91); в результате имеем

n(µ, T ) =

∂P+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
∂µ


Λ
(0)
− , T

= n+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
. (4.100)

Таким образом, зависимость (4.100) плотности от температуры T и хими-
ческого потенциала µ системы частиц, взаимодействующих через межатом-
ный потенциал общего вида v(r) = v+(r)+v−(r), в приближении эффектив-
ного поля для дальнодействующей части v−(r) совпадает с зависимостью
плотности n+ от T и µ+Λ

(0)
− . Другими словами, вклад дальнодействующего

приближения в указанную зависимость может быть учтён перенормиров-
кой химического потенциала

n(µ, T ) = n+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
. (4.101)

Вернёмся назад к (4.97) и вычислим термодинамический потенциал Ω в
точке Λ

(0)
−

Ω(0) = Φ
[
Λ

(0)
−

]
=
V

2a

(
Λ

(0)
−

)2

− V P+ = −P V. (4.102)

Отсюда найдём давление в системе

P
(
µ,Λ

(0)
− , T

)
= P+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
− a [n (µ, T )]2

2
. (4.103)
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Уравнение состояния системы, таким образом, задаётся в параметриче-
ской форме следующей системой:

P
(
µ,Λ

(0)
− , T

)
= P+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
− a [n (µ, T )]2

2
;

n(µ, T ) = n+

(
µ+ Λ

(0)
− , T

)
;

Λ
(0)
− = a n+(µ+ Λ

(0)
− , T ).

(4.104)

Практическое использование данного уравнения состояния предполага-
ет знание функций P+(µ, T ) и n+(µ, T ) системы частиц с учётом только
короткодействующего межатомного отталкивания и выключенным дально-
действующим межатомным притяжением. Обе эти функции определяются
вириальными разложениями, следующими из (4.86)

P+(µ, T ) = T

∞∑
m=1

bm
m!

(
ξeβv−(0)/2

)m
(4.105)

и

n+(µ, T ) =
∞∑
m=1

bm
(m− 1)!

(
ξeβv−(0)/2

)m
. (4.106)

Таким образом, в уравнении состояния (4.104) точно учитывается корот-
кодействующее отталкивание между частицами и в приближении среднего
поля учитывается дальнодействующее притяжение между частицами.

Дальнейшее исследование этого уравнения в общем виде довольно за-
труднительно. Рассмотрим в качестве примера простейшее приближение,
основанное на нестрогих физических допущениях. При малых плотностях
n� r−3

+ величина P+(n, T ) может быть аппроксимирована уравнением со-
стояния идеального газа P+(n, T ) = nT . С ростом n до величины порядка
r−3

+ давление P+ резко увеличивается. Этот рост давления может быть ап-
проксимирован выражением

P+(n, T ) ≈ nT

1− n [r+]3
. (4.107)

Задача 16. Показать, что в приближении (4.107) уравнение (4.103) пе-
реходит в уравнение Ван-дер-Ваальса.
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4.4 Факторизация в пространстве волновых векторов

Данный раздел содержит применение метода континуального интегри-
рования к классическим системам с межатомными потенциалами, допуска-
ющими представление через интеграл Фурье.

4.4.1 Каким может быть и каким не может быть межатомный
потенциал?

Первый вопрос, который возникает при попытке расчёта термодинами-
ческих свойств системы, это вопрос о выборе модельного межатомного по-
тенциала v (r). Существует немало работ, в которых используются конкрет-
ные модельные межатомные потенциалы и разнообразные приближённые
методы вычисления термодинамических для этих потенциалов. Однако, в
связи с отсутствием методов априорной оценки погрешностей вычисления
в статистической физике, подобные результаты могут быть ненадёжными.
Одним из существеннейших ограничений на выбор модельных потенциа-
лов является условие экстенсивности термодинамических функций систем.
К примеру, свободные энергии Гельмгольца F (V, T,N), Гиббса G (P, T,N)
и другие термодинамические потенциалы системы с выбранным модельным
межатомным потенциалом должны обладать свойством экстенсивности, т.е.
в термодинамическом пределе должны быть пропорциональны размерам
системы. Модельные потенциалы, которые обладают указанным свойством,
называются устойчивыми.

В середине 1960-х годов в работах Р.Л. Добрушина, М. Фишера и Д. Рю-
эля были установлены критерии устойчивости взаимодействий [17, 69, 70,
44]. Для классических континуальных систем с парным межатомным по-
тенциалом v(r) критерий устойчивости допускает следующую формулиров-
ку [44].

Критерий устойчивости классических непрерывных систем: Не-
обходимым и достаточным условием устойчивости парного межатомного
потенциала является выполнение неравенства

N∑
s=1

N∑
s′=1

v (Rs −Rs′) ≥ 0 (4.108)

для всех N ≥ 0 и всех R1,R2, . . . ,RN ∈ V , где V — область простран-
ства, занятая системой частиц. Подчеркнём, что это неравенство должно
выполняться для любого распределения частиц по объёму системы.
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Функция v (r), удовлетворяющая неравенству (4.108), относится к классу
положительно определённых функций [5, 12].

Определение. Непрерывная функция f (x) называется положительно
определённой, если для любых вещественных значений x1, x2, . . . , xN и ком-
плексных чисел ξ1, ξ2, . . . , ξN выполняется неравенство

N∑
s=1

N∑
s′=1

f (xs − xs′) ξ∗s ξs′ ≥ 0, (4.109)

где ξ∗s обозначает комплексное сопряжение величины ξs .
В соответствии с теоремой Бохнера-Хинчина [5, 12], каждая положи-

тельно определённая функция является преобразованием Фурье конечной
положительной меры. Отсюда следует, что Фурье-трансформанта

ṽ (k) =

∫
v (r) e−i(k·r) dr (4.110)

устойчивого межатомного потенциала v (r) неотрицательна:

ṽ (k) ≥ 0. (4.111)

Строго говоря, межатомный потенциал имеет сингулярность в начале
координат, обусловленную интенсивным межатомным отталкиванием при
сближении атомов. Поэтому могут возникнуть определённые сомнения от-
носительно применимости теоремы Бохнера-Хинчина. Конструктивно эта
трудность для некоторых модельных межатомных потенциалов может обой-
дена с помощью обрезания межатомного потенциала на малых расстоя-
ниях. Обоснование этой процедуры для некоторого класса устойчивых син-
гулярных потенциалов выполнено в работе [18].

4.4.2 Коллективные координаты

Производящий функционал системыN классических частиц, взаимодей-
ствующих через парный потенциал v (r) в присутствии внешнего поля ϕ (r),
после интегрирования по импульсным переменным имеет вид (4.31):

Z{ϕ(r)} =
V N

N !λ3N

∫
· · ·
∫

(V )

(
N∏
s=1

dDRs

V

)
exp

(
−β

N∑
s=1

ϕ(Rs)

)

× exp

−β2
N∑

s,s′=1,
s6=s′

v (Rs −Rs′)

.
(4.112)
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Первая экспонента в подынтегральной функции распадается на произведе-
ние независимых одноатомных сомножителей. Вторая экспонента на ана-
логичное произведение не распадается.

Положим, что центральный межатомный потенциал v (r) допускает раз-
ложение в ряд Фурье. Тогда энергия взаимодействия частиц между собой
представляется в виде:

1

2

N∑
s,s′=1,
s6=s′

v(Rs −Rs′) =
N

2
(nṽ (0)− v (0))

+
1

2V

∑
k∈Ω

ṽ (k)
[
C2 (k) + S2 (k)

]
,

(4.113)

где C (k) и S (k) — так называемые коллективные координаты, впервые
введённые в работе [58], посвящённой теории плазмы:

C (k) =
N∑
s=1

cos (kRs) ; S (k) =
N∑
s=1

sin (kRs) , (4.114)

суммирование по k в (4.113) не содержит слагаемого с k = 0; член −N
2 v (0)

компенсирует слагаемое с s = s′ в правой части (4.113); Ω обозначает мно-
жество волновых векторов, определяемое условиями на границе образца;
n = N/V — плотность числа частиц в системе. Заметим, что в соответ-
ствии с требованием устойчивости межатомного потенциала (4.111) Фурье-
трансформанта ṽ (k) неотрицательна.

Множество коллективных переменных C (k), S (k) вследствие соотноше-
ний

C (−k) = C (k) ; S (−k) = −S (k) (4.115)

линейно зависимо. Поэтому половину коллективных переменных можно ис-
ключить следующим образом. Разобьём множество Ω волновых векторов
произвольной плоскостью, проходящей через начало координат, на два по-
лупространства и будем выполнять суммирование по k в пределах одного
из этих полупространств, обозначаемому через Ω/2. В результате форму-

79



ла (4.113) слегка изменится:

1

2

N∑
s,s′=1,
s6=s′

v(Rs −Rs′) =
N

2
(nṽ (0)− v (0))

+
1

V

∑
k∈Ω/2

ṽ (k)
[
C2 (k) + S2 (k)

]
.

(4.116)

Вторая экспонента в подынтегральном выражении (4.112), как функция
коллективных координат, имеет следующий вид:

exp

−β2
N∑

s,s′=1,
s6=s′

v (Rs −Rs′)

 = exp

(
βN

2
[v(0)− nṽ(0)]

)

×

 ∏
k∈Ω/2

e−
βṽ(k)
V {C2(k)+S2(k)}

.
(4.117)

4.4.3 Представление статистической суммы через функциональ-
ный интеграл

Применив преобразование Стратоновича-Хаббарда

e−
B2

2A =

√
A

2π

+∞∫
−∞

e−
A
2 x

2+iBx dx (4.118)

к каждой из экспонент в (4.117), найдём

e−
βṽ(k)
V {C2(k)+S2(k)} =

+∞∫∫
−∞

dx(k) dy(k)

2π

× exp

{
−x

2 (k) + y2 (k)

2
+ i

√
2βṽ(k)

V
[x(k)C(k) + y(k)S(k)]

}
.

(4.119)
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Отсюда найдём следующее представление для производящего функциона-
ла Z{ϕ(r)} через функциональный интеграл:

Z{ϕ(r)} =
V N

N !λ3N
e(

βN
2 [v(0)−nṽ(0)])

+∞∫
· · ·
∫

−∞

 ∏
k∈Ω/2

dx(k) dy(k)

2π


×exp

− ∑
k∈Ω/2

x2 (k) + y2 (k)

2

 [F1 (x (k) , y (k) , {ϕ (r)})]N ,

(4.120)

где

F1 (x (k) , y (k) , {ϕ (r)}) =

∫
(V )

dr

V
e−βϕ(r)

× exp

i ∑
k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x (k) cos (kr) + y (k) sin (kr)]

,
(4.121)

x (k), y (k) — вспомогательные переменные, появившиеся в результате пре-
образования Стратоновича-Хаббарда.

ФункционалF1 (x (k) , y (k) , {ϕ (r)}) допускает наглядную физическую
интерпретацию: он равен конфигурационному интегралу одной частицы в
комплексном внешнем поле Ψ (r):

Ψ (r) = ϕ (r)− i
∑
k∈Ω/2

√
2ṽ (k)

βV
[x (k) cos (kr) + y (k) sin (kr)]. (4.122)

Это внешнее поле состоит из двух частей: “реального” внешнего поля ϕ (r)
и искусственного чисто мнимого поля, обусловленного исключением меж-
атомных взаимодействий и представленного в виде ряда Фурье с коэффи-
циентами

√
2ṽ(k)
βV x (k),

√
2ṽ(k)
βV y (k). Выражение F1 (x (k) , y (k) , {ϕ (r)})N

представляет собой конфигурационный интеграл классического идеального
газа, находящегося в комплексном внешнем поле Ψ (r).

Таким образом, в соответствии с (4.120), классическая система взаимо-
действующих частиц статистически эквивалентна идеальному газу в ком-
плексном внешнем поле с гауссовым распределением его коэффициентов
Фурье.

Существует несколько вариантов представления канонической и боль-
шой канонической статистической суммы (4.120) через функциональный
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интеграл. Эти представления могут быть использованы для анализа кон-
кретных моделей [20, 67, 54, 55]. Однако, общих методов вычисления функ-
циональных интегралов, за исключением Гауссовых интегралов, пока не
существует. Поэтому большинство результатов, связанных с применением
функциональных интегралов в статистической механике, получены в сле-
дующих направлениях:

1. Использование метода седловой точки. Это приближение приводит к
Гауссову функциональному интегралу. Принято считать (без особых на
то оснований), что гауссово приближение эквивалентно приближению
эффективного поля.

2. Разложение функционального интеграла в ряд по степеням вспомо-
гательных полей x(k), y(k) с последующим учётом конечного числа
членов. Заметим, что пока не существует доказательства сходимости
(как, впрочем, и расходимости) получаемых разложений.

4.4.4 Эргодическое приближение

Исторически первая эргодическая теорема (теорема о равенстве сред-
них по “времени” и средних по “конфигурациям”) была доказана Г. Вейлем
в 1913 г. (опубликована в 1916 году [103]).

Теорема Вейля. Пусть us (t) — набор N линейных функций перемен-
ной t

us (t) = as + bs t, (4.123)

где as, bs — константы, причём константы bs рационально независимы.†

Пусть, далее, f (u1, u2, . . . , uN) — произвольная функция, которая

• периодична по каждой из переменных us с периодом 1;

• интегрируема в единичном кубе 0 ≤ us ≤ 1, s = 1, 2, . . . , N .

†Рациональная независимость констант bs означает, что из равенства

N∑
s=1

ns bs = 0 (4.124)

с рациональными коэффициентами ns следует, что все коэффициенты ns = 0.
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Тогда имеет место следующее предельное соотношение:

lim
T→∞

1

T

∞∫
0

f (u1 (t) , u2 (t) , . . . , uN (t)) dt

=

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

f (u1, u2, . . . , uN) du1du2 . . . duN .

(4.125)

Уравнения (4.123) описывают равномерное движение точки в N -мерном
пространстве (параметр t имеет смысл времени), вектор {as} соответству-
ет начальному положению точки, вектор {bs} определяет скорость движе-
ния точки. Условие периодичности функции f (x1, x2, . . . , xN) по всем пе-
ременным задаёт топологию отождествления противоположных граней N -
мерного куба, приводящую к исчезновению точки по достижению ею гра-
ни куба с немедленным возникновение точки на противоположной грани
с сохранением её скорости. Таким образом, движение точки в N -мерном
пространстве отображается на траекторию точки внутри куба. Интеграл в
левой части представляет собой среднее значение функции f (u1, u2, . . . , uN)
по времени, N -кратный интеграл в правой части — среднее значение этой
же функции в кубе.

При условии рациональной независимости констант bs траектория xs (t)
(с учётом указанной топологии) заполняет единичный куб всюду плотно.
Это означает, что всякая траектория с рационально независимыми констан-
тами bs пересекает любую окрестность каждой точки единичного куба.

Задача 17. Показать, что в случае рациональной независимости па-
раметров bs отношение любых двух различных параметров bs

bs′
, (s 6= s′)

иррационально.

Перейдём к анализу выражения (4.121) для F1 (x (k) , y (k) , {ϕ (r)}) в
отсутствие внешнего поля, т.е. при ϕ (r) ≡ 0:

F1 (x (k) , y (k) , 0)

=

∫
(V )

dr

V
exp

i ∑
k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x (k) cos (kr) + y (k) sin (kr)]


=

∫
(V )

dr

V
exp

i ∑
k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)] cos (2πuk (r))

,
(4.126)
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где

uk (r) =
kr + ψ (k)

2π
. (4.127)

Здесь совершенно необходимо обратить внимание на следующее:

• Функции uk (r) являются линейными функциями компонент вектора r.
Заметим, что это свойство аналогично соотношениям (4.123) (за ис-
ключением требования рациональной независимости коэффициентов
при компонентах вектора r);

• Подынтегральная функция в (4.126)

exp

i ∑
k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)] cos (2π uk)

 (4.128)

периодична по всем переменным uk (r) с периодом 1.

• Функция (4.128) интегрируема в единичном кубе 0 ≤ uk ≤ 1.

Обсудим вопрос о рациональной независимости коэффициентов при ко-
ординатах вектора r в соотношениях (4.127). Поскольку компоненты век-
тора k при разложении в ряд Фурье определяются соотношениями

kj =
2πnj
L

, (4.129)

где L = V 1/3, nj — набор целых чисел, то никакой рациональной независи-
мости коэффициентов k, конечно, нет. Однако, выражение∑

k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)] cos (2π uk) , (4.130)

содержащаяся под знаком экспоненты ы (4.126), есть ни что иное, как ин-
тегральная сумма, которая в термодинамическом пределе переходит в ин-
теграл по правилу ∑

k∈Ω/2

· · · = V

(2π)3

∫
(k∈Ω/2)

· · · . (4.131)

Как известно, для интегрируемой функции предел интегральной суммы не
зависит от выбора “узловых” точек. Поэтому вместо точек (4.129) можно
выбрать бесконечно близкие к ним точки, для которых будет выполняться

84



условие рациональной независимости. Более того, лебегова мера рациональ-
но зависимых точек равна нулю, как и лебегова мера рациональных чисел
на вещественной оси. Другими словами, свойство рациональной независи-
мости точек на вещественной оси выполняется “почти всюду”, т.е. с точно-
стью до множества нулевой меры.

Применим теорему Вейля к интегралу по переменной r в (4.126) (соот-
ветствующее приближение будем называть эргодическим приближением).
В итоге получим:

∫
(V )

dr

V
exp

i ∑
k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)] cos (2π uk)


≈

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

 ∏
k∈Ω/2

duk


× exp

i ∑
k∈Ω/2

√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)] cos (2π uk)


=
∏

k∈Ω/2

1∫
0

exp

{
i

√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)] cos (2π uk)

}
duk

=
∏

k∈Ω/2

J0

(√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)]

)
,

(4.132)

где Jn (z) — функция Бесселя n-го порядка

Jn (z) =
1

2π

+π∫
−π

e−niθ+iz sin(θ) dθ. (4.133)

Подставим выражение (4.132) в формулу (4.120) при ϕ (r) ≡ 0 и найдём
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статистическую сумму

Z =
V N

N !λ3N
e(

βN
2 [v(0)−nṽ(0)])

+∞∫
· · ·
∫

−∞

 ∏
k∈Ω/2

dx(k) dy(k)

2π


× exp

− ∑
k∈Ω/2

x2 (k) + y2 (k)

2


×
∏

k∈Ω/2

JN0

(√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)]

)
.

(4.134)

Этот (бесконечно)кратный интеграл распадается на произведение дву-
кратных интегралов вида

+∞∫∫
−∞

dx(k) dy(k)

2π
exp

(
−x

2 (k) + y2 (k)

2

)

×JN0

(√
2βṽ (k)

V
[x2 (k) + y2 (k)]

)

=

+∞∫
0

e−
ρ2(k)

2 JN0

(√
2βṽ (k)

V
ρ (k)

)
ρ (k) dρ (k) ,

(4.135)

где ρ (k) =
√
x2 (k) + y2 (k) — полярный радиус в плоскости x (k), y (k).

Подставляя (4.135) в (4.134), найдём

Z =
V N

N !λ3N
e(

βN
2 [v(0)−nṽ(0)])

×

 ∏
k∈Ω/2

+∞∫
0

e−
ρ2(k)

2 JN0

(√
2βṽ (k)

V
ρ (k)

)
ρ (k) dρ (k)

 .
(4.136)

Отсюда с помощью соотношения (2.57) получим выражение для свобод-
ной энергии Гельмгольца:

F = −TN ln

[
V e (2πmT )3/2

Nh

]
− N

2
[v(0)− nṽ(0)]

−TV
2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3 ln

 +∞∫
0

e−
ρ2(k)

2 JN0

(√
2βṽ (k)

V
ρ (k)

)
ρ (k) dρ (k)

 (4.137)
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(заметим, что область интегрирования по k здесь уже не Ω/2, а Ω, что
учтено множителем 1/2 в последней строке).

Таким образом, формула (4.137) определяет свободную энергию конти-
нуальной модели классической системы с двухчастичным межатомным по-
тенциалом в эргодическом приближении. В данном приближении проблема
расчёта термодинамических функций сведена к двум элементарным зада-
чам:

• асимптотическое (приN � 1) вычисление однократного интеграла (4.135)
по переменной ρ (k) при известном межатомном потенциале;

• вычисление тройного интеграла в формуле (4.137) по волновому век-
тору k.

4.4.5 Асимптотика интеграла (4.135)

Асимптотическое вычисление интеграла (4.135) при больших N (N � 1)
выполняется без заметных затруднений. Заметим, что наибольшее значение
функция Бесселя J0 (z) от вещественного аргумента z принимает в точ-
ке z = 0:

J0 (0) = 1. (4.138)

При z 6= 0 абсолютное значение этой функции меньше единицы |J0 (z)| < 1.
Разложение функции Бесселя J0 (z) в степенной ряд имеет вид

J0 (z) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k

(k!)2 ≈ 1− z2

4
. (4.139)

Отсюда

JN0

(√
2βṽ (k)

V
ρ (k)

)
≈
(

1− βṽ (k) ρ2 (k)

2V

)N
≈ exp

{
−1

2
nβṽ (k) ρ2 (k)

}
,

(4.140)

где n = N/V —плотность числа частиц.
Подставим это разложение с точностью до квадратичных членов в ин-
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теграл (4.135) и найдём

+∞∫
0

e−
ρ2(k)

2 JN0

(√
2βṽ (k)

V
ρ (k)

)
ρ (k) dρ (k)

≈
+∞∫
0

e−
ρ2(k)

2 {1+nβṽ(k)}ρ (k) dρ (k) =
1

1 + nβṽ (k)
.

(4.141)

Задача 18. При выводе формулы (4.141) были сделаны следующие
приближения:

• квадратичное приближение в разложении (4.139);

• приближённый переход в последнем равенстве при вычислении N -й
степени функции Бесселя в (4.140).

Показать, что отброшенные члены в обоих приближениях в термодина-
мическом пределе стремятся к нулю.

Подставим (4.141) в (4.137) и получим окончательное выражение для
свободной энергии Гельмгольца

F = −TN ln

[
V e (2πmT )3/2

Nh

]
− N

2
[v(0)− nṽ(0)]

+
TV

2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3 ln [1 + nβṽ (k)].
(4.142)

Для сходимости интеграла по k в правой части этого уравнения требу-
ется достаточно быстрое убывание функции ṽ (k) при |k| → ∞:

ṽ (k) ≤ C

|k|3+δ
, δ > 0. (4.143)

Однако, реально это условие можно существенно смягчить. Заметим, что
значение межатомного потенциала в нуле можно выразить через интеграл
от Фурье-трансформанты потенциала:

v (0) =

∫
k∈Ω

dk

(2π)3 ṽ (k) . (4.144)
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Используя это соотношение, заменим слагаемое −N
2 v (0) в левой части со-

отношения (4.142) на интеграл по k

−N
2
v (0) = −TV

2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3 [nβṽ (k)] (4.145)

и объединим два интеграла по k в правой части (4.142) в один интеграл. В
итоге получим

F = −TN ln

[
V e (2πmT )3/2

Nh

]
+
N 2

2V
ṽ(0)

+
TV

2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3 {ln [1 + nβṽ (k)]− nβṽ (k)}.
(4.146)

Условие сходимости этого интеграла гораздо мягче, чем (4.143)

ṽ2 (k) ≤ C

|k|3+δ
, δ > 0. (4.147)

По известной свободной энергии Гельмгольца (4.146) нетрудно получить
уравнение состояния:

P = −
(
∂F

∂V

)
N,T

= nT +
1

2
n2ṽ (0)

+
T

2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3

{
nβṽ (k)

1 + nβṽ (k)
− ln [1 + nβṽ (k)]

}
.

(4.148)

Заметим, что сингулярная часть межатомного потенциала в нуле v (0) в
явном виде не входит в полученное уравнение состояния. Слагаемое 1

2n
2ṽ (0)

в правой части (4.148) пропорционально среднему значению межатомного
потенциала, а интеграл по волновым векторам k учитывает вклады всех
гармоник потенциала.

4.4.6 Уравнение состояния и фазовый переход газ–жидкость

Первый вопрос, который возникает при анализе уравнений состояния, —
это вопрос о существовании и описании фазового перехода. Условие устой-
чивости системы по отношению к флуктуациям плотности имеет вид

∂P

∂n
> 0. (4.149)
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Физическая интерпретация этого условия состоит в следующем. Если в
некотором интервале плотности n функция P (n) монотонно возрастает, то
в областях пространства с большей плотностью локальное давление также
больше, что приводит к выравниванию плотностей. Если же функция P (n)
убывает на некотором интервале плотностей, то в областях пространства
с большей плотностью локальное давление меньше, что приводит к росту
неизбежно возникающих флуктуаций и фазовому переходу.

Таким образом, достаточным условием фазового перехода в системе,
описываемой уравнением состояния (4.148) является существование реше-
ний системы уравнений

∂P

∂n
= T + nṽ(0)− nβ

2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3

[
ṽ (k)

1 + nβṽ (k)

]2

= 0;

∂ 2P

∂n2
= ṽ(0)− β

2

∫
k∈Ω

dk

(2π)3 ṽ
2 (k)

1− nβṽ (k)

[1 + nβṽ (k)]3
= 0

(4.150)

вместе с уравнением состояния (4.148) в области положительных значе-
ний n, β, P .

Для межатомного потенциала общего вида получение аналитических
решений уравнений (4.150) не представляется возможным. Поэтому име-
ет смысл исследовать различные модельные потенциалы, задавая их (или
их Фурье-трансформанты) в той или иной аналитической форме и нахо-
дя параметры потенциалов из сравнения с экспериментальными данными
для реальных веществ. Количество параметров потенциала может варьи-
роваться в зависимости от вычислительных возможностей и поставленных
целей. Минимальное число параметров потенциала равно двум. В этом на-
правлении выполнена серия работ [20, 33, 34]

4.5 Исторические комментарии и ссылки на литерату-
ру

Функциональные методы применительно к проблемам теоретической фи-
зики отличаются следующим:

1. Исключительная прозрачность формулировки проблем.

2. Единство математического аппарата для весьма разнообразных разде-
лов теоретической физики — от классической механики до квантовой
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теории поля и космологии.

3. Сравнительно слабая разработанность аппарата. Дело в том, что точ-
ное вычисление пока удаётся реализовать только для гауссовых функ-
циональных интегралов. Систематических методов вычисления и ана-
лиза негауссовых функциональных интегралов пока не существует.

По-видимому, впервые понятие функционала было введено итальянским
математиком В. Вольтерра в 1887 г. [102] под названием функции, завися-
щей от функции. Термин функционал был введён французским математи-
ком Ж. Адамаром в 1902 г. [75]. В конце XIX — начале XX веков в недрах
математики сформировался функциональный анализ, основной целью ко-
торого явилось исследование функций y = f(x), в которых по меньшей
мере одна из переменных x, y принадлежит бесконечномерному простран-
ству. При этом в функциональном анализе можно выделить три основные
направления.

1. Исследование бесконечномерных пространств самих по себе.

2. Исследование функций, для которых аргумент x бесконечномерен, а
y — одномерен; такие функции и называются функционалами.

3. Исследование функций общего вида, когда и аргумент x, и функция y
бесконечномерны. При этом наиболее полно изучены линейные опера-
торы (преимущественно, самосопряжённые операторы в гильбертовом
пространстве).

В 1932 году вышли три классические монографии по функциональному
анализу [39, 96, 2], которые в значительной мере предопределили основные
направления развития функционального анализа на несколько десятиле-
тий. В работе фон Неймана [39] было показано, что квантовая механика,
созданная за несколько лет до выхода этой книги, с математической точки
зрения представляет собой теорию линейных операторов в гильбертовом
пространстве. В связи с этим началось непропорционально бурное разви-
тие именно спектральной теории операторов в гильбертовом пространстве,
так что иногда казалось, что именно эта теория и составляет весь функци-
ональный анализ.

Наиболее обстоятельное изложение теории функционалов может быть
найдено в классических монографиях [11, 32, 93]. Техника функционально-
го дифференцирования в явном виде в математической литературе практи-
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чески не встречается. Тем не менее, изложение можно найти в книгах [32, 26]
и обзорных статьях [1, 104, 108].

Особо следует отметить почти забытые ныне работы Фантапье, Кара-
фа и Пеллегрино (ссылки на их работы можно найти в монографии [32])
первой половины XX века по теории аналитических функционалов. В част-
ности, ими разработаны мощные конструктивные методы интегрирования
широкого класса как обыкновенных дифференциальных уравнений, так и
уравнений в частных производных.

Метод функционального интегрирования впервые появился в статье Ви-
нера [105] в 1923 г. В этой работе содержится, в частности, приведение реше-
ния задачи Коши для уравнения диффузии к функциональному интегралу.
В 1948 г. функциональный интеграл был переоткрыт Фейнманом примени-
тельно к квантовой механике. В течение нескольких последующих деся-
тилетий метод функционального интегрирования с трудом превращался в
рабочий аппарат физика-теоретика, пока после фундаментальной работы
Фаддеева и Попова [68] не стали очевидными нетривиальные возможности
метода.

В настоящее время метод функционального интегрирования широко при-
меняется преимущественно в квантовой теории поля [8, 41, 14, 53, 94, 83],
квантовой статистике [8, 100, 91, 53, 82, 83], теории стохастических си-
стем [36, 26]. Применение функциональных интегралов в классической ста-
тистической физике, по-видимому, впервые было выполнено Зубаревым [24].

Попытки уточнить результаты Зубарева с помощью учёта высших чле-
нов разложения по вспомогательным полям предпринимались Юхновским
и его сотрудниками[52, 107]. В частности, в работе[107] была попытка по-
строения теории фазовых переходов второго рода на основе точного реше-
ния трёхмерной модели Изинга. Однако, при этом автором не было учте-
но, что интегральное преобразование Фурье выполняется неограниченным
оператором, поэтому сколь угодно малая вариация Фурье-трансформанты
межатомного потенциала может привести к сколь угодно большой вариа-
ции реального потенциала. Таким образом исходный короткодействующий
потенциал в модели Изинга был заменён на дальнодействующий, что при-
водит к определённым сомнениям в правильности полученных результатов.
К сожалению, трёхмерная модель Изинга пока остаётся нерешённой.

Весьма существенное развитие метод функционального интегрирования
по вспомогательным полям Λ±(r), определённым в реальном пространстве,
получил в работах Иванченко с сотрудниками (см., к примеру, [78]). Эти
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результаты были систематизированы в монографии [79]. Гауссово эквива-
лентное представление функционального интеграла в классической стати-
стической физике предложено Ефимовым и Ноговицыным [67] и развит да-
лее в работах [54, 55]. Коллективные переменные, вероятно, впервые были
введены в работе [58]. Метод функционального интегрирования по вспо-
могательным полям, определённым в пространстве волновых векторов, в
применении к задачам классической статистической физики, развит в ра-
ботах [109, 20, 110]. Применение эргодической теоремы Вейля к вычислению
интегралов типа (4.126) предложено в работе [109].

Представление (4.35) парного межатомного потенциала v(R1 −R2), яв-
ляющегося по существу ядром некоторого интегрального оператора, че-
рез квазипотенциалы L±(r), с математической точки зрения есть не что
иное, как нахождение дробной степени от двух неотрицательных операто-
ров v±(R1−R2). Последовательная теория дробных степеней интегральных
операторов может быть найдена в монографии [28].
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Глава 5

Точно решённые решёточные модели
статистической физики

5.1 Введение

Статистическая механика имеет целью установление связи между свой-
ствами макроскопических систем и свойствами частиц, образующих эти си-
стемы. Традиционным объектом статистической механики являются систе-
мы, состоящие из огромного числа частиц одного или нескольких типов.

Как известно, что для нахождения термодинамических свойств системы
достаточно вычислить её каноническую статистическую сумму, определяе-
мую выражением

Z(V,N, T ) = Sp {exp [−βH]} , (5.1)
где через N, T, V обозначены число частиц, температура и объём систе-
мы, β = 1/T , символ Sp обозначает след оператора в квантовом случае или
интеграл по фазовому пространству в классическом случае, H гамильто-
ниан системы. Знание статистической суммы позволяет найти свободную
энергию Гельмгольца

F (V,N, T ) = −T ln [Z(V,N, T )] (5.2)

и остальные термодинамические функции. Таким образом, соотношение (5.1)
устанавливает связь между механикой и термодинамикой системы и про-
блема заключается всего лишь в вычислении статистической суммы.

Реализация этой программы встречает весьма существенные трудности,
обусловленные следующим.

1. Вычисление канонической статистической суммы не является един-
ственно возможным вариантом старта. Существует несколько исход-
ных распределений в статистической механике (микроканонический,
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канонический, большой канонический ансамбли и др.), причём стро-
гого математического доказательства их эквивалентности пока не су-
ществует. Более того, в настоящее время имеются веские основания
для сомнения в эквивалентности этих распределений. Наиболее обос-
нованным распределением является микроканоническое, но его прак-
тическая реализация является наиболее затруднительной.

2. Вычисление статистической суммы в квантовом случае предполагает
знание спектра гамильтониана системы, состоящей из колоссального
числа частиц. В настоящее время решение этой задачи представляется
совершенно нереалистичным. В классическом случае требуется вычис-
лить конфигурационный интеграл системы частиц, взаимодействую-
щих через заданный потенциал. Кратность этого интеграла по поряд-
ку величины совпадает с числом частиц. В настоящее время решение
этой задачи также представляется практически нереализуемым.

Таким образом, проблема построения последовательной количественной
статистической термодинамики реальных систем требует выполнения ра-
боты в следующих направлениях.

1. Разработка методов строгого исследования связей между ансамблями
статистической механики.

2. Создание методов, которые в равной мере применимы к различным
ансамблям статистической механики.

3. Поиск моделей, допускающих точное решение. Ценность точно реша-
емых моделей состоит в том, что на них можно проверять эффектив-
ность приближённых методов статистической механики.

К настоящему времени в статистической физике имеется очень немного
точных результатов, что вынуждает развивать приближенные методы, ко-
торые, как правило, не имеют достоверной прямой оценки их точности. Ве-
роятно, единственным доступным в настоящее время способом оценки эф-
фективности приближённых методов является сравнение результатов этих
приближённых расчётов с точными результатами, известными для точно
решённых моделей. В этом заключается утилитарная цель построения
точно решаемых моделей.

Существует и (кстати сказать, ничуть не менее важная) чисто эсте-
тическая цель. Красота и математическое совершенство многих точно ре-
шённых моделей инициирует появление и развитие новых математических
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структур, которые в свою очередь способствуют созданию новых физиче-
ских теорий (напомним, к примеру, что теория Гамильтона-Якоби и оптико-
механическая аналогия в своё время привели Шрёдингера к квантовой ме-
ханике).

Литература по точно решённым моделям статистической физики на-
сколько обширна, настолько и разрозненна. В настоящее время на русском
языке имеется только одна книга, специально посвящённая точно решён-
ным моделям статистической физики [6]. В то же время, имеется довольно
много книг, в которых “вкраплены” результаты, связанные с точными ре-
шениями тех или иных моделей. Немногим лучше ситуация с литературой
на английском языке [65, 74, 97]. Несмотря на то, что во многих универси-
тетах (как в России, так и за её пределами) читаются спецкурсы по точно
решённым моделям, учебной литературы по этой тематике почти нет (прак-
тически единственный источник такого типа — книга [74]).

Последующие главы имеют целью в какой-то мере заполнить данный
пробел. Изложение материала (на физическом уровне строгости) является
конструктивным и сопровождается довольно большим количеством приме-
ров (ибо “примеры важнее правил”).

В пятой главе подробно излагаются наиболее важные (с образователь-
ной точки зрения) точно решённые решёточные модели статистической
физики — одномерная модель Изинга, решёточная модель с межатомным
потенциалом бесконечного радиуса и сферическая модель Берлина-Каца.
Следует отметить, что модель Бакстера не включена по той причине, что
на русском языке имеется достаточно подробное изложение модели, выпол-
ненное самим Бакстером [6].

Шестая глава содержит краткое изложение идей метода ренормгруппы
(преимущественно на примерах одно- и двумерной моделей Изинга).

В заключительной седьмой главе исследуется несколько феноменологи-
ческих моделей решёточного типа. Подробно описаны фазовые переходы в
рамках соответствующих моделей, указаны границы применимости моде-
лей. Показана связь между решёточными моделями и моделью Гинзбурга-
Ландау.

Задачи для самостоятельного решения не должны вызывать существен-
ных затруднений, поскольку они либо заполняют относительно небольшую
часть вычислений, либо дополняют основной текст иными направлениями
исследования.
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5.2 Одномерная модель Изинга

5.2.1 Постановка проблемы

Классические решёточные системы введены в статистическую физику
по следующим причинам:

1. Замена классической континуальной модели, для которой вычисление
статистического интеграла с потенциалом общего вида весьма пробле-
матично, на решёточную модель с существенным ограничением ради-
уса действия потенциала. Благодаря этому вместо “реального” меж-
атомного потенциала, задаваемого некоторой функцией v(r) с беско-
нечным числом возможных значений, появляется конечный набор зна-
чений этой функции в точках, определяемых возможными расстояни-
ями между узлами решётки в пределах радиуса действия потенциала.
В случае одномерной модели Изинга, к примеру, от “бывшего” меж-
атомного потенциала остаётся только одна константа — значение по-
тенциала взаимодействия между ближайшими соседями.

2. Как известно из опыта, при достаточно низких температурах (и “под-
ходящих” иных внешних условиях) почти все вещества переходят в
кристаллическое состояние. Однако само существование кристалличе-
ского состояния вывести из принципов статистической механики по-
ка не удалось ∗. Поэтому построение статистической термодинамики
кристаллического состояния имеет смысл в рамках модели, в которой
кристаллическая структура вводится аксиоматически.

3. Наконец, решёточные модели позволяют “оттачивать” математический
аппарат и осуществлять апостериорную оценку эффективности разра-
батываемых приближённых методов статистической физики.

Гамильтониан модели Изинга задаётся выражением

H({sj}) = −1

2

∑
i,j

Jijsisj −
∑
i

hisi, (5.3)

здесь индексы i, j нумеруют узлы решётки, si — дискретная спиновая пе-
ременная, принимающая значения ±1, hi — значение внешнего поля на i-м
∗заметим, что проблема вывода кристаллических структур из “первых принципов” — пока не решён-

ная (и весьма актуальная!) проблема.

97



узле, Jij — набор констант, характеризующих взаимодействие между спи-
нами, находящимися в узлах i, j.

Эта модель является частным случаем более общей (и лучше описыва-
ющей ферромагнетизм) модели Гайзенберга, которая определена следую-
щим образом. Каждому узлу j D-мерной решётки ставится в соответствие
n-компонентный вектор ~φj = (φ1

j , · · · , φnj ) с единичной длиной ( ~φj · ~φj) = 1.
Энергия для фиксированной конфигурации { ~φj} в модели Гайзенберга да-
ётся выражением:

H({ ~φj}) = −1

2

∑
i,j

Jij

(
~φi · ~φj

)
−
∑
i

(
~hi · ~φi

)
. (5.4)

Статистическая сумма в этой модели имеет вид

Z =

∫ ∏
j∈V

d~φj δ
(
‖ ~φj‖2 − 1

) exp
[
−βH({ ~φj})

]
, (5.5)

где V — объём системы, β = 1/T , T — температура (постоянная Больцма-
на κ равна единице), символ ‖ · ‖ обозначает норму вектора.

Формула (5.5) допускает некоторое полезное обобщение, получаемое за-
меной дираковской меры d~φj δ

(
‖ ~φj‖2 − 1

)
на некоторую другую dµ(φj):

Z =

∫ ∏
j∈V

dµ(~φj)

 exp
[
−βH({~φj})

]
, (5.6)

Данная формула представляет собой дискретный аналог функционального
интеграла скалярной теории поля. Для установления связи с теоретико-
полевыми моделями определим дискретный оператор Лапласа на решётке

(∆~φ)j =
d∑

ν=1

(
~φj+eν + ~φj−eν − 2~φj

)
, (5.7)

где eν = (0, · · · , 1, · · · , 0) обозначает единичный вектор в ν-м направлении
решётки. Получим отсюда выражение для дискретного аналога кинетиче-
ской энергии

−1

2

∑
j∈Zd

(
~φj ·∆~φj

)
= −

∑
j∈Zd

d∑
ν=1

(
~φj · ~φj+eν − ~φ2

j

)
. (5.8)
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Первая сумма вида
∑

j,ν

(
~φj · ~φj+eν

)
в правой части этой формулы совпа-

дает с энергией взаимодействия спинов (5.4) ферромагнитного типа.
С теоретико-полевой точки зрения эта величина представляет собой дей-

ствие свободного поля. Мера
∏

j dµ(~φj) включает в себя распределение спи-
нов, которое в теории поля описывает взаимодействие. В качестве примера
можно рассмотреть известную модель φ4 на решётке, для которой мера вы-
бирается в следующем виде

dµ(~φ) =
d~φ exp

(
−P (~φ)

)
∫
d~φ exp

(
−P (~φ)

) , P (~φ) = α~φ2 + γ~φ4. (5.9)

5.2.2 Одномерная открытая изинговская цепочка при отсутствии
внешнего поля

Несмотря на отсутствие нетривиального фазового перехода в данной мо-
дели, она является прекрасной иллюстрацией матричного метода. Посколь-
ку в модели Изинга учитывается взаимодействие только ближайших сосе-
дей, то суммирование по индексу j в гамильтониане (5.3) даёт ненулевой
вклад только при условии j = i± 1, поэтому статистическая сумма модели
в отсутствие внешнего поля имеет вид:

ZN =
∑

{s1,··· ,sN=±1}

exp

(
A

N−1∑
j=1

sj sj+1

)
, (5.10)

где A = βJ , J — обменный интеграл ближайших соседей, N — суммарное
число спинов (узлов решётки).

Заметим, что sN содержится только в последнем слагаемом суммы под
знаком экспоненты в (5.10):

ZN =
∑

{s1,··· ,sN=±1}

exp

(
A

N−2∑
j=1

sj sj+1

)
exp (A sN−1sN) , (5.11)

поэтому суммирование по sN = ±1 в (5.10) относится только к последней
экспоненте и может быть осуществлено немедленно; результат этого сум-
мирования оказывается не зависящим ни от sN−1, ни от всех остальных
спинов: ∑

SN=±1

exp (A sN−1sN) = 2 cosh (A sN−1) = 2 cosh(A). (5.12)
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В итоге получается рекуррентное соотношение для статистической суммы:

ZN = 2cosh(A)
∑

{s1,··· ,sN−1=±1}

exp

(
A

N−2∑
j=1

sj sj+1

)
= 2cosh(A) ZN−1,

(5.13)
которое вместо с очевидным начальным условием

Z2 =
∑

s1,s2=±1

exp (A s1s2) =
∑
s1=±1

2 cosh(A s1) = 4 cosh(A) (5.14)

приводит к окончательному выражению для статистической суммы ZN :

ZN = 2N [cosh(A)]N−1 . (5.15)

Найдём свободную энергию в расчёте на один спин в термодинамическом
пределе N →∞:

f(T ) = −T lim
N→∞

N−1 ln (ZN) = −T ln

[
2 cosh

(
J

T

)]
. (5.16)

Полученная функция f(T ) аналитична при всех T > 0, поэтому в данной
модели никакого фазового перехода ожидать не следует.

Задача 19. Исходя из полученного выражения для f , вычислить удель-
ную теплоёмкость в одномерной открытой цепочке Изинга при нулевом
внешнем поле и исследовать её температурную зависимость.

5.2.3 Одномерная замкнутая изинговская цепочка во внешнем
поле

Для вычисления намагниченности и восприимчивости системы целесо-
образно вычислять статистическую сумму при включённом внешнем поле.
Тогда соответствующие величины могут быть найдены с помощью диф-
ференцирования статистической суммы (или её логарифма) по внешнему
полю. Приём, который позволил вычислить статистическую сумму откры-
той цепочки Изинга в предыдущем разделе, при включении внешнего по-
ля, увы, не даёт результата. Вычисление статистической суммы цепочки
Изинга во внешнем поле наиболее просто выполнить с помощью трансфер-
матрицы, введённой Крамерсом и Ваннье [84], и искусственного замыкания
концов решётки друг на друга.
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Статистическая сумма модели в однородном внешнем поле hj = h =
const представляется в форме:

Z =
∑

{s1,··· ,sN=±1}

exp

(
A
∑
j

sj sj+1 +B
∑
j

sj

)
, (5.17)

где A = βJ , J — обменный интеграл ближайших соседей, B = βh. Сле-
дуя работе Крамерса и Ваннье [84], введём вещественную симметричную
трансфер-матрицу 2× 2 c элементами 〈s|L|s′〉:

〈s|L|s′〉 = exp

(
Ass′ +B

s+ s′

2

)
. (5.18)

Задача 20. Показать, что матрица L имеет вид:

L =

(
exp (A+B) exp (−A)

exp (−A) exp (A−B)

)
(5.19)

Выражение (5.17) преобразуется к представлению через матрицу L:

Z =
∑

{s1,··· ,sN}

〈s1|L|s2〉〈s2|L|s3〉 · · · 〈sN−1|L|sN〉 exp

(
B
s1 + sN

2

)
. (5.20)

При отсутствии последней экспоненты, содержащей s1 и sN , статсумма Z
представляла бы собой сумму всех элементов матрицы 2 × 2, полученной
в результате возведения матрицы L в степень (N − 1). Но, увы, эта по-
следняя экспонента присутствует, поэтому устраним её негативное влияние
переходом от открытой цепочки спинов, требующей граничных условий, к
замкнутой на себя цепочке. Для этого введём циклические граничные усло-
вия в соответствии с правилом:

sj+N ≡ sj (5.21)

(операция топологического отождествления концов цепочки). Тогда следу-
ет добавить в последнюю экспоненту и взаимодействие спинов sN и s1; в
результате формула (5.20) приобретает гораздо более симпатичный облик:

Z =
∑

{s1,··· ,sN}

〈s1|L|s2〉〈s2|L|s3〉 · · · 〈sN−1|L|sN〉〈sN |L|s1〉. (5.22)
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Невозможно не заметить, что в правой части этой формулы содержится
след (сумма диагональных элементов) от N -й степени матрицы L:

Z = Sp
(
LN
)
. (5.23)

Как известно, след матрицы является одним из инвариантов ортогональ-
ного преобразования её. Поскольку матрица L симметрична, то существует
ортогональное преобразование O, приводящее её к диагональной форме L̃:

L̃ = O−1LO =

(
λ+ 0
0 λ−

)
, (5.24)

(λ1 и λ2 суть собственные значения матрицы L, которые вещественны вслед-
ствие её симметричности).

Задача 21. Показать, что собственные значения матрицы L имеют
вид:

λ± = eA
(

cosh(B)±
√

sinh2(B) + e−4A

)
(5.25)

Поскольку (
λ+ 0
0 λ−

)N
=

(
λN+ 0
0 λN−

)
, (5.26)

то свободная энергия Гельмгольца F выражается через λ+, λ− (λ− < λ+)
следующим образом:

F = −T lnZ = −T

{
N ln (λ+) + ln

[
1 +

(
λ−
λ+

)N]}
. (5.27)

Задача 22. Исследовать зависимость отношения λ−/λ+ собственных
значений трансфер-матрицы от температуры и внешнего поля, обратив
особое внимание на случай T → 0.

В термодинамическом пределе (N → ∞) слагаемое ln
[
1 + (λ−/λ+)N

]
стремится к нулю; отсюда найдём асимптотическое значение свободной энер-
гии Гельмгольца в расчёте на один узел f = F/N :

f = −T
[
A+ ln

(
cosh(B) +

√
sinh2(B) + e−4A

)]
. (5.28)
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Задача 23. Показать, что в отсутствие внешнего поля B = 0 форму-
ла (5.28) приводит к (5.16). Интерпретировать результат.

Задача 24. Намагниченность M определяется как среднее значение
спиновой переменной на один узел, т.е. 〈sj〉. Показать, что

M = 〈sj〉 =
∂f

∂B
= sinh(B)

[
sinh2(B) + e−4A

]− 1
2 . (5.29)

Исследовать зависимость намагниченности от температуры и внешнего
поля. Заметить, что в отсутствие внешнего поля намагниченность исче-
зает.

Задача 25. Восприимчивость χ определяется как производная намаг-

ниченности по внешнему полю χ =
∂M

∂h
. Вычислить восприимчивость в

одномерной модели Изинга и убедиться, что при T → 0 она стремится
к бесконечности. Построить график температурной зависимости воспри-
имчивости χ(T ).

Задача 26. Исходя из выражения (5.28) для удельной свободной энер-
гии Гельмгольца f , вычислить теплоёмкость и построить график зависи-
мости теплоёмкости от температуры.

5.2.4 Корреляционные функции в модели Изинга

При исследовании фазовых переходов существенную роль играет пар-
ная корреляционная функция, которая для модели Изинга определяется
соотношением:

〈sksl〉 = Z−1
N

∑
{s1,··· ,sN=±1}

sksl exp [−βH ({sj})] (5.30)

и характеризует степень упорядоченности в решётке. Если эта величина
при устремлении расстояния между k-м и l-м спинами к бесконечности не
стремится к нулю, то в системе имеет место дальний порядок, в противном
случае дальнего порядка в системе нет. Появление (или исчезновение) в
системе дальнего порядка связывается обычно с фазовым переходом.

103



Вычислим парную корреляционную функцию открытой цепочки при от-
сутствии внешнего поля с помощью следующего приёма. Вначале усложним
выражение (5.10), введя вместо одного параметра A совокупность парамет-
ров Aj:

ZN (A1, · · · , AN−1) =
∑

{s1,··· ,sN=±1}

exp

(
N−1∑
j=1

Aj sj sj+1

)
; (5.31)

обычная статистическая сумма получается отсюда при условии Aj = A =
βJ . Суммирование по переменной SN может быть выполнено немедленно,
в результате найдём:

ZN (A1, · · · , AN−1) = 2 cosh(AN−1) ZN−1 (A1, · · · , AN−2) . (5.32)

Действуя далее в полной аналогии с выводом формулы (5.15), найдём:

ZN (A1, · · · , AN−1) = 2
N−1∏
j=1

[2 cosh (Aj)] . (5.33)

Эта формула пригодится для вычисления парной корреляционной функ-
ции. Вначале используем тот факт, что s2

j = 1. Тогда для r > 0 и k+ r < N

имеем цепочку равенств:

〈sk sk+r〉 = Z−1
N

∑
{s1,··· ,sN=±1}

sksk+r exp

[
A

N−1∑
j=1

sjsj+1

]
= Z−1

N

∑
{s1,··· ,sN=±1}

(sk sk+1) (sk+1 sk+2) · · · (sk+r−1 sk+r)

× exp

[
N−1∑
j=1

Aj sj sj+1

]∣∣∣∣∣
A1=···=AN−1=A

= Z−1
N

[
∂ r

∂Ak+r−1 · · · ∂Ak
ZN (A1, · · · , AN−1)

]
A1=···=AN−1=A

= Z−1
N

ZN (A1, · · · , AN−1)
k+r−1∏
j=k

tanh (Aj)


A1=···=AN−1=A

= [tanh (A)]r.

(5.34)

Задача 27. Исследовать зависимость парной корреляционной функ-
ции 〈sk sk+r〉 от расстояния r между узлами и от температуры. Рассмот-
реть предел при r →∞ и интерпретировать результат.
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5.3 Одномерная классическая модель Гайзенберга

Для вычисления статистической суммы модели Гайзенберга в общем слу-
чае потребовалась бы трансфер-матрица с бесконечным числом строк и
столбцов, соответствующим непрерывным переменным, которые описыва-
ют ориентацию спина.

Статистическая сумма системы с гамильтонианом (5.4) для открытой
цепочки Гайзенберга имеет вид:

ZN =

∫
· · ·
∫

dΩ1

4π
· · · dΩN

4π
exp

[
A
N−1∑
j=1

(
~φj · ~φj+1

)]
, (5.35)

где A = Jβ, ~φj — единичный вектор в трёхмерном пространстве, dΩj —
элемент телесного угла. Этот многократный интеграл следует привести к
повторному интегралу. Начинать интегрирование следует с переменной ΩN ,
а закончить — переменной Ω2 (при интегрировании по j-й переменной ось
z целесообразно направить вдоль вектора ~φj−1). В итоге получим:

ZN =

∫
dΩ1

4π

N−1∏
j=1

2π∫
0

π∫
0

dϕjdθj sin θj
4π

exp [A cos θj] =

(
sinh [A]

A

)N−1

. (5.36)

Отсюда легко найти свободную энергию и построить всю термодинамику
изотропной модели Гайзенберга.

Парную корреляционную функцию cr = 〈(~φk · ~φk+r)〉 можно вычислить
также без особенных затруднений:

cr = 〈~φk · ~φk+r〉 = 3〈φz,k φz,k+r〉 =

= 3Z−1
N

∫
· · ·
∫

dΩ1

4π
· · · dΩN

4π
φz,k φz,k+r exp

[
A
N−1∑
j=1

(
~φj · ~φj+1

)]
;

(5.37)

здесь через φz,k обозначена z−составляющая вектора ~φk, множитель 3 по-
явился из соображений симметрии (равноправности x, y, z составляющих
вектора).

Без ограничения общности положим k = 1. Интегрирование по Ωj при
j > k + r выполним немедленно, выбирая направление оси z вдоль векто-
ра ~φj−1, что приводит к факторизации этой части интеграла. Оставшуюся
часть интеграла преобразуем аналогично, выбирая ~φj−1 в качестве поляр-
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ной оси для ~φj:

cr = 3

[
A

sinh(A)

]r ∫
dΩ1

4π
cos Θ1

∫
· · ·
∫
dΩ2

4π
· · · dΩr−1

4π

× exp

[
A

r−1∑
j=1

(
~φj · ~φj+1

)]∫ dΩr

4π
cos Θr exp [A cos θr],

(5.38)

где Θ1 и Θk — полярные углы относительно оси аппликат z. Опять-таки
используем ~φk−1 в прежнем качестве для вектора ~φk и примем во внимание,
что

cos Θr = cos Θr−1 cos θr + sin Θr−1 sin θr cosϕr. (5.39)

Проинтегрируем по θr и ϕr в (5.38); второе слагаемое в (5.39) после инте-
грирования исчезнет и останется рекуррентное соотношение

cr = 3〈cos Θr〉 = 3〈cos Θr−1〉〈cos θ〉 = cr−1u(A), (5.40)

где

u(A) =
A

sinhA

π∫
0

dθ

2
cos θ sin θ exp [A cos θ] = cth(A)− A−1. (5.41)

Учтём, что c0 = 1; поэтому †

1

2
cr = [u(A)]r . (5.42)

Поскольку при всех A
|u(A)| < 1, (5.43)

то
lim
r→∞

lim
N→∞

〈~φk · ~φk+r〉 = 0; (5.44)

посему в этой системе при любых конечных температурах дальнего порядка
нет.

Задача 28. Доказать неравенство (5.43).

†Полезно сравнить это соотношение с (5.34).
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Рассмотрим ещё одну поучительную задачу, связанную с одномерной
(но анизотропной!) замкнутой цепочкой Гайзенберга, гамильтониан кото-
рой имеет вид:

H = −J
N∑
j=1

[φz,jφz,j+1 + (1− γ) (φx,jφx,j+1 + φy,jφy,j+1)] , (5.45)

здесь, как и ранее, ~φj = {φx,j, φy,j, φz,j} – трёхмерный единичный вектор,
соответствующий j-му узлу, ~φj+N = ~φj, γ – параметр анизотропии. Рас-
смотрим случай [101, стр.202–205] предельной анизотропии γ = 1, которому
соответствует классическая одномерная модель изинго-подобная модель с
гамильтонианом

H = −J
N∑
j=1

xjxj+1, (xj+N = xj) , (5.46)

где xj = φz,j, |xj| ≤ 1. Статистическая сумма определяется выражением

ZN =

+1∫
−1

· · ·
+1∫
−1

exp

[
A

N∑
j=1

xjxj+1

]
dx1 · · · dxN . (5.47)

Действуя по аналогии с решением методом трансфер-матрицы для замкну-
той цепочки Изинга, представим ZN в виде

ZN =

+1∫
−1

K(N)(x, x) dx, (5.48)

где K(N)(x, y) обозначает ядро N -й степени интегрального оператора K̂,
задаваемого ядром K(x, y) = exp (Axy), т.е.

K̂{f}(x) =

+1∫
−1

K(x, y)f(y)dy. (5.49)

Тогда в терминах собственных значений

λ0 > λ1 ≥ λ2 ≥ · · · (5.50)
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интегрального уравнения

+1∫
−1

K(x, y)ϕ(y)dy = λϕ(x) (5.51)

статистическую сумму представим в виде

ZN =
∞∑
n=0

λNn . (5.52)

Задача 29. Почему в цепочке неравенств (5.50) вначале следует знак
строгого неравенства >, в то время как далее следуют знаки нестрогого
неравенства ≥ ?

Интегральное уравнение (5.51) связано со сфероидальными волновыми
функциями, теорию которых можно найти в [27, 38].

Задача 30. Показать, что если функция ϕ(x) удовлетворяет уравне-
нию

L̂ϕ = µϕ, (5.53)

где дифференциальный оператор L̂ определяется соотношением

L̂ = (x2 − 1)(d/dx)2 + 2x(d/dx)− A2x2, (5.54)

то и функция χ(x)

χ(x) =

+1∫
−1

eAxyϕ(y)dy (5.55)

также удовлетворяет этому же уравнению при выполнении условия регу-
лярности

(1− x2)ϕ(x) = (1− x2)ϕ′(x) = 0 (5.56)

для |x| = 1.

Из решения этой задачи и определения (5.55) следует, что функции χ(x)
и ϕ(x) пропорциональны друг другу, т.е. удовлетворяют интегральному
уравнению (5.51).

Таким образом, вычисление удельной свободной энергии в термодина-
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мическом пределе

f = −T lim
N→∞

N−1 lnZN = −T lnλ0. (5.57)

сводится к проблеме нахождения наибольшего собственного значения ин-
тегрального оператора K̂.

5.4 Модель с межатомным потенциалом бесконечного
радиуса

Здесь мы рассмотрим очередную точно решаемую модель — решёточную
модель, в которой взаимодействие между спинами совершенно не зависит
от расстояния между ними, т.е. обменный интеграл определяется только
взаимной ориентацией спинов. Будем полагать, что одинаково ориентиро-
ванным спинам соответствует отрицательная энергия взаимодействия — это
позволяет надеяться на возможность упорядочения при достаточно низ-
ких температурах. Однако следует иметь в виду, что полная потенциаль-
ная энергия системы в этой модели пропорциональна числу пар частиц,
которое в свою очередь пропорционально квадрату числа частиц. Этому
соответствует нетермодинамическая асимптотическая зависимость термо-
динамических функций системы от её размеров. Для коррекции данной
аномалии будем полагать, что обменный интеграл J обратно пропорциона-
лен числу частиц в системе. Гамильтониан такой системы при наложении
однородного внешнего поля h, таким образом, приобретает вид:

H = − J

2N

N∑
j,k=1

sjsk − h
N∑
j=1

sj. (5.58)

Двойная сумма в первом слагаемом может быть записана в виде полного
квадрата:

N∑
j,k=1

sjsk =

(
N∑
j=1

sj

)2

. (5.59)

Тогда

exp [−βH] = exp

βJ
2N

(
N∑
j=1

sj

)2

+ βh

(
N∑
j=1

sj

) . (5.60)
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Воспользуемся тождеством (преобразование Стратоновича-Хаббарда)

exp

[
γ2

2α

]
=

√
α

2π

+∞∫
−∞

exp
[
−α

2
x2 + γx

]
dx, (Re α > 0). (5.61)

Заметим, что в левой части этого равенства содержится экспонента от квад-
рата γ, а в подынтегральном выражении – экспонента от линейной функции
параметра γ; это позволяет свести экспоненту от квадратичной функции к
экспоненте от линейной функции за счёт введения дополнительного инте-
грирования. Преобразуем (5.60)

exp [−βH] =

√
N

2πβJ

+∞∫
−∞

exp

{
− N

2βJ
x2 + (x+ βh)

(
N∑
j=1

sj

)}
dx. (5.62)

Вычислим теперь статистическую сумму:

ZN =
∑

{s1,··· ,sN=±1}

exp [−βH]

=

√
N

2πβJ

+∞∫
−∞

exp

{
− N

2βJ
x2

}[∑
s=±1

exp [(x+ βh)s]

]N
dx

(5.63)

(многократное суммирование по s1, · · · , sN факторизовалось в произведе-
ние N идентичных сомножителей). Суммирование в квадратных скобках
выполняется элементарно, в результате имеем:

ZN =

√
N

2πβJ
2N

+∞∫
−∞

exp

{
− N

2βJ
x2

}
coshN(x+ βh)dx (5.64)

или

ZN =

√
N

2πβJ
2N

+∞∫
−∞

exp

{
−N

[
x2

2βJ
− ln cosh(x+ βh)

]}
dx. (5.65)

Остаётся вычислить асимптотику (N → ∞) этого однократного интегра-
ла — это вполне элементарная задача.

Задача 31. Доказать, что несобственный интеграл (5.65) сходится.
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Выполним замену переменной интегрирования в интеграле (5.65) y =
x+ βh:

ZN =

√
N

2πβJ
2N

+∞∫
−∞

exp

{
−N

[
(y − βh)2

2βJ
− ln cosh(y)

]}
dy. (5.66)

Интеграл (5.66) имеет форму

I =

+∞∫
−∞

exp [−N f(y)] dy, (N →∞). (5.67)

Основной вклад в интегралы такого вида дают окрестности точек миниму-
ма функции f(y) на промежутке интегрирования.

Задача 32. Пусть функция f(y) в сходящемся интеграле (5.67) имеет
единственную точку x0 минимума внутри промежутка [a, b] и вторая про-
изводная этой функции в точке y0 не равна нулю f ′′(y0) 6= 0. Показать,
что при N →∞ имеет место асимптотическое равенство

b∫
a

exp [−Nf(y)] dy ∼= e−Nf(y0)

√
2π

N f ′′(y0)
. (5.68)

Как изменится результат, если функция f(x) на промежутке [a, b] имеет
несколько экстремумов?

Эта формула асимптотического вычисления интеграла (5.68) называется
формулой Лапласа.

Применим метод Лапласа к вычислению интеграла (5.66). Вначале нуж-
но найти точки экстремумов функции

f(y, h) =

[
(y − βh)2

2βJ
− ln cosh(y)

]
. (5.69)

Разложим функцию (5.69) по степеням y:

f (y, h) =
βh2

2J
− hy

J
+

(
1

βJ
− 1

)
y2

2
+
y4

12
−−y

6

45
+

17y8

2520
+ · · · . (5.70)

Для вычисления интеграла (5.66) в случае (1− βJ) > 0 в разложении (5.70)
достаточно сохранить члены до второго порядка по y включительно; одна-
ко, ежели (1− βJ) ≤ 0, то по меньшей мере необходимо сохранить члены
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до четвёртого порядка по y. Посему, критическая температура Tc опреде-
ляется соотношением (1− βJ) = 0:

Tc = J. (5.71)

Введём безразмерную температуру τ = T
Tc
. Тогда имеем

f (y,H) =
τ

2

(
y − H

τ

)2

− ln cosh y, (5.72)

где H — безразмерное внешнее поле, равное отношению энергии единично
спина s = 1 во внешнем поле h к критической температуре Tc:

H =
h

Tc
. (5.73)

Точка минимума функции f (y,H) по переменной y подчиняется следу-
ющему уравнению:

∂f (y,H)

∂y
= τ

(
y − H

τ

)
− tanh y = 0. (5.74)

Отметим, что в критической точке τ = 1 вторая производная fyy (y,H)
в присутствии внешнего поля отлична от нуля:

∂ 2f (y,H)

∂y2
= τ − 1

(cosh y)2 > 0, (5.75)

поэтому интеграл (5.66) может быть вычислен методом Лапласа. В резуль-
тате имеем в термодинамическом пределе

lnZ (N,H)

N
= −f (y0 (H) ,H) = −

[
τ

2

(
y0 −

H
τ

)2

− ln cosh y0

]
, (5.76)

где y0 — решение уравнения (5.74). Заметим при этом, что переменные y0

и E не независимы, а связаны между собой соотношением (5.74).

5.4.1 Свободная энергия и параметр порядка

В качестве параметра порядка выберем среднее значение спиновой пере-
менной 〈s〉:

〈s〉 =
1

βN

∂ lnZ (N, h)

∂h
. (5.77)
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С учётом (5.74) получим:

〈s〉 = −τ df (y0,H)

dH
= τ

(
y0 −

H
τ

)
= tanh y0 . (5.78)

Эта формула устанавливает связь между параметром порядка 〈s〉 и точ-
кой минимума функции (5.72). Свободная энергия в расчёте на один спин
имеет следующий вид

A = −T lnZN
N

= T

[
τ

2

(
y0 −

H
τ

)2

− ln cosh y0

]
, (5.79)

где y0 — решение уравнения (5.74), связанное с параметром порядка соот-
ношением (5.78).

Выразим y0 через параметр порядка 〈P 〉 и подставим результат в (5.79)

y0 =
1

2
ln

(
1 + 〈s〉
1− 〈s〉

)
. (5.80)

В результате найдём асимптотически точное выражение для свободной энер-
гии A (〈s〉) через параметр порядка 〈s〉:

A (〈s〉 ,H) = T

{
τ

2

[
1

2
ln

(
1 + 〈s〉
1− 〈s〉

)
− H
τ

]2

+
1

2
ln
(

1− (〈s〉)2
)}

. (5.81)

Квадратичный по внешнему полю член в этом выражении может быть
опущен. Далее, выделим в оставшемся выражении члены, содержащие и не
содержащие внешнее поле. Результат имеет вид:

A (〈s〉 ,H) = T

{
τ

2

[
1

2
ln

(
1 + 〈s〉
1− 〈s〉

)]2

+
1

2
ln
(

1− (〈s〉)2
)}

−HT
2

ln

(
1 + 〈s〉
1− 〈s〉

)
.

(5.82)

Отметим, что это выражение для свободной энергии является точным.
Выполним теперь разложение свободной энергии по степеням параметра
порядка в окрестности критической точки.
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5.4.2 Как выглядит разложение свободной энергии в окрестно-
сти Tc для модели с бесконечным радиусом взаимодействий?

В феноменологической теории Ландау фазовых переходов второго рода
разложение свободной энергии по степеням параметра порядка ψ имеет вид:

F = α (T − Tc)
ψ2

2
+B

ψ4

4
+ . . .+ hψ. (5.83)

Разлагая выражение для свободной энергии (5.82) в окрестности крити-
ческой точки по степеням параметра порядка 〈s〉, найдём:

A (〈s〉 ,H) = T

[
τ − 1

2
〈s〉2 +

4τ − 3

12
〈s〉4 +

23τ − 15

90
〈s〉6 + . . .

]
+TH

[
〈s〉+

〈s〉3

3
+
〈s〉5

5
+
〈s〉7

7
+ . . .

]
.

(5.84)

Это разложение отличается от обычно используемого разложения Ландау
прежде всего тем, что в полевой части разложения содержатся не толь-
ко линейный по параметру порядка член, но и целый ряд членов высших
порядков.

5.4.3 Спонтанная намагниченность

Связь между температурой и спонтанной намагниченностью получим из
условия минимума свободной энергии (5.82) при нулевом внешнем поле:

∂A (〈s〉 , 0)

∂ 〈s〉
= 0. (5.85)

Выполнив вычисления, найдём

τ =
2 〈s〉

ln
[

1+〈s〉
1−〈s〉

] . (5.86)
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Задача 33. В первой сумме гамильтониана (5.58) содержится “лишнее”
слагаемое, соответствующее j = k. Поскольку никакого “самодействия”
спинов нет, то следует суммирование по переменным j, k выполнить при
условии j 6= k. Таким образом, корректный гамильтониан в (5.58) должен
иметь вид:

H = − J

2N

N∑
j,k=1
j 6=k

sjsk − h
N∑
j=1

sj. (5.87)

Внести соответствующие изменения в формулу для статистической сум-
мы (5.66). Как изменятся последующие результаты в связи с учётом этого
“лишнего” слагаемого?

Задача 34. Вывести соотношение (5.86) и построить график зависи-
мости 〈s (τ)〉.

5.4.4 Резюме

Точное решение модели с бесконечным радиусом действия привело нас
к результатам, идентичным с теорией среднего поля. Другими словами,
среднеполевое приближение является точным результатом для модели с
межатомным потенциалом бесконечного радиуса действия. Этот факт име-
ет простую физическую интерпретацию: в этой модели каждый из атомов
попадает в сферу действия бесконечно большого числа атомов, причём вли-
яния пространственно удалённых и близких атомов идентичны. Поэтому
“срабатывает” закон больших чисел. Конечно, для реальных межатомных
потенциалов каждый из атомов находится в поле конечного (обычно от-
носительно небольшого) числа других атомов приближение среднего поля
соответствует пренебрежению флуктуационными эффектами. Точное ре-
шение модели с бесконечным радиусом действия межатомного потенциала
содержится в работе [91], выражение для свободной энергии Гельмгольца
через параметр порядка 〈s〉 и температурной зависимости параметра по-
рядка в этой модели получено в работе [112].

Следует иметь в виду, что приближение среднего поля для потенциалов
конечного радиуса действия приводит к принципиально неверным резуль-
татам. В частности, в применении к одномерной модели Изинга это при-
ближение приводит к ложному выводу о существовании фазового перехода
при определённом знаке обменного интеграла. С другой стороны, как стро-
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го доказано в предыдущих разделах, в одномерной модели Изинга фазового
перехода нет.

Следует отметить ещё одно весьма существенное обстоятельство. Термо-
динамические свойства системы в приближении среднего поля не зависят
от размерности пространства. Это совершенно не соответствует действи-
тельности. В частности, реальные критические показатели существенно за-
висят от размерности пространства.

5.5 Гауссова модель

В модели Изинга спиновые переменные s принимают значения ±1, т.е.,
плотность вероятности распределения спиновых переменных узле имеет
вид:

ρ(s1, . . . , sN) =
N∏
j=1

[
δ
(
s2
j − 1

)]
=

N∏
j=1

{
1

2
[δ (sj − 1) + δ (sj + 1)]

}
. (5.88)

Задача 35. Объяснить происхождение множителя
1

2
в этой формуле.

В гауссовой модели вместо дискретной спиновой переменной с диффе-
ренциальной функцией распределения вида (5.88) вводится непрерывная
спиновая переменная с плотностью вероятности

ρ(s1, . . . , sN) =
N∏
j=1

{
1√

2πσ2
exp

[
−
s2
j

2σ2

]}
. (5.89)

Подставим эту плотность вероятности в выражение для статистической
суммы системы с гамильтонианом (5.3) при не зависящем от координат
внешнем поле h:

Z =

+∞∫
. . .

∫
−∞

{
N∏
j=1

dsj√
2πσ2

}

× exp

[
−

N∑
j=1

s2
j

2σ2
+
βJ

2

∑
i,j

Jijsisj + βh

N∑
i=1

si

]
,

(5.90)

здесь и далее предполагается, что обменный интеграл Jij отличен от нуля
только для ближайших соседей.
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Введём вектор-столбец S с элементами s1, s2, . . . , sN и представим выра-
жение (5.90) в виде:

Z =

+∞∫
. . .

∫
−∞

{
N∏
j=1

dsj√
2πσ2

}
exp

[
−1

2
S†QS + H†S

]
, (5.91)

где

S†QS =
N∑

m,j=1

smQmjsj, Qmj =
δmj
σ2
− βJεmj, (5.92)

H– вектор-столбец, все элементы которого равны βh, символ † обозначает
транспонирование матрицы,

εmj =

{
1, если sm и sj — ближайшие соседи
0, в противном случае. (5.93)

Задача 36. Показать, что в одномерном случае (D = 1) величины εmj
связаны с дельта-символом Кронекера соотношением

εmj = δm,j−1 + δm,j+1. (5.94)

Задача 37. Показать, что при D = 1 матрица Q имеет вид

Q =



1

σ2
−βJ 0 0 0 · · · 0 0 0

−βJ 1

σ2
−βJ 0 0 · · · 0 0 0

0 −βJ 1

σ2
−βJ 0 · · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 0 0 −βJ 1

σ2


(5.95)

Кратный интеграл по переменным sj является гауссовым интегралом
и вычисляется с помощью замены переменных, исключающей линейную
форму в экспоненте:

T = S− 1

2
Q−1H (5.96)
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и последующего ортогонального преобразования в пространстве перемен-
ных t1, · · · , tN , приводящего матрицу Q к диагональному виду. В итоге
найдём‡:

Z =
1

σN {detQ}
1
2

exp

[
1

2
H†Q−1H

]
. (5.97)

Для дальнейшего продвижения вперёд необходимо решить две задачи:

1. Вычисление детерминанта матрицы Q

det {Qmj} = det

{
δmj
σ2
− βJεmj

}
. (5.98)

Заметим, что эта задача вычисления детерминанта N -го порядка (т.е.,
порядка числа частиц в системе) на первый взгляд кажется довольно
сложной.

2. Вычисление квадратичной формы

H†Q−1H, (5.99)

для выполнения которого следует обратить матрицу Q.

5.5.1 Вычисление детерминанта матрицы Q

Заметим, что матрицаQ вещественна и симметрична Qmj = Qjm. Следо-
вательно, существует ортогональное преобразование, приводящее эту мат-
рицу к диагональной форме. Поскольку при ортогональном преобразовании
детерминант матрицы не изменяется, то

detQ =
N∏
m=1

λm, (5.100)

где λm — собственные значения матрицы Q.
Для нахождения спектра матрицы Q составим задачу на собственные

значения
Q · u = λu, (5.101)

где u – вектор-столбец с элементами u1, u2, . . . , uN . В координатной записи
это уравнение выглядит так:

N∑
j=1

Qmjuj = λum. (5.102)

‡Здесь предполагается, конечно, что квадратичная форма S†QS положительно определена.
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5.5.2 Одномерный случай

Рассмотрим вначале решение задачи (5.102) на собственные значения
в простейшем возможном случае D = 1. Используя соотношения (5.92)
и (5.94), приведём уравнение (5.102) к виду

1

σ2
um − βJ

N∑
j=1

εmjuj = λum, m = 1÷N. (5.103)

Замкнём цепочку спинов по аналогии с тем, как это было выполнено при
решении одномерной модели Изинга. Это означает, что вектор S становится
бесконечномерным, однако из всего бесконечного числа его составляющих
(· · · , s−1, s0, s1, · · · ) независимых переменных имеется ровно N из-за усло-
вия цикличности

sm+N = sm, m = · · · ,−1, 0, 1, · · · . (5.104)

В результате конечная система уравнений трансформируется в бесконеч-
ную систему уравнений:

1

σ2
um − βJ

+∞∑
j=−∞

εmjuj = λum, m = · · · ,−1, 0, 1, · · · . (5.105)

Задача 38. Показать, что при D = 1 матрица Q имеет вид

Q =



· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · −βJ 1

σ2
−βJ 0 0 0 0 · · ·

· · · 0 −βJ 1

σ2
−βJ 0 0 0 · · ·

· · · 0 0 −βJ 1

σ2
−βJ 0 0 · · ·

· · · 0 0 0 −βJ 1

σ2
−βJ 0 · · ·

· · · 0 0 0 0 −βJ 1

σ2
−βJ · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


(5.106)

Обратить внимание на структуру этой бесконечной матрицы: все эле-

менты главной диагонали равны
(

1

σ2

)
, все элементы ближайших двух

диагоналей равны (−βJ). Все остальные элементы матрицы равны нулю.
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Ищем решение системы уравнений (5.105) в виде

um = exp (ikm) , (5.107)

где k – параметр, подлежащий определению, i – мнимая единица.§

Подставим (5.107) в (5.105) и получим:

1

σ2
eikm − βJ

+∞∑
j=−∞

εmje
ikj = λeikm. (5.109)

Разделив обе части этого уравнения на eikm 6= 0 и приняв во внимание
соотношение (5.94), найдём собственное значение матрицы Q:

λ(k) =
1

σ2
− 2βJ cos k, (5.110)

соответствующее собственному вектору (5.107). Теперь учтём условие цик-
личности (5.104), из которого следует, что

eikN = 1. (5.111)

Отсюда получается “квантование” параметра k:

k =
2π

N
n, (5.112)

где n ∈ Z, Z– множество целых чисел. На самом деле, конечно, из множе-
ства Z нужно выбрать N последовательных элементов: (1, 2, · · · , N) или(
−
{
N
2

}
,−
{
N
2

}
+ 1, · · · , 0, · · · ,+

{
N
2

}
− 1
)
, дабы не повторять одни и те

же собственные векторы матрицы Q многократно.
Теперь есть всё необходимое для вычисления детерминанта матрицы Q.

Подставим выражение (5.110) в (5.100):

detQ =
∏
k

[
1

σ2
− 2βJ cos k

]
(5.113)

и учтём, что реально нас интересует случай N →∞. Окончательно найдём:

ln detQ =
N

2π

+π∫
−π

ln

[
1

σ2
− 2βJ cos k

]
dk. (5.114)

§Поясним выбор решения именно в таком виде. Главная матрица системы уравнений (5.105) Qmj

зависит только от разности индексов m− j, что приводит к экспоненциальной зависимости решения от
индекса

um ∝ eγm. (5.108)

Условие цикличности (5.104) может быть выполнено лишь в том случае, если γ является чисто мнимой
величиной, т.е. γ = ik.
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Задача 39. Выполнить подробные вычисления, приводящие форму-
лу (5.113) к (5.114) Использовать формулу

∑
k∈[−π,+π]

φ(k) = N

+π∫
−π

dk

2π
φ(k), (5.115)

связывающую суммирование по k, удовлетворяющему условию “кванто-
вания” (5.112), с интегралом по k в пределах первой зоны Бриллюэна;
φ(k) – произвольная интегрируемая функция.

5.5.3 d-мерный случай

В случае d-мерной простой кубической решётки вместо числа k, нуме-
рующего собственные значения матрицы Q в уравнении (5.101), появляет-
ся d-компонентный вектор ~k, каждая из компонент которого “квантуется”
в соответствии с правилом (5.112). Соответственно, собственные значения
матрицы Q в этом случае имеют вид

λ(~k) =
1

σ2
− 2βJ (cos k1 + cos k2 + · · ·+ cos kd) , (5.116)

где через kj обозначены компоненты вектора ~k.

Задача 40. Показать, что для простой кубической d-мерной решётки
собственные значения матрицы Q имеют вид (5.116).

Задача 41. Показать, что для трёхмерной кубической объёмноцентри-
рованной решётки собственные значения матрицы Q имеют вид:

λ(~k) =
1

σ2
− 2βJ (cos k1 · cos k2 · cos k3) . (5.117)

Задача 42. Найти собственные значения матрицы Q для трёхмерной
кубической гранецентрированной решётки.
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Задача 43. Показать, что в d-мерном случае формула (5.115) преоб-
разуется к виду:

∑
(~k | kl∈[−π,+π])

φ(~k) = N

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

(
d∏
l=1

dkl
2π

)
φ(~k). (5.118)

Итак, задачу вычисления детерминанта матрицы Q можно считать ре-
шённой. В частности, для простой кубической d-мерной решётки результат
имеет вид:

ln detQ = N

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
1

σ2
− 2βJ

d∑
l=1

cos kl

]
. (5.119)

5.5.4 Обращение матрицы Q

Ранее было отмечено, что матрица Q зависит только от разности своих
аргументов:

Qmj = Q(~Rm − ~Rj), (5.120)

где ~Rm, ~Rj – радиус-векторыm-го и j-го узлов решётки. Поэтому элементы
матрицы Q можно представить в виде интегралов

Qmj =

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
exp

{
i~k ·

(
~Rm − ~Rj

)}
λ(~k). (5.121)

Задача 44. Подставить в эту формулу выражение (5.116) и убедиться,
что в этом случае Qmj отлично от нуля только для ближайших соседей.

Поскольку матрица Q в ~k-представлении диагональна, то элементы об-
ратной матрицы

(
Q−1

)
mj

могут быть представлены в виде обратного пре-

образования Фурье функции
[
λ(~k)

]−1

:

[
Q−1

]
mj

=

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
exp

{
i~k ·

(
~Rm − ~Rj

)} 1

λ(~k)
. (5.122)
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Задача 45. Выполнить непосредственную проверку этого утверждения.

В частности, для d-мерной простой кубической решётки имеем:

[
Q−1

]
mj

= σ2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
exp

{
i~k ·

(
~Rm − ~Rj

)}
1− 2βσ2J

(
d∑
l=1

cos kl

) . (5.123)

Теперь у нас есть всё необходимое для вычисления статистической суммы
в гауссовой модели. Ограничим дальнейшее рассмотрение простой кубиче-
ской решёткой в пространстве d измерений.

5.5.5 Термодинамика гауссовой модели в окрестности критиче-
ской точки

Подставим (5.119) и (5.123) в (5.97):

lnZ = −N
2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
1− 2βσ2J

d∑
l=1

cos kl

]

+
(hβσ)2

2

N∑
m,j=1

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
exp

{
i~k ·

(
~Rm − ~Rj

)}
1− 2βσ2J

(
d∑
l=1

cos kl

) . (5.124)

Второе слагаемое в этой формуле можно существенно упростить. Вначале
выполним суммирования по узлам решётки. При N → ∞ имеем асимпто-
тическое равенство:

1

N

N∑
m=1

exp
{
i
(
~k · ~Rm

)}
� δ~k,~0. (5.125)

Задача 46. Доказать эту формулу.

Перейдём во втором слагаемом в формуле (5.124) от интегрирования по
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~k к суммированию по правилу (5.118) и найдём:

lnZ = −N
2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
1− 2βσ2J

d∑
l=1

cos kl

]

+
N(hβσ)2

2(1− 2dβσ2J)
.

(5.126)

Отсюда найдём выражение для удельной свободной энергии d-мерной про-
стой кубической решётки

f = F/N =
1

2β

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
1− 2βσ2J

d∑
l=1

cos kl

]

− (hβσ)2

2β(1− 2dβσ2J)
.

(5.127)

Удельная свободная энергия, согласно этому выражению, состоит из двух
частей: первое слагаемое в правой части обусловлено исключительно вза-
имодействиями частиц между собой, а второе — обусловлено взаимодей-
ствием частиц с внешним полем h. При этом второе слагаемое зависит и
от обменного интеграла J , характеризующего взаимодействие между спи-
нами.

Задача 47. Второе слагаемое в (5.127) пропорционально квадрату
внешнего поля. Дать физическую интерпретацию этой “странности”.

Для анализа термодинамических свойств гауссовой модели в отсутствие
внешнего поля наиболее удобно использовать выражение (5.126) при h = 0:

lnZ = −N
2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
1− 2βσ2J

d∑
l=1

cos kl

]
. (5.128)

Воспользуемся элементарной формулой для вычисления удельной теплоём-
кости

C =
∂E

∂T
= β2 ∂

2 lnZ

∂β2
. (5.129)
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Задача 48. Доказать эту формулу, воспользовавшись соотношением
для вычисления среднего значения энергии в каноническом ансамбле

E = −∂ lnZ

∂β
. (5.130)

Подставим (5.128) в (5.129):

C =
Nβ2

2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

] [
2σ2J

d∑
l=1

cos kl

]2

[
1− 2βσ2J

d∑
l=1

cos kl

]2 . (5.131)

Поскольку интегрирование здесь осуществляется в конечных пределах,
то сингулярное поведение теплоёмкости возможно лишь в том случае, если
при какой-либо температуре знаменатель подынтегральной функции при
каких-либо значениях k будет устремляться к нулю. При высоких темпера-
турах величина β = 1/T стремится к нулю и C не имеет сингулярностей.

Критическая температура Tc определяется из условия обращения в нуль
наименьшего по k значения знаменателя в (5.131)

min
k

[
1− 2βσ2J

d∑
l=1

cos kl

]
=
[
1− 2dβσ2J

]
= 0. (5.132)

Отсюда найдём связь между параметрами модели J, σ, d и критической тем-
пературой Tc

Tc = 2dσ2J. (5.133)
Рассмотрим поведение теплоёмкости в окрестности критической темпе-

ратуры
0 < T − Tc � Tc. (5.134)

В этом случае доминирующий вклад в интеграл по k в (5.131) дают малые
значения |kl| � 1. Разлагая косинусы в окрестности нуля с точностью до
квадратичных членов и выделяя главные члены, найдём:

C ≈ N

2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
1[

T − Tc
Tc

+
1

2d

d∑
l=1

k2
l

]2 . (5.135)
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Остаётся перейти к d-мерным сферическим координатам в пространстве
переменных k1, . . . , kd

C ≈ γd
N

2

Λ∫
0

kd−1[
µ2 + k2

]2 dk, (5.136)

где µ2 = (T − Tc)/Tc, γd — константа, зависящая от размерности простран-
ства, Λ — некоторая несущественная константа.

Задача 49. Показать, что при T → Tc + 0 этот интеграл расходится,
если d < 4 и сходится, если d > 4.

Задача 50. Показать, что при µ2 → +0 главный член интеграла (5.136)
имеет вид

Λ∫
0

kd−1[
µ2 + k2

]2 dk ∼ Aµd−4, (5.137)

где A — некоторая константа.
Заметим, что теплоёмкость системы связана со средним значением квад-

рата флуктуаций энергии в каноническом ансамбле соотношением

T 2C = (δE)2, (5.138)

поэтому сингулярность теплоёмкости означает наличие сильно развитых
флуктуаций энергии в системе.

Задача 51. Вывести соотношение (5.138) и дать ему физическую ин-
терпретацию.

5.6 Сферическая модель Берлина-Каца

Сферическая модель была предложена в работе Берлина и Каца [57] в
1952 г. Эта модель вполне аналогична модели Изинга на произвольной про-
странственной решётке произвольной размерности с тем отличием лишь,
что вместо условия si = ±1 (s2

i = 1) накладывается несравненно более
слабое условие:

N∑
i=1

s2
i = N. (5.139)
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В остальном значения спинов остаются совершенно произвольными. Таким
образом, каждая из спиновых переменных пробегает непрерывный ряд зна-
чений, ограниченный единственным условием (5.139).

5.6.1 Статистическая сумма сферической модели

Статистическая сумма для сферической модели определяется соотноше-
нием:

Z =

+∞∫
−∞

· · ·
+∞∫
−∞

ds1 · · · dsN δ

(
N∑
i=1

s2
i −N

)
,

× exp

{
A
∑
<i,j>

si sj + h
N∑
i=1

si

} (5.140)

здесь символ
∑
<i,j>

обозначает суммирование по всем парам ближайших со-

седей решётки, h = βH,H — однородное внешнее поле, дельта-функция под
знаком интеграла позволяет автоматически учесть условие (5.139), A = βJ ,
J – обменный интеграл.

Воспользуемся интегральным представлением дельта-функции:

δ(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

eisxds, (5.141)

и преобразуем выражение (5.140) к виду:

Z =
1

2π

+∞∫
−∞

· · ·
+∞∫
−∞

ds1 · · · dsN

+∞∫
−∞

ds

× exp

{
A
∑
<i,j>

si sj + h
N∑
i=1

si + (α + is)N − (α + is)
N∑
i=1

s2
i

}
.

(5.142)

Здесь в подынтегральной функции в (5.140) был введён множитель

exp

(
αN − α

∑
i

s2
i

)
, (5.143)

который из-за дельта-функции равен единице: этот множитель окажется
весьма полезным в дальнейших преобразованиях.
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Экспонента в подынтегральной функции (5.143) содержит квадратич-

ную форму S†QS =
N∑

j,k=1

sjQjksk = (α + i s)
∑
j

s2
j − A

∑
<j,k>

sjsk и линейную

форму H†S = h
N∑
i=1

si от спиновых переменных si. Здесь S — матрица-

столбец с элементами sj,H – матрица-столбец, все элементы которой равны
h, символ † указывает на транспонирование соответствующей матрицы.

В этих компактных обозначениях статистическая сумма выглядит сле-
дующим образом:

Z =
1

2π

+∞∫
−∞

· · ·
+∞∫
−∞

ds1 · · · dsN

×
+∞∫
−∞

ds exp
(
−S†QS + H†S + (α + i s)N

)
.

(5.144)

Положим произвольный параметр α достаточно большим, дабы обес-
печить положительность вещественных частей всех собственных значений
матрицы Q. Это даёт основание изменить порядок интегрирования в вы-
ражении (5.142): вначале проинтегрируем по всем переменным sj, и лишь
затем – по s. Внутренний интеграл по переменным sj является гауссовым
интегралом и вычисляется с помощью замены переменных, исключающей
линейную форму в экспоненте:

T = S− 1

2
Q−1H (5.145)

и последующего ортогонального преобразования в пространстве перемен-
ных t1, . . . , tN , приводящего матрицуQ к диагональному виду (подробности
можно найти в предыдущем разделе, содержащем гауссову модель). В итоге
найдём:

Z =
π
N
2 −1

2

+∞∫
−∞

ds

{detQ}
1
2

exp

[
(α + i s)N +

1

4
H†Q−1H

]
. (5.146)

Таким образом, проблема вычисления статистической суммы для сфе-
рической модели сведена к двум относительно несложным задачам:
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1. Вычисление детерминанта матрицы Q и обращения этой матрицы. С
этой задачей мы имели дело в связи с гауссовой моделью в предыдущем
разделе.

2. Асимптотическое вычисление однократного интеграла (5.146) по пере-
менной s.

Матрица Q, содержащаяся в выражении (5.146), зависит от типа решётки,
в узлах которой расположены спины, и от параметра s. Ограничимся рас-
смотрением простой кубической решётки в пространстве d измерений. Дей-
ствуя точно так же, как и в случае гауссовой модели (см. формулу (5.119)),
найдём:

ln detQ = N

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
(α + is)− A

d∑
l=1

cos kl

]
. (5.147)

Задача 52. Вычислить собственные значения матрицы Q и вывести
формулу (5.147). Показать, что необходимое и достаточное условие по-
ложительности вещественных частей всех собственных значений матри-
цы Q имеет вид

α− Ad > 0. (5.148)

Преобразуем формулу (5.147) к виду

ln detQ = N [lnA+ g(z)] , (5.149)

где

z =
α + is− Ad

A
(5.150)

и

g(z) =

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
ln

[
z + d−

d∑
l=1

cos kl

]
. (5.151)

Задача 53. Найти матрицу Q−1.

Вычислим теперь слагаемое H†Q−1H, содержащееся по знаком экспо-
ненты интеграла (5.146):

H†Q−1H =
Nh2

Az
(5.152)
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и подставим результат в (5.146):

Z =
1

2i

(π
A

)N
2 −1

c+i∞∫
c−i∞

exp [Nϕ(z)] dz, (5.153)

где

ϕ(z) = A(z + d)− 1

2
g(z) +

h2

4Az
, (5.154)

c = (α− Ad)/A > 0.
Интеграл (5.153) нужно вычислить при условии больших N . Асимптоти-

ческое вычисление естественно выполнить методом наискорейшего спуска.
Выполним анализ функции ϕ(z) для вещественных положительных z. При
положительном значении параметра A и отличном от нуля внешнем поле h
имеем

lim
z→+0

ϕ(z) = +∞, lim
z→+∞

ϕ(z) = +∞. (5.155)

Поэтому, при вещественных z функция ϕ(z) на промежутке (+0,+∞) име-
ет по меньшей мере один минимум.

Задача 54. Проверить соотношения (5.155).

Найдём вторую производную функции ϕ(z):

ϕ′′(z) =
1

2

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
1[

z + d−
d∑
l=1

cos kl

]2 +
h2

2Az3
. (5.156)

Нетрудно убедиться, что при всех z > 0 вторая производная ϕ′′(z) поло-
жительна, поэтому на указанном промежутке функция ϕ(z) имеет один-
единственный минимум. Положим, что этот минимум достигается в неко-
торой точке z0 > 0.

Заметим, что функция ϕ(z) аналитична в полуплоскости Re z > 0, по-
этому при всех c > 0 интеграл в правой части (5.153) не зависит от c, т.е.,
c можно положить равным любому положительному числу. Положим

c = z0. (5.157)

Поскольку функция ϕ(z) вдоль пути Im z = 0, Re z > 0 в точке z0 имеет
минимум, то вдоль пути интегрирования от z0 − i∞ до z0 + i∞ в этой
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же точке имеет максимум. При N → ∞ основной вклад в интеграл даёт
окрестность точки z0, определяемой из условия ϕ′(z0) = 0, откуда

A− h2

4Az2
0

− 1

2
g′(z0) = 0. (5.158)

Вычислив асимптотическое значение интеграла (5.153) приN →∞, найдём
свободную энергию в расчёте на один узел:

f = −T lim
N→∞

lnZ

N
= −T

[
1

2
ln
(π
A

)
+ ϕ(z0)

]
. (5.159)

Задача 55. Выполнить промежуточные вычисления от (5.153)
до (5.159).

Поскольку уравнение (5.158) имеет единственный корень, то система
уравнений (5.154), (5.158), (5.159) определяет свободную энергию f как
функцию от A и h при условии, что A > 0 и h 6= 0. Таким образом, исследо-
вание термодинамики сферической модели с учётом внешнего поля сведена
к сравнительно несложной задаче, которой мы и займёмся в последующих
разделах.

5.6.2 Уравнение состояния

Продифференцируем соотношение (5.159) по внешнему полю h с учётом
определения (5.154) функции ϕ(z), а также принимая во внимание зависи-
мость положения точки z0 от h:

df

dh
= −T

[
h

2Az
+ ϕ′(z0)

dz0

dh

]
. (5.160)

Поскольку согласно (5.158) ϕ′(z0) и намагниченность M на один узел опре-
деляется соотношением

M =
1

N

d lnZ

dh
, (5.161)

то
M =

h

2Az0
=

H

2Jz0
, (5.162)

где H — внешнее поле, а J — обменный интеграл. Исключим теперь z0 из
уравнений (5.162) и (5.158) и получим точное уравнение состояния сфери-
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ческой модели, связывающее между собой M, H, T :

2J(1−M 2)− Tg ′
(

H

2JM

)
= 0. (5.163)

Полезно вычислить и внутреннюю энергию u системы в расчёте на один
спин, которая определяется соотношением

u = − 1

N

(
∂ lnZ

∂β

)
. (5.164)

Учитывая, что ϕ′(z0) = 0, найдём

u =
1

2
T − J(z0 + d)− H2

4Jz0
. (5.165)

Наконец, исключим z0 с помощью (5.162) и получим точную связь между
внутренней энергией и намагниченностью

u =
1

2
T − Jd− H

2

(
M−1 +M

)
. (5.166)

5.6.3 Упрощение уравнения состояния

К сожалению, уравнение состояние сферической модели в форме (5.163)
весьма неудобно для анализа, что обусловлено наличием в этом уравнении
производной от функции g(z), определённой соотношением (5.151). Упро-
щение уравнения состояния начнём с преобразования функции

g′(z) =

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

]
1[

z + d−
d∑
l=1

cos kl

] . (5.167)

Воспользуемся тождеством

1

λ
=

+∞∫
0

e−λtdt, (Re λ > 0), (5.168)

которое в применении к подынтегральной функции (5.167) даёт

g′(z) =

+π∫
−π

· · ·
+π∫
−π

[
d∏
l=1

dkl
2π

] +∞∫
0

dt exp

[
−t

(
z + d−

d∑
l=1

cos kl

)]
. (5.169)
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Этот интеграл при Re z > 0 сходится, поэтому можно изменить порядок
интегрирования. Интегралы по переменным kl идентичны и выражаются
через функции Бесселя нулевого порядка чисто мнимого аргумента (или
модифицированную функцию Бесселя I0(t))

1

2π

π∫
−π

e±t cos kl dkl = J0(it) = I0(t). (5.170)

Подставим (5.170) в (5.169) и получим интегральное представление для
функции g′(z):

g′(z) =

+∞∫
0

dt e−t(z+d) [I0(t)]
d . (5.171)

Это представление несравненно удобнее для анализа функции g′(z), чем
выражение (5.167).

Задача 56. Используя асимптотическое разложение функции Бесселя
I0(t) для больших t

I0(t) ≈
et√
2πt

, (5.172)

доказать сходимость интеграла (5.171) при условии Re z > 0.

Исследуем на сходимость интеграл в правой части (5.171) при z = 0.
Сходимость (или расходимость) этого интеграла определяется асимптоти-
кой подынтегральной функции при больших t

e−td [I0(t)]
d ≈ 1

(2πt)d/2
, (5.173)

откуда следует расходимость g′(0) при 0 < d ≤ 2 и конечность этой вели-
чины при d > 2.

Таким образом, после проделанных упрощений уравнение состояния сфе-
рической модели можно представить в форме

2J(1−M 2)− Tg ′
(

H

2JM

)
= 0, (5.174)

где

g′(z) =

+∞∫
0

dt e−t(z+d) [I0(t)]
d . (5.175)
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Анализ уравнения состояния показывает, что в сферической модели фазо-
вый переход имеет место при размерности пространства d, большей двух,
причём в отличие от среднеполевых теорий критические показатели су-
щественно зависят от размерности пространства. Подробный анализ урав-
нения состояния может быть найден в работах [6, 80, 88, 46].

5.6.4 Резюме

В данном разделе были рассмотрены несколько точно решённых решё-
точных моделей конденсированных систем. К сожалению, все известные в
настоящее время точно решённые модели статистической физики имеют
весьма существенный недостаток: все они безмерно далеки от реальности.
Тем не менее, эти модели могут быть полезны в качестве “пробного кам-
ня” для разработки эффективных приближённых методов, для которых не
существует априорных оценок степени их погрешности.

Наконец, сами по себе решёточные модели послужили источником новых
красивых математических задач, и возникшая на их базе новая математика,
несомненно, со временем найдёт обширные и плодотворные применения.
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Глава 6

Метод ренормгруппы: принципы и
простейшие применения

Основы метода ренормализационной группы (РГ) применительно к за-
дачам статистической физики были заложены К. Вильсоном [106] в начале
1970-х годов∗. Основная идея метода заключается в последовательном со-
кращении описания макроскопической системы с целью учёта крупномас-
штабных флуктуаций в окрестности критической точки с помощью мас-
штабных преобразований.

6.1 РГ исследование одномерной модели Изинга

Основные идеи метода РГ могут быть хорошо представлены на одно-
мерной модели Изинга, точное решение которой уже рассмотрено нами в
предыдущей главе.

В отсутствие внешнего поля статистическая сумма этой модели задаётся
выражением

Z(A,N) =
∑

s1,s2,...,sN=±1

exp [A (s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s5 + s5s6 + . . .)] , (6.1)

где A = βJ , J – обменный интеграл, β – обратная температура.
Первый шаг состоит в исключении конечной доли степеней свободы

путём усреднения по этим степеням свободы. Для этого представим стат-
сумму (6.1) в форме

Z(A,N) =
∑

s1,s2,...,sN=±1

exp [A (s1s2 + s2s3)] exp [A (s3s4 + s4s5)] · · · . (6.2)

∗Лекции Вильсона по методу РГ по “горячим следам” опубликованы на английском и русском язы-
ках [10].
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Выполним суммирование по всем спинам с чётными номерами, т.е. в первой
экспоненте выполним суммирование по s2, во второй – по s4 и т.д. В итоге
найдём

Z(A,N) =
∑

s1,s3,s5,...
{exp [A (s1 + s3)] + exp [−A (s1 + s3)]}

×{exp [A (s3 + s5)] + exp [−A (s3 + s5)]} · · · .
(6.3)

Таким образом, все степени свободы с чётными номерами устранены.
Второй шаг – преобразовать выражение (6.3) к форме, подобной (6.1),

но с вдвое меньшим числом спинов (т.е. N/2 спинов) и другой констан-
той связи A (или другой температурой). Если такое изменение масштабов
возможно, то можно будет получить рекуррентные соотношения для стати-
стической суммы. Итак, мы ищем функцию f(A) и новую константу связи
A′, которые удовлетворяют соотношению

eA(s+s′) + e−A(s+s′) = f(A)eA
′ss′. (6.4)

Конечно, при произвольных s, s′ такое преобразование не существует, од-
нако нам требуется существование этого преобразования только при s, s′ =
±1. Подставляя в (6.4) указанные значения спиновых переменных, получим
четыре уравнения относительно f(A) и A′. Из этих уравнений независимых
только два: {

e2A + e−2A = f(A)eA
′
,

2 = f(A)e−A
′
.

(6.5)

Решение этой системы уравнений вполне тривиально и имеет вид:{
A′ = 1

2 ln cosh(2A),

f(A) = 2
√

cosh(2A).
(6.6)

В результате мы имеем искомое рекуррентное соотношение для статисти-
ческой суммы:

Z(A,N) =
∑
s1,s3,...

f(A)eK
′s1s3f(A)eK

′s3s5 . . . = [f(A)]
N
2 Z

(
A′,

N

2

)
. (6.7)

Это преобразование называется преобразованием Каданова†.
Логарифм статистической суммы в термодинамическом пределе явля-

ется экстенсивной величиной, поэтому целесообразно ввести интенсивную
†Феноменологические идеи этого преобразования были сформулированы Л. Кадановым в 1960-х

годах. Современное состояние проблемы можно найти в превосходном учебнике Каданова [82].

136



(т.е., не зависящую от размеров системы) переменную g(A) согласно опре-
делению

g(A) =
1

N
lnZ(A,N). (6.8)

Логарифмируя обе части рекуррентного соотношения (6.7) и используя вы-
ражение (6.6) для f(A), найдём

g(A′) = 2g(A)− ln
(

2
√

cosh [2A]
)
. (6.9)

Уравнения (6.9) и (6.6) называются уравнениями ренормгруппы. Эти
уравнения описывают преобразования, которые обладают групповым свой-
ством. При известной статистической сумме для некоего значения A может
быть воссоздана статистическая сумма для других значений A посредством
рекуррентных уравнений или перенормировки.

Задача 57. Показать, что “новая” константа связи A′, получаемая из
первого соотношения (6.6), меньше “старой” константы связи A, т.е.,
A′ < A.

Задача 58. Вывести систему уравнений, обратную по отношению к
системе (6.9) и (6.6). Исходя из полученной системы уравнений показать,
что A > A′.

Задача 59. Показать, что отображение A′ = (1/2) ln cosh(2A) имеет
только две неподвижные точки A1 = 0 и A2 = ∞. Эти две точки назы-
вают тривиальными неподвижными точками. Исследовать каждую из
этих точек на устойчивость.

6.2 РГ анализ двумерной модели Изинга

Рассмотрим систему, в которой имеет место фазовый переход – двумер-
ную модель Изинга на квадратной решётке.

Первый шаг – просуммировать по части всех спиновых переменных.
Один из вариантов выбора этой части переменных представлен на рисунке
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в виде светлых кружков:

· · ·

...
• ◦ •1 ◦ •
◦ •2 ◦5 •4 ◦
•7 ◦6 •3 ◦ •
◦ •8 ◦ • ◦
• ◦ • ◦ •

...

· · ·

∑
s5,s6,...

...

−→ · · ·

...
• •1 •
•2 •4

•7 •3 •
•8 •

• • •
...

· · · (6.10)

Тёмными кружками отмечены спиновые переменные, по которым сумми-
рование пока не выполнено.

Преобразуем выражение для статистической суммы:

Z(A,N) =
∑
s1,s2,...

· · · exp [As5 (s1 + s2 + s3 + s4)]

× exp [As6 (s2 + s3 + s7 + s8)] · · · .
(6.11)

После суммирования по s5, s6, . . . получим

Z =
∑

остаток от si

· · · {exp [A(s1 + s2 + s3 + s4)]

+ exp [−A(s1 + s2 + s3 + s4)]}
×{exp [A(s2 + s7 + s8 + s3)] + exp [−A(s2 + s7 + s8 + s3)]} · · · .

(6.12)

Как и в одномерной модели Изинга, нам хотелось бы найти преобразова-
ние Каданова, которое приводит эту отчасти отсуммированную статисти-
ческую сумму к первоначальному неотсуммированному виду. Конечно, нет
и быть не может уверенности в том, что такое преобразование существует.

Итак, попытаемся найти преобразование Каданова в форме

{exp [A(s1 + s2 + s3 + s4)] + exp [−A(s1 + s2 + s3 + s4)]}
?!
= f(A) exp [A′(s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)]

(6.13)

и потребуем, чтобы это соотношение выполнялось для всех значений спи-
новых переменных s1, s2, s3, s4 = ±1. Имеется всего четыре существенно
различных варианта:

(1) : s1 = s2 = s3 = s4 = ±1;
(2) : s1 = s2 = s3 = −s4 = ±1;
(3) : s1 = s2 = −s3 = −s4 = ±1;
(4) : s1 = −s2 = s3 = −s4 = ±1,

(6.14)
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которые приводят к системе четырёх уравнений с двумя неизвестными
f(A) и A′. К сожалению, эта система уравнений несовместна.

Видимо, простейший путь к исправлению ситуации состоит в модифи-
кации уравнения (6.13) с увеличением числа неизвестных:

{exp [A(s1 + s2 + s3 + s4)] + exp [−A(s1 + s2 + s3 + s4)]}
= f(A) exp [(1/2)A1(s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)]

× exp [A2(s1s3 + s2s4) + A3s1s2s3s4].
(6.15)

Подставляя (6.14) в (6.15), получим систему уравнений
2 cosh 4A = f(A) exp [2A1 + 2A2 + A3] ;

2 cosh(2A) = f(A) exp [−A3] ;
2 = f(A) exp [−2A2 + A3] ;
2 = f(A) exp [−2A1 + 2A2 + A3] ,

(6.16)

содержащую четыре неизвестных (A1, A2, A3 и f(A)). Логарифмируя ле-
вые и правые части каждого из уравнений, получим систему линейных ал-
гебраических уравнений относительно A1, A2, A3 и ln f(A), которая имеет
решение 

A1 = (1/4) ln cosh(4A);
A2 = (1/8) ln cosh(4A);
A3 = (1/8) ln cosh(4A)− (1/2) ln cosh(2A);

f(A) = 2 {cosh(2A)}1/2 {cosh(4A)}1/8 .

(6.17)

Задача 60. Показать, что решение системы уравнений (6.16) имеет
вид (6.17).

Подставим соотношение (6.15) в выражение для статистической суммы
и найдём:

Z(A,N) = [f(A)]N/2
∑

остаток si
· · · exp

[
1
2A1(s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)

]
× exp [A2(s1s3 + s2s4) + A3(s1s2s3s4)]
× exp

[
1
2A1(s2s7 + s7s8 + s8s3 + s3s2)

]
× exp [A2(s2s8 + s7s3) + A3(s2s7s8s3)].

(6.18)
Заметим, что в этом выражении каждая пара ближайших соседей встреча-
ется дважды. В частности, в выписанных здесь явно членах дважды встре-
чаются пары s2s3: первый раз при суммировании по s5, второй раз — при
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суммировании по s6. В то же время пары, состоящие из следующих за бли-
жайшими соседями (т.е. пары из вторых координационных сфер, к примеру,
s1s3) встречаются лишь по одному разу. Таким образом, мы имеем:

Z(A,N) =
∑

N спинов

exp

[
A
∑
ij

′
sisj

]
= [f(A)]N/2

×
∑

N/2 спинов

exp

[
A1

∑
ij

′
sisj + A2

∑
lm

′′
slsm + A3

∑
pqrt

′′′
spsqsrst

]
,

(6.19)

где двойной штрих означает суммирование по второй координационной
сфере решётки с N/2 спинами, в тройной штрих соответствует суммиро-
ванию по всем четвёркам спинов вокруг всех N/2 исключённых узлов.

Подведём итоги этого преобразования. После исключения половины сте-
пеней свободы исходной решётки и перехода к новой решётке с оставшимися
степенями свободы произошло существенное усложнение взаимодействия за
счёт членов с A2 и A3. Такого сорта усложнение — совершенно обычная си-
туация для систем с нетривиальным взаимодействием. Из-за усложнения
взаимодействия уравнение (6.19) не имеет формы, допускающей точные
ренормализационные вычисления, поэтому нам придётся ввести некоторые
приближения.

Для начала попробуем ввести наипростейшее приближение, попросту
пренебрегая слагаемыми, содержащими A2 и A3. Это даёт

Z(A,N) ≈ [f(A)]N/2 Z(A1, N/2), A1 =
1

2
ln cosh(4A). (6.20)

Задача 61. Показать, что пренебрежение величинами A2 и A3 не поз-
воляет обнаружить фазовый переход в системе.

Для получения удовлетворительного результата следует сохранить хотя
бы A2. Мы выполним это в приближении среднего поля, которое позволяет
учесть взаимодействие не ближайших соседей:

A1

∑
ij

′
sisj + A2

∑
lm

′′
slsm ≈ A′(A1, A2)

∑
ij

′
sisj. (6.21)

Это приближение приводит к следующему результату:

Z(A,N) = [f(A)]N/2 Z [A′(A1, A2), N/2] . (6.22)
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Положим g(A) =
lnZ(A,N)

N
и получим

g(A) =
1

2
ln f(A) +

1

2
g(A′), (6.23)

или
g(A′) = 2g(A)− ln

{
2 [cosh(2A)]1/2 [cosh(4A)]1/8

}
. (6.24)

Задача 62. Вывести формулы (6.23) и (6.24).

Выполним оценки величин A′. Для этого из всех возможных конфигу-
раций рассмотрим ту, когда все спины одинаковы. Поскольку в решётке,
состоящей из N/2 спинов, общее число связей равно N , то

A1

∑
ij

′
sisj = N A1. (6.25)

Далее, поскольку число связей со вторыми соседями у каждого из N/2
спинов равно четырём, то нетрудно получить для конфигурации с “парал-
лельными” спинами

A2

∑
lm

′′
slsm = N A2. (6.26)

Задача 63. Выполнить детальный вывод формул (6.25) и (6.26).

Задача 64. Будет ли справедливо соотношение (6.25), если знаки спи-
нов в соседних узлах противоположны? Будет ли справедливо соотноше-
ние (6.26), если знаки спинов у вторых соседей противоположны?

Подставляя соотношения (6.25) и (6.26) в (6.21), получим оценку A′:

A′ ≈ A1 + A2. (6.27)

Используем, наконец, выражения (6.17) для A1, A2 и найдём окончательно

A′ =
3

8
ln cosh(4A). (6.28)

Это отображение имеет нетривиальную неподвижную точку, т.е. существу-
ет некоторое конечное число Ac, определяемое из уравнения

Ac =
3

8
ln cosh(4Ac). (6.29)
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Задача 65. Найти приближённое значение корня уравнения (6.29)

Ac ≈ 0.50698. (6.30)

Величина Ac = J/Tc определяет критическую температуру. Точное со-
отношение между обменным интегралом J и критической температурой Tc
для двумерной модели Изинга было установлено Крамерсом и Ваннье в
1941 году [84], за три года до точного решения этой модели Онзагером.

Aexact =
1

2
ln(1 +

√
2) = 0, 44068 . . . . (6.31)

Отметим, что ренормгрупповое и точное значения оказались довольно близ-
ки между собой.

6.3 Резюме

Метод ренормгруппы в настоящее время широко используется в кван-
товой теории поля и статистической физике. В данном разделе разобраны
две простейшие модели (одно- и двумерная модели Изинга), которые ил-
люстрируют метод ренормгруппы. Изложение материала основывается на
работах Каданова [85] и Вильсона [10]. С современным состоянием теории
ренормгруппы можно ознакомиться по книгам [53, 78, 82, 35, 92, 9, 116].
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Глава 7

Феноменологические решёточные
модели

Одной из важнейших сфер приложений статистической механики явля-
ется материаловедение. К сожалению, современное состояние статистиче-
ской механики таково, что вычислить термодинамические функции систе-
мы, состоящей из ядер и электронов, из “первых принципов” не представ-
ляется возможным. Более того, пока не удаётся дать корректную оценку
погрешностей тех приближённых методов, которые применяются к заведо-
мо более простым задачам статистической физики. До сих пор не удалось
показать, что система взаимодействующих атомов при достаточно низких
температурах переходит в кристаллическое состояние. Это вынуждает ис-
пользовать феноменологические модели вещества, в которых используются
дополнительные предположения, степень обоснованности которых может
быть оценена только апостериори.

7.1 Решёточная модель бинарного твёрдого раствора

Одной из наиболее популярных моделей твёрдых растворов является так
называемая решёточная модель [29, 43, 50, 45]. В основе модели лежат два
предположения:

1. атомы раствора распределяются по узлам некоторой идеальной кри-
сталлической решётки;

2. конфигурационная энергия раствора имеет вид суммы парных взаи-
модействий атомов.
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Положим, что атомы двух типов A и B распределены по узлам некоторой
решётки. Введём две случайные функции c1(r) и c2(r):

c1(r) =

{
1, если в узле r находится атом типа A,
0, если в узле r находится атом типа B, (7.1)

c2(r) =

{
0, если в узле r находится атом типа A,
1, если в узле r находится атом типа B. (7.2)

Эти случайные функции связаны соотношением

c1(r) + c2(r) = 1, (7.3)

смысл которого очевиден: каждый узел занят каким-либо из атомов.
Гамильтониан бинарного раствора в данной модели представляется в

форме:

H =
1

2

2∑
i,j=1

∑
r, r′

Kij(r− r′)ci(r)cj(r
′), (7.4)

где через Kij(r− r′) обозначена потенциальная энергия взаимодействия
атомов i-го и j-го типов, находящихся в точках r, r′ соответственно.

Исключим c2(r) из (7.4) с помощью (7.3) и обозначим c1(r) через c(r). В
итоге найдём:

H = H0 +
1

2

∑
r, r′

K(r− r′) c(r) c(r′), (7.5)

где
K(r− r′) = K11(r− r′) +K22(r− r′)− 2K12(r− r′)− (7.6)

линейная комбинация межатомных потенциалов, часто (и не совсем точно)
называемая энергией смешения, а

H0 =
∑
r, r′

K12(r− r′)c(r) +
1

2

∑
r, r′

K22(r− r′) [1− 2c(r)] ∗. (7.7)

Задача 66. Проверить формулы (7.6) и (7.7).

∗здесь учтено, что Kij(r− r′) = Kij(r
′ − r) и использована возможность переобозначения немых

переменных r, r′.
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Задача 67. Доказать, что при фиксированном брутто-составе раствора
величина H0 является константой, не зависящей от распределения ком-
понентов в системе:

H0 = N1K̃12 +
1

2
(N − 2N1)K̃22, (7.8)

где K̃ij =
∑
r
Kij(r− r′) – не зависящие от r′ константы, N – полное

число атомов в системе, N1 – полное число атомов первого компонента.

ВыберемH0 в качестве начала отсчёта энергии. Тогда гамильтониан (7.5)
системы является квадратичным функционалом от c(r):

H =
1

2

∑
r, r′

K(r− r′) c(r) c(r′). (7.9)

7.1.1 Приближение среднего поля в решёточной модели

Введём среднее значение случайной величины c(r):

n(r) = 〈c(r)〉 , (7.10)

где уголковые скобки 〈 · · · 〉 обозначают усреднение по каноническому ан-
самблю Гиббса. Величина n(r) есть вероятность того, что в данном узле r
находится атом первого компонента. В неупорядоченном растворе эта ве-
личина не зависит от координат r и равна атомной доле атомов первого
компонента

n =
N1

N1 +N2
. (7.11)

В случае раствора с упорядочением величина n(r) зависит от координат.
Следуя [50], предположим, что функция n(r) имеет вид функции рас-

пределения Ферми-Дирака:

n(r) =
1

exp [β {Φ(r)− µ}] + 1
, (7.12)

где β = 1/T – обратная температура, Φ(r) – суммарный потенциал в точ-
ке r, создаваемый всеми частицами системы, µ – параметр, называемый
в дальнейшем химическим потенциалом. Выбор этой функции обусловлен
“своеобразным принципом Паули: в каждом узле может находиться либо
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один, либо ни одного атома первого компонента”. Будем предполагать, что
потенциал Φ(r) имеет вид:

Φ(r) =
∑
r′

K(r− r′) n(r′). (7.13)

Следует заметить, что здесь сделаны два допущения:

1. Предположение о выборе функции n(r) в виде распределения именно
Ферми-Дирака никак не обосновывается. Дело в том, что существу-
ет бесконечно много функций, которые удовлетворяют “своеобразному
принципу Паули”.

2. Выбор локального потенциала в виде (7.13) также никак не обосновы-
вается. Точное значение локального потенциала в точке r имеет вид:

Φ(r) =
∑
r′

K(r− r′) c(r′) (7.14)

и замена случайной переменной c(r′) её средним значением n(r′) не
вполне убедительна. Это приближение называется приближением са-
мосогласованного (или среднего) поля. Из физических соображений яс-
но, что это приближение тем лучше, чем более дальнодействующим
является межатомный потенциал, поскольку в этом случае в сферу
действия потенциала попадает достаточно много частиц, чтобы мож-
но было использовать предельные теоремы теории вероятностей.

Подставляя (7.13) в (7.12), получим замкнутое уравнение для функции n(r)
в приближении среднего поля:

n(r) =
1

exp

[
β

{∑
r′

K(r− r′) n(r′)− µ

}]
+ 1

. (7.15)
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Задача 68. Показать, что уравнение (7.15) может быть получено из
условия минимума функционала свободной энергии вида

F =
1

2

∑
r,r′

K(r− r′)n(r)n(r′)+

+T
∑
r

{n(r) lnn(r) + [1− n(r)] ln[1− n(r)]}−

−µ
∑
r

n(r).

(7.16)

Интерпретировать физический смысл отдельных слагаемых в этом функ-
ционале.

Уравнение (7.15) представляет собой нелинейное конечно-разностное урав-
нение относительно n(r). Первый вопрос, который возникает при анализе
этого уравнения, это вопрос о существовании и количестве его решений.
Нетрудно заметить, что это уравнение всегда имеет тривиальное решение
вида

n(r) ≡ const = n0. (7.17)

Задача 69. Показать, что для тривиального решения уравнения (7.15)
связь между n0 и химическим потенциалом µ задаётся соотношением
вида

µ = K(0)n0 + T ln

(
n0

1− n0

)
, (7.18)

где K(0) =
∑
r

K(r). Рассмотреть предельные случаи 0 < n0 � 1 и

0 < (1 − n0) � 1 и дать физическую интерпретацию получаемым при
этом результатам.

7.1.2 Ветвление решений среднеполевых уравнений

Общим свойством большинства нелинейных уравнений (включая транс-
цендентные и нелинейные интегральные уравнения) является зависимость
числа решений от значений параметров, входящих в эти уравнения. Урав-
нение (7.15) также обладает этим свойством.

Будем искать решение уравнения (7.15) в виде:

n(r) = n0 + εf(r), (7.19)
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где εf(r) � 1 – малая поправка. Таким образом, мы ищем решение сред-
неполевого уравнения (7.15), соответствующее “почти равномерному” рас-
пределению компонентов в системе.

Выполним разложение левой и правой частей уравнения (7.15) по мало-
му параметру ε с точностью до линейных членов:

n0+εf(r) ≈ 1

eβ(K
(0)n0−µ) + 1

−ε eβ(K
(0)n0−µ)β[

eβ(K
(0)n0−µ) + 1

]2

∑
r′

K(r− r′)f(r′). (7.20)

Приравняем выражения при нулевой и первой степенях ε в левой и пра-
вой частях этого уравнения и найдём:

n0 =
1

eβ(K
(0)n0−µ) + 1

;

f(r) = − eβ(K
(0)n0−µ)β[

eβ(K
(0)n0−µ) + 1

]2

∑
r′

K(r− r′)f(r′).

(7.21)

Используя первое из уравнений этой системы, приведём второе уравнение
к более простому виду:

f(r) = −βn0(1− n0)
∑
r′

K(r− r′)f(r′). (7.22)

Задача 70. Процедура линеаризации уравнения (7.15) выполнена не
вполне строго. Корректно было бы разлагать по “малому” параметру не
только n(r), но и химический потенциал µ:

µ = µ0 + εµ1 (7.23)

(кстати, почему µ1 не зависит от координат r?). Выполнить корректное
разложение решения уравнения (7.15) по параметру ε с учётом соот-
ветствующей поправки к химическому потенциалу и условия фиксации
брутто-состава раствора n0 = N1/(N1 +N2) = const. Сравнить получен-
ное уравнение относительно f(r) с уравнением (7.22). Интерпретировать
полученный результат.

Уравнение (7.22) представляет собой линейное однородное разностное
уравнение типа свёртки. Оно всегда имеет тривиальное решение вида

f(r) ≡ 0. (7.24)
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С помощью метода преобразования Фурье можно легко установить условия,
при которых это уравнение имеет нетривиальные решения. Итак, ищем ре-
шение уравнения (7.22) в виде интеграла Фурье:

f(r) =

∫
dk

(2π)3
f̃(k)eikr. (7.25)

Подставим это выражение в уравнение (7.22):∫
dk

(2π)3
f̃(k)eikr =

= −βn0(1− n0)

∫
dq1dq2

(2π)6
K̃(q1)f̃(q2)e

iq1r
∑
r′

ei(q2−q1)r′,

(7.26)

где K̃(q) – Фурье-трансформанта функции K(r).
В подынтегральной функции правой части этого уравнения содержится

выражение вида

S(q2 − q1) =
∑
r′

ei(q2−q1)r′. (7.27)

Эта сумма по узлам решётки r′ отлична от нуля лишь в тех случаях, когда
разность векторов (q2 − q1) совпадает с векторами обратной решётки, т.е.,

(q2 − q1) = Ql (7.28)

Задача 71. Проверить, что решёточные суммы S(q2− q1) удовлетво-
ряют соотношению

S(q2 − q1) =
(2π)3

Ω0

∑
l

δ(q2 − q1 −Ql), (7.29)

где векторы обратной решётки Ql определяются условиями

Ql · rs = 2πMls, (7.30)

Mls – произвольные целые числа, Ω0 – объём элементарной ячейки ре-
шётки.
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Задача 72. Показать, что если оба вектора q2 и q1 лежат внутри пер-
вой зоны Бриллюэна, то

S(q2 − q1) =
(2π)3

Ω0
δ(q2 − q1). (7.31)

Предположим, что векторы q2 и q1 принадлежат первой зоне Бриллю-
эна.

Задача 73. Обосновать это предположение.

Тогда уравнение (7.26) преобразуется к виду:∫
dk

(2π)3
eikr

{[
1 +

βn0(1− n0)

Ω0
K̃(k)

]
f̃(k)

}
= 0. (7.32)

Это равенство имеет место для всех r. Отсюда следует, что выражение в
фигурных скобках тождественно равно нулю при всех k:[

1 +
βn0(1− n0)

Ω0
K̃(k)

]
f̃(k) ≡ 0. (7.33)

Имеется всего два варианта.

1. Вещественная функция — Фурье-трансформанта межатомного потен-
циала K̃(k) —неотрицательна для всех k, т.е.

min
k
K̃(k) ≥ 0. (7.34)

Задача 74. Доказать вещественность Фурье-трансформанты цен-
трального межатомного потенциала.

В этом случае выражение в квадратных скобках при всех k положи-
тельно и

f̃(k) ≡ 0, (7.35)

т.е. уравнение (7.22) имеет только тривиальное решение (7.24).

2. Наименьшее по k значение Фурье-трансформанты потенциала K̃(k)
отрицательно

min
k
K̃(k) < 0. (7.36)
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Тогда при условии

T < Tc = −n0(1− n0)

Ω0
min
k
K̃(k) (7.37)

неупорядоченное распределение компонентов, описываемое уравнени-
ем n(R) = n0 = const, становится неустойчивым по отношению к обра-
зованию в растворе сверхструктуры. Действительно, в этом случае для
непрерывной функции K̃(k) существуют значения волнового вектора
k, при которых выражение в квадратных скобках в уравнении (7.33)
обращается в нуль. Соответственно, при этих значения волнового век-
тора функция f̃(k) может принимать произвольные значения.

Таким образом, количество решений нелинейного уравнения (7.15) зави-
сит от температуры T , входящей в это уравнений в качестве параметра.
Значения параметров, при которых происходит изменение числа решений
уравнений, называются точками ветвления решений.†

7.2 Обобщённая решёточная модель — основные идеи
и соотношения

Обобщённая решёточная модель многокомпонентных конденсированных
систем предложена в работах [21, 22], существенное развитие было выпол-
нено в работах [113, 114, 23]. Эта модель позволяет учесть как различия соб-
ственных атомных размеров компонентов (т.е., короткодействующих частей
межатомных потенциалов), так и дальнодействуюшие части межатомных
потенциалов.

Положим, что короткодействующая часть межатомных потенциалов мо-
жет быть учтена путём введение ограничений сверху на локальную плот-
ность ni(r) каждого из компонентов (i = 1÷m, m — число компонентов)

ni(r) ≤
1

ωi
, (7.38)

где ωi — предельное значение обратной плотности числа частиц, имею-
щее размерность объёма и отождествляемое далее с собственным атомным
(удельным) объёмом i-го компонента.
†Обстоятельное изложение теории ветвления решений нелинейных алгебраических, трансцендент-

ных, интегральных и дифференциальных уравнений содержится в монографии [7].

151



Локальная доля объёма, занятая i-м компонентом, составляет ωini(r),
поэтому условие занятости каждого элемента пространства может быть
представлено в форме:

m∑
i=1

ωi ni(r)− 1 = 0. (7.39)

Следующий этап — фиксация числа частиц в системе. При сохранении
числа частиц Ni каждого из компонентов должно выполняться следующее
условие ∫

(V )

ni(r) dr−Ni = 0. (7.40)

Таким образом, при отсутствии химических реакций и в пренебрежении
термическими дефектами в конденсированной системе независимо от фор-
мы модельного выражения для термодинамических потенциалов, экстре-
мум последних должен отыскиваться при дополнительных условиях (7.39)
и (7.40).

Свободную энергию Гельмгольца F представим в виде

F =
1

2

m∑
i,j=1

∫∫
Kij(r− r′)ni(r)nj(r

′)drdr′

+T
m∑
i=1

∫
ni(r) ln

(
ni(r)

n(r)

)
dr;

(7.41)

здесь первое слагаемое представляет собой конфигурационную часть сво-
бодной энергии, второе — энтропийный член, T — абсолютная температура
в энергетических единицах, n(r) =

∑
i

ni(r) – суммарная плотность числа

частиц.
Равновесное распределение компонентов определяется из требования ми-

нимума свободной энергии Гельмгольца (7.41) при наличии условий (7.39)
и (7.40). Введём функционал Лагранжа

L({ni(r)}, {Ψ(r)}, µi) = F −
m∑
i=1

µi

[∫
ni(r) dr−Ni

]
−
∫

Ψ(r)

(
m∑
i=1

ωi ni(r)− 1

)
dr,

(7.42)

зависящий от функций ni(r), Ψ(r) и параметров µi (все они появляются как
неопределённые множители).
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Необходимое условие экстремума свободной энергии — равенство нулю
функциональных производных по ni(r) и Ψ(r) и обычных частных произ-
водных по µi от функционала приводят к системе уравнений:

T ln

(
ni(r)

n(r)

)
+

m∑
j=1

∫
Kij(r− r′)nj(r

′)dr′ − ωiΨ(r)− µi = 0,

m∑
i=1

ωi ni(r)− 1 = 0,∫
ni(r) dr−Ni = 0.

(7.43)

Равновесное распределение компонентов удовлетворяет этой системе нели-
нейных интегральных уравнений. Отметим, что все компоненты входят в
эту систему уравнений совершенно равноправным образом.

Следует подчеркнуть, что функции Kij(r), входящие в свободную энер-
гию Гельмгольца, не являются “настоящими” межатомными потенциалами,
поскольку введение собственных атомных объёмов ωi запрещает сближение
атомов на расстояния, меньшие

aij '
[
(ωi)

1/3 + (ωj)
1/3
]
. (7.44)

Поэтому функции Kij(r) представляют собой только дальнодействующие
части, реальных межатомных потенциалов, получающиеся отсечением ко-
роткодействующих (т.е., на расстояниях меньших или порядка aij) частей
потенциалов:

Kij(r) =

{
Wij(r), при |r| ≥ aij,
0, в противном случае, (7.45)

здесь Wij(r) — “настоящий” межатомный потенциал.
Таким образом, в рамках данного подхода короткодействующая (сингу-

лярная) часть межатомных потенциалов не даёт прямого вклада в термо-
динамические свойства систем, а проявляется через собственные атомные
объёмы компонентов.

7.2.1 Переход к теории Гинзбурга-Ландау и Кана-Хильярда

В системе имеется три характерных масштаба размеров: атомные разме-
ры a0, радиус действия дальнодействующих частей межатомных потенциа-
лов r0 и расстояние, на которых заметно изменяются локальные плотности
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компонентов b0. Положим, что из трёх этих величин наибольшей является
b0:

a0 . r0 � b0. (7.46)

С учётом этого обстоятельства преобразуем выражение для конфигураци-
онной части энергии в (7.41)

Fconfig =
1

2

m∑
i,j=1

∫∫
Kij(r− r′)ni(r)nj(r

′)drdr′. (7.47)

Полагая, что | r− r′ |� b0, найдём

nj(r
′) ≈ nj(r) +

3∑
s=1

∂nj(r)

∂xs
(x′s − xs)

+
1

2

3∑
s1,s2=1

∂ 2nj(r)

∂xs1 ∂xs2
(x′s1 − xs1)(x

′
s2
− xs2),

(7.48)

(здесь через xs и x′s обозначены декартовы координаты векторов r и r′

соответственно).
Подставим (7.48) в (7.47) и проинтегрируем по r′; поскольку все потенци-

алыKij(r) центральны, то все нечётные моменты потенциалов равны нулю.
В итоге найдём (после дополнительного интегрирования по частям):

F =

∫
dr

{
− 1

12

∑
i,j

K
(2)
ij (∇ni(r),∇nj(r)) +

1

2

∑
i,j

K
(0)
ij ni(r)nj(r)

+ T
m∑
i=1

ni(r) ln

(
ni(r)

n(r)

)}
, (7.49)

где параметры K
(p)
ij — некоторые интегральные характеристики межатом-

ных потенциалов

K
(p)
ij =

∫
Kij(r

′)|r′|p dr′. (7.50)

Функционал (7.49) имеет форму, подобную функционалу Гинзбурга-Ландау
и Кана-Хильярда, но в отличие от последнего это выражение:

1. не ограничено членами конечных степеней по параметру порядка;

2. все параметры в (7.49) имеют прозрачную физическую интерпретацию.
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Из экстремума этого функционала при дополнительных условиях (7.39) и
(7.40) легко получить систему уравнений для равновесного распределения
компонентов:

1

6

m∑
j=1

K
(2)
ij ∆nj(r) +

m∑
j=1

K
(0)
ij nj(r) + T ln

(
ni(r)

n(r)

)
− ωiΨ(r)− µi = 0;

m∑
j=1

ωjnj(r)− 1 = 0;∫
ni(r) dr−Ni = 0

(7.51)
(∆ — оператор Лапласа).

Функционал (7.49) имеет также ряд преимуществ перед более точным
исходным функционалом (7.41):

• Выражение (7.49) не содержит никаких неизвестных функций общего
вида (типа межатомных потенциалов Kij(r)); вместо них содержит-
ся конечное число их простых характеристик — числовых парамет-
ров K(p)

ij ;

• Анализ и решение системы уравнений (7.51) несравненно проще, чем
проблема решения системы интегральных уравнений (7.43);

• Обратные задачи — нахождение параметров теории из эксперимен-
тальных данных (к примеру — из диаграмм состояния) — невообра-
зимо трудны для случая системы интегральных уравнений (7.43), но
вполне реализуемы для функционала (7.49);

• Наконец, решения, основанные на функционале (7.49), вполне могут
быть использованы в качестве начального приближения при решении
проблем, относящихся к функционалу (7.43).

7.2.2 Гетерогенные состояния в бинарном растворе

В качестве простого примера приложения развиваемой теории рассмот-
рим задачу о концентрационном профиле двухкомпонентного (m = 2) рас-
твора с одинаковыми удельными объёмами компонентов (ω1 = ω2 = ω,
n(r) = const = 1/ω). Функционал (7.49) зависит от одной независимой пе-

ременной y(r) = ω n1(r) =
n1(r)

n
— локальной мольной доли первого ком-
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понента — и имеет вид:

F =

∫
dr

{
− 1

12ω2
K(2) (∇y(r))2 +

1

2ω2

[
K(0) y2(r) −Q(0) y(r) +K

(0)
22

]
+

+
T

ω
[y(r) ln y(r) + (1− y(r)) ln(1− y(r))]

}
, (7.52)

где

K(2) =
2∑

i,j=1

(−1)i+jK
(2)
ij , K(0) =

2∑
i,j=1

(−1)i+jK
(0)
ij ,

Q(0) = 2K
(0)
22 −K

(0)
12 −K

(0)
21 .

(7.53)

Отсюда следует необходимое условие математической корректности
приближения (7.52) Гинзбурга-Ландау для бинарной системы:

K(2) < 0, (7.54)

поскольку в противном случае функционал (7.52) неограничен снизу.
Из условия экстремума свободной энергии (7.52) при условии сохранения

числа частиц ∫
y (r) dr− ωN1 = 0 (7.55)

имеем:
1

6
K(2)∆y(r) + f(y(r)) = µ, (7.56)

где µ — химический потенциал, ∆ — оператор Лапласа.

f(y) = K(0)y − Q(0)

2
+ ωT ln

(
y

1− y

)
. (7.57)

Это уравнение описывает равновесное распределение компонентов в бинар-
ном растворе.

7.2.3 Составы сосуществующих фаз

Необходимым условием существования гетерофазных состояний в систе-
ме является немонотонность функции f(y) на промежутке 0 < y < 1. Дей-
ствительно, в глубине каждой из фаз ∆y(r) = 0, поэтому функция f(y)
обращается в нуль для каждого из составов сосуществующих фаз, что воз-
можно только в случае её немонотонности.
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Элементарное исследование функции f(y) показывает, что при любых
значениях параметров K(0), Q(0) и температуры T она имеет по меньшей
мере один корень на промежутке (0; 1). Поскольку при появлении новых
корней помимо функции f(y) обращается в нуль и её производные первого
и второго порядков, то соответствующая критическая точка удовлетворяет
системе уравнений относительно неизвестных температуры T и состава y K(0) +

ωT

y(1− y)
= 0;

1− 2y = 0.
(7.58)

Отсюда следует, что необходимым и достаточным условием существова-
ния критической точки (а следовательно — и гетерофазных состояний) в
данной модели является выполнение неравенства

K(0) < 0, (7.59)

которое известно как критерий Горского-Брэгга-Вильямса (ГБВ).

7.3 Описание процессов перестройки в конденсирован-
ных системах на основе обобщённой решёточной
модели

На основе обобщённой решёточной модели могут исследоваться не толь-
ко равновесные свойства многокомпонентных систем, но и кинетика про-
цессов их перестройки (диффузия, зарождение и рост новых фаз). Вывод
соответствующих уравнений в случае сравнительно небольшого отклонения
от термодинамического равновесия в системе основывается на общих прин-
ципах термодинамики необратимых процессов — прежде всего, на прибли-
жении локального равновесия. Основы термодинамики необратимых про-
цессов были заложены Онзагером [90], обстоятельное изложение принципов
и некоторых приложений можно найти в книге Гурова [15].

Положим, что рассматриваемая система находится в состоянии локаль-
ного равновесия. Это означает, что локальные термодинамические пере-
менные (плотности, химические потенциалы, температура, давление и т.д.)
существуют и связаны между собой соотношениями равновесной термоди-
намики. Положим также, что в многокомпонентной системе уже установить
термическое равновесие. Тогда в рамках обобщённой решёточной модели
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имеют место соотношения (7.43), однако в неравновесной системе функ-
ции ni (r) ,Ψ (r) зависят не только от координат, но и приобретают зависи-
мость от времени t, а химические потенциалы µi зависят и от координат, и
от времени.

Движущими термодинамическими силами Xi (r, t) возникающих в си-
стеме потоков Ji (r, t) являются градиенты величин µi(r,t)

T . В линейном при-
ближении связь между силами и потоками имеет вид:

Ji (r, t) = −
m∑
j=1

Lij∇
(
µj (r, t)

T

)
, (7.60)

где Lij — коэффициенты Онзагера, связанные между собой (при отсутствии
магнитного поля) соотношениями взаимности

Lij = Lji. (7.61)

Коэффициенты Онзагера в общем случае зависят от температуры, плотно-
стей и их вычисление — весьма нетривиальная проблема.

Найдём функции µi(r,t)
T в неравновесной системе в приближении локаль-

ного равновесия, используя соотношения (7.43):

µi (r, t)

T
= ln

(
ni(r, t)

n(r), t

)
+

1

T

m∑
j=1

∫
Kij(r− r′)nj(r

′, t)dr′ − ωi
T

Ψ(r, t). (7.62)

Подстановка этих выражений в уравнения (7.60) приводит к появлению
“лишних” слагаемых, содержащих ωi∇

(
Ψ(r,t)
T

)
. Эти слагаемые могут быть

исключены следующим образом.
Заметим вначале, что потоки Ji (r, t) не являются независимыми между

собой: причина тому — условие упаковки (7.39), ибо уход одной частицы из
точки r должен компенсироваться приходом другой частицы с учётом объ-
ёмных эффектов. Использование уравнения неразрывности для каждого из
компонентов

∂ni(r, t)

∂t
+ (∇ · Ji (r, t)) = 0 (7.63)

и условия упаковки (7.39) приводят к следующей связи между потоками

m∑
i=1

ωiJi (r, t) = 0. (7.64)
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Подставим µi(r,t)
T из уравнений (7.62) в (7.60) и воспользуемся соотноше-

нием (7.64) для нахождения ωi∇
(

Ψ(r,t)
T

)
. В итоге найдём выражение для

всех потоков, не содержащие градиентов от “лишней” функции Ψ (r, t). На-
конец, подстановка полученных потоков в уравнения неразрывности (7.63)
приводит к замкнутой системе уравнений, описывающей эволюцию распре-
деления компонентов[111]:

∂ni(r, t)

∂t
= div

{
m∑
j=1

Lij

[
∇

(
µ

(0)
j (r, t)

T

)
−

− ωj

m∑
s,s′=1

ωsLss′∇

(
µ

(0)
s′ (r, t)

T

)
m∑

s,s′=1

Lss′ωsωs′




,

(7.65)

где

µ
(0)
i (r, t) = T ln

(
ni(r, t)

n(r), t

)
+

m∑
j=1

∫
Kij(r− r′)nj(r

′, t)dr′. (7.66)

Несмотря на свой слегка ужасающий внешний вид, эта система интегро-
дифференциальных уравнений имеет довольно простой физический смысл.
Параметры ωi учитывают интенсивное межатомное отталкивание на малых
расстояниях. Функции Kij (r) учитывают локальные силовые поля, созда-
ваемые всеми частицами и влияющие на локальные потоки. Другими сло-
вами, параметры ωi в определённой степени формируют ближний порядок,
а функции Kij (r) — дальний порядок.

Конечно, реальное использование уравнений (7.65–7.66) сильно затруд-
няется неразработанностью математического аппарата теории нелинейных
интегро-дифференциальных уравнений, хотя качественные свойства реше-
ний задачи Коши, к примеру, вполне допускают исследование.

Задача 75. С помощью уравнений (7.65), (7.66) исследовать на устой-
чивость равномерное распределение компонентов ni (r, 0) = const по от-
ношению к флуктуациям плотности. Найти критерий устойчивости.

При определённых условиях система интегро-дифференциальных урав-
нений (7.65–7.66) может быть сведена к системе дифференциальных урав-
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нений. В частности, если выполнены условие (7.46), а также условие (7.54)
корректности приближения Гинзбурга-Ландау и Кана-Хильярда, то вместо
выражений (7.66) для химических потенциалов компонентов следует ис-
пользовать вариационные производные функционала (7.49) по плотностям
компонентов ni (r, t). Эта подстановка приводит к нелинейной системе урав-
нений в частных производных первого порядка по времени t и четвёртого
порядка по координатам r [111].

7.4 Резюме

Решёточные модели весьма привлекательны своей наглядностью и про-
стотой. Невольно возникает искушение выполнить компьютерные вычис-
ления статистической суммы достаточно большой (но всё же конечной!)
решёточной системы. Однако простая оценка показывает, что система из
N спинов имеет 2N ∼ 103N/10 возможных конфигураций. В частности, при
сравнительно небольшом N = 103 (т.е. для трёхмерного куба с ребром,
содержащим всего-навсего 10 спинов) число конфигураций имеет порядок
10300, что на много порядков превосходит число нуклонов во всей нашей
Вселенной. Поэтому для анализа решёточных моделей имеется два пути:

1. Поиск аналитического решения. К сожалению, успехи в этом направ-
лении весьма скромны: имеется точное решение одномерной модели
Изинга с внешним полем, точное решение двумерной модели Изинга в
отсутствие внешнего поля, а также семейство двумерных моделей Бак-
стера. Несмотря на колоссальные усилия целой армии исследователей,
пока не удалось существенно продвинуться ни в направлении учёта
вторых, третьих, . . . соседей, ни получить точного решения какой-либо
трёхмерной модели. Ознакомиться с методами и результатами иссле-
дований решёточных моделей можно по книгам [6, 74, 89, 97], а так-
же по серии коллективных монографий Phase Transitions and Critical
Phenomena, издаваемых издательством Academic Press c 1972 года под
редакцией C.Domb, M.S.Green (тома 1—6) и после 1976 года под редак-
цией C.Domb, J.L.Lebowitz (тома 7—20).

2. Использование феноменологических выражений для термодинамиче-
ских функций решёточных моделей. Один из вариантов такого под-
хода реализован в обобщённой решёточной модели, предложенной в
работах [21, 22] и развита далее в работах [19, 23, 111, 112, 113, 114].
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Основной недостаток этого подхода — отсутствие строгого обоснова-
ния — в некоторой степени “компенсируется” результатами. Однако
следует иметь в виду, что приближения (явные и неявные), используе-
мые при выводе феноменологических выражений, иногда приводят не
только к количественным погрешностям, но и к качественно неверным
результатам (особенно это касается низкоразмерных систем).

Тем не менее, следует особо подчеркнуть, что именно феноменологиче-
ские модели в настоящее время дают определённые возможности для ко-
личественных расчётов термодинамических свойств конденсированных си-
стем, а также для прогнозирования свойств многокомпонентных систем.
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