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МОДЕЛИРОВАНИЕ УСЕЧЕННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ С ЗАДАННОЙ КВАНТИЛЬЮ  
НА ОСНОВЕ ПОКАЗАТЕЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

М.С.Токмачев 

Институт электронных и информационных систем НовГУ, tokm@mail.natm.ru 

Разработан метод моделирования усеченных вероятностных распределений на основе преобразования некоторого базового 
распределения. Одним из параметров является квантиль произвольного порядка. В случае базового показательного распределения в 
общем виде получены выражения для плотности, функции распределения, характеристической функции и моментов. 
Ключевые слова: усечение, квантиль, плотность, функция распределения, характеристическая функция, моменты 

The method of modeling of truncated probability distributions on the base of some exponential distribution changing is worked 
out. One of the parameters is quantile of random order. For exponential distribution expressions for density function, probability 
distribution function, characteristic function and moments were worked out in standard form. 
Keywords: truncation, quantile, density function, probability distribution function, characteristic function, moments 

 

Введение 

В [1,2] представлен метод моделирования новых, 
усеченных на ];[ ba  вероятностных распределений на 
основе базового теоретического распределения с функ-
цией плотности )(xf . В качестве параметра вводится 

αx  — квантиль распределения порядка α , );(α bax  , 
1.α0   Вместо постоянного нормирующего множите-

ля на каждом из двух получившихся интервалов, );[ αxa  
и ];[ α bx , используется неотрицательная квадратичная 

функция iii cxkxn 2 , .2,1i  В частности, эти мно-
жители могут быть как линейными ( 0in ), так и посто-
янными ( 0 ii kn ), .2,1i  Базовая функция )(xf  
имеет одно из заданных распределений. При базовой 
функции нормального закона случай линейных множи-
телей рассмотрен в [1], а квадратичных — в [2]. Ввиду 
трансформации базового распределения введением 
квантили αx  и квадратичных множителей преобразо-
ванная функция плотности )(xg  на ];[ ba , вообще гово-
ря, весьма существенно отличается от )(xf . Совокуп-
ность задаваемых «квантильных характеристик», 

)(,,α αα xgx , видоизменяет структуру базового распре-
деления. Варьирование всеми параметрами функции 

)(xg  приводит к большому разнообразию новых рас-
пределений, среди которых встречаются и ранее извест-
ные. В частности, для базовой функции стандартного 
нормального закона усечение на положительную полу-
ось с введением квантили αx  приводит к преобразова-
нию классических распределений: при множителях xki  

— распределения Рэлея, при множителях 2xni  — рас-
пределения Максвелла, а также распределений Накагами 
и Пирсона ( χ -распределение) с конкретными парамет-
рами. Если вводимые исследователем квантили совпа-
дают с квантилями указанных распределений, то преоб-
разование базовой функции стандартного нормального 
закона приводит к этим распределениям в чистом виде. 

В предельном случае, когда квадратичные со-
множители вырождаются в константу, а значение 
квантили совпадает с граничным значением ( ax 0  
или bx 1 ) приходим к стандартному классическому 
усечению. 

В отличие от [1,2] в данной работе в качестве 
базовой функции рассмотрена плотность показатель-
ного закона распределения с произвольным парамет-
ром. При рассматриваемой структуре плотности ве-
роятностей при некоторых значениях параметров в 
данный класс распределений, в частности, входят 
распределение Эрланга и 2χ -распределение Пирсона. 
Найдены функции распределения и характеристиче-
ские функции моделируемых распределений. Пред-
ставлены формулы расчета моментов произвольного 
порядка. Методика компьютеризирована. 

Построение функции плотности распределения 
вероятностей 

Пусть задана случайная величина Z с плотно-
стью распределения вероятностей )(zf . Для по-
строения нового распределения, распределения слу-
чайной величины X, эту функцию полагаем базовой. 
Область значений Z включает в себя интервал усече-
ния ];[ ba . Вводом αx , квантили порядка α  для ново-
го распределения, причем );(α bax  , разобьем этот 
интервал на два: );[ αxa , ];[ α bx . В каждом из полу-
ченных интервалов умножим функцию плотности 
исходного распределения на свой квадратичный 
множитель. Тогда функция плотности нового распре-
деления имеет вид 
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При этом ));[(α αxaXP   — параметр концентра-
ции (автоматически получаем α1));[( α  bxXP , 
обозначим βα1  ). 
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Коэффициенты ,,, iii ckn  ( 2,1i ) в формуле 
(1) однозначно определяются как решения систем 
линейных алгебраических уравнений 
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Условие нормировки выполнено, так как 

1βα)()(  




b

a

dxxgdxxg . Вторые уравнения в 

системах (2) устанавливают непрерывность функции 
)(xg  в точке αx  с заданной ординатой )( αxg . Заме-

тим, что, вообще говоря, непрерывность )(xg  в точке 

αx  не является обязательным условием распределе-
ния, и правые части вторых уравнений систем (2) 
можно задавать различными. Третьи уравнения сис-
тем формируют граничные условия. В частных слу-
чаях, например 0,0  ii ck или ,0in  уменьшается 
количество уравнений в (2), и вычисления упрощают-
ся: в каждой из систем при двух неизвестных коэф-
фициентах остаются два первых уравнения, при од-
ном неизвестном — лишь одно первое уравнение. 

Интегрирование в первом уравнении каждой 
из систем (2) приводит к линейному алгебраическому 
уравнению относительно ,,, iii ckn  ( 2,1i ). При 

bxa  α  решение систем единственно. Заметим, что 
для произвольно заданной совокупности параметров 
не всегда следует вероятностное решение систем (2). 
По определению плотности для функции )(xg  также 
необходимо гарантировать неотрицательность вве-
денных квадратичных множителей:  
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Лемма 1. Если для квадратного трехчлена 
cxkxnxQ  2)(  справедливы соотношения 0)( AQ , 

0)( BQ , 0n , то )(xQ  неотрицателен на ];[ BA . 
Лемма 2. Если квадратный трехчлен 

cxkxnxQ  2)(  не имеет корней на интервале 
);( BA , 0)( AQ , 0)( BQ  (или 0)( AQ , 0)( BQ ), 

то )(xQ  неотрицателен на ];[ BA . 
Поскольку на границах указанных в (3) интер-

валов значения трехчленов неотрицательны, 
( 0)( ag , 0)( α xg , 0)( bg , 0)( af , 0)( xf , 

0)( bf , что следует из определения плотности), то 
согласно леммам 1,2 для выполнения (3) достаточно 
условия отсутствия корней каждого из трехчленов на 
соответствующем интервале, а при нулевых гранич-
ных условиях — отрицательности старшего коэффи-
циента. Это контрольное условие вводится в компью-
терную программу и выбраковывает совокупности 
коэффициентов, решений систем (2), приводящих к 
отрицательным значениям функции )(xg  на интер-
вале. 

Таким образом, с заданием значений 
,,,, αxba  )(ag , )(bg , )( αxg  функция плотности 

)(xg  для класса моделируемых распределений ока-
зывается полностью определенной. 

Базовая функция плотности показательного  
распределения 

В качестве базовой функции введем плотность 
показательного закона  
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где параметр 0λ  . Соответствующая функция плот-
ности моделируемого распределения на ];[ ba  при 

 ba0  имеет вид 
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При подстановке выражения (4) в (2) коэффи-
циенты ,,, iii ckn  ( 2,1i ) вычисляются как решения 
систем трех линейных алгебраических уравнений: 
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где xexf λλ)(   — функция плотности вероятностей 
показательного распределения. 

Характерный пример графика функции )(xg  
при конкретных значениях параметров представлен 
на рис. 

График )(xg на рис. представляет плотность  
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Это функция плотности при 0,3α  ; 3α x ; 
15,0)1(5,0)1(  efg ; 3

α 2)(2)( 
  exfxg ; 

55,0)5(5,0)5(  efg . Как легко заметить, график 
функции )(xg  существенно отличается от графика 
базовой функции )(xf , а введение квантили αx  по 
сути разбивает распределение на два самостоятель-
ных с весовыми коэффициентами α  и α1 .  

Моменты, характеристическая функция,  
функция распределения 

Для дальнейших вычислений используем по-
следовательность многочленов определенной струк-
туры: 

1)(0 xP ; 1)(1  xxP ; 22)( 2
2  xxxP ; 

663)( 23
3  xxxxP ; и т.д. 

2424124)( 234
4  xxxxxP ; и т.д. 

В общем виде  
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0x , начиная с 1n , все указанные многочлены 
являются положительными возрастающими функ-
циями. При этом !)0( nPn  , а последовательность, 

образуемая коэффициентами многочленов 
{1,1,1,1,2,2,1,3,6,6,1,4,…}, известна и представлена, 
например, в энциклопедии [3], раздел А008279. По-
следовательность )}1({ nP  также представлена в [3], 
раздел А000522. 

Теорема 1. Функция распределения, соответст-
вующая плотности вероятностей )(xg  типа (4), имеет 
вид  
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где (...)nP  — многочлены вида (5). 
Теорема 2. Характеристическая функция, соот-

ветствующая плотности вероятностей )(xg  типа (4), 
имеет вид  
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где xit
z eitxf )λ()λ()(   — комплекснозначная 

функция, (...)nP  — многочлены вида (5).  
Теорема 3. Начальные моменты произвольного 

порядка случайной величины X c плотностью вероят-
ностей )(xg  типа (4) вычисляются по формуле 
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Графики функции плотности: )(xf  — базового показательного распределения с параметром 1λ  ; )(xg  — распределения, 
усеченного на [1;5], с квантилью x0,3 = 3 
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где ,...2,1m , xexf λλ)(   — базовая функция плот-
ности, (...)nP  — многочлены вида (5). 

Следствие. Формула для вычисления матема-
тического ожидания указанной случайной величины 
имеет вид 

 )λ()([
λ
1)( 314 aPafnXM  

 )]λ()()λ()()( 32α3α12 bPbfnxPxfnn  

 )]λ()()λ()()()λ()([
λ
1

22α2α12213 bPbfkxPxfkkaPafk  

)].λ()()λ()()()λ()([
λ
1

12α1α12112 bPbfcxPxfccaPafc   

Заметим, что центральные моменты вычисля-
ются по стандартным формулам связи с начальными 
моментами. В частности, )()()( 22 XMXMXD  . 

Все приведенные утверждения доказаны ана-
литически. 

Заключение 

Представленный способ моделирования опре-
деляет широкий класс вероятностных распределений, 
в основу формирования которого положены следую-
щие шаги:  

1) выбор базового распределения (функция 
))(xf  с точностью до парамеров;  

2) усечение (выбор a и b);  
3) «квантильное разбиение» на интервалы (вы-

бор α  и αx );  

4) выбор граничных значений плотности на 
полученных интервалах;  

5) расчет коэффициентов в соотношении (1) с 
проверкой условия неотрицательности функции )(xg .  

Варьирование не только параметрами группи-
ровки, но и квантилью порядка α  позволяет конструи-
ровать различные нестандартные, в том числе мульти-
модальные, распределения с вычисляемыми характе-
ристиками. Компьютерная реализация методики дает 
возможность строить распределения указанного типа 
при различных базовых функциях (в частности, плот-
ности показательного распределения) и параметрах. 
Также можно осуществлять подгонку модельного тео-
ретического распределения к реальным данным с про-
веркой соответствия по критерию согласия. 

Результаты работы могут быть полезны при 
обработке статистических данных со сложной струк-
турой распределения вероятностей. Подобного типа 
распределения зачастую встречаются в медико-
социальных исследованиях, в частности в статистике 
заболеваемости населения в зависимости от возраста. 
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